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Аннотация. В статье рассматривается задача многомерного геомет-
рического хеширования. Предлагается способ построения соответствующей
хеш-матрицы параллельным алгоритмом. В работе построен алгоритм парал-
лельного геометрического хеширования с использованием шаблона «пул про-
цессов». Реализация алгоритма выполнена с применением языка программи-
рования Python и пакета NumPy для манипулирования многомерными дан-
ными. В качестве основы для пула процессов предложено использовать класс
ProcessPoolExecutor модуля concurrent.futures, который входит в дистрибутив
интерпретатора Python начиная с версии 3.2. Все решения представлены в
статье соответствующими UML-диаграммами классов. Найденное обобщен-
ное программное решение может быть использовано для реализации парал-
лельных алгоритмов и других задач, которые могут быть описаны в терминах
схемы пула процессов.

Ключевые слова: хеширование, пул процессов, пакет NumPy, вычисли-
тельная геометрия, параллельный алгоритм.

Введение

Геометрическое хеширование — это метод, позволяющий ускорить доступ к неупо-
рядоченному массиву данных, основанный на их геометрическом представлении. Ис-
пользование этого метода широко распространено в задачах вычислительной геометрии

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2015. № 4 (29)

©
К
ля

чи
н

В
.А

.,
20

15

13

http://www.volsu.ru/


КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

[5; 12], алгоритмах компьютерной графики [13], геоинформационных системах [12]. Ме-
тод геометрического хеширования хорошо описан, в частности, в статьях [14; 15; 17], в
которых указанный метод применяется в задачах распознавания объектов на изображе-
ниях. Мы приведем его описание на примере задачи локализации точки относительно
триангуляции.

Пусть 𝑝1, ..., 𝑝𝑁 ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ⊂ R2 — конечный набор точек на плоскости и
𝑇 = {𝑇1, ..., 𝑇𝑀} — его триангуляция — такой набор треугольников, что:

1) каждая точка 𝑝𝑖 заданного набора является вершиной одного из треугольников
𝑇𝑘 ∈ 𝑇 ;

2) каждая вершина любого треугольника 𝑇𝑘 ∈ 𝑇 является одной из точек 𝑝𝑖, 𝑖 =
= 1, ..., 𝑁 ;

3) внутренность пересечения любых двух треугольников пуста.
Задача локализации точки относительно триангуляции ставится как задача опре-

деления тех треугольников триангуляции, которым может принадлежать заданная точ-
ка 𝑝 ∈ R2 [9]. Простейший алгоритм решения этой задачи сводится к перебору всех
тругольников и определения принадлежности точки 𝑝 каждому такому треугольнику.
Сложность алгоритма — 𝑂(𝑀). Основная идея оптимизации прямого перебора сводит-
ся к отбрасыванию заведомо невозможных случаев: не рассматривать те треугольники,
которым заданная точка заведомо не принадлежит. Покажем, как алгоритм оптимизиру-
ется с помощью специальной предобработки данных — геометрического хеширования.

Рис. 1. Иллюстрация хеширования по двумерной сетке

Построим разбиения:

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ... < 𝑥𝑚 = 𝑏;

𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < ... < 𝑦𝑚 = 𝑑.

Далее каждой паре (𝑖, 𝑗), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 сопоставим список номеров ℎ1𝑖𝑗, ..., ℎ
𝑛𝑖𝑗

𝑖𝑗

тех треугольников, которые пересекают прямоугольник 𝑄𝑖𝑗 = [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]× [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗]

𝑇ℎ𝑘
𝑖𝑗
∩𝑄𝑖𝑗 ̸= ∅.
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Для каждой пары (𝑖, 𝑗) количество 𝑛𝑖𝑗 таких треугольников может быть различным.
Теперь вернемся к задаче локализации точки. Новый алгоритм сводится теперь к следу-
ющим шагам:

1. Бинарным поиском определяем номера 𝑖, 𝑗 такие, что 𝑝 ∈ 𝑄𝑖𝑗 .
2. За 𝑛𝑖𝑗 шагов находим треугольники из списка {𝑇ℎ𝑘

𝑖𝑗
}, 𝑘 = 1, ..., 𝑛𝑖𝑗, которые

содержат точку 𝑝.
Сложность такого алгоритма порядка величины

𝐶(log2𝑚+ 𝑛𝑖𝑗).

Оценим среднее значение 𝑛𝑖𝑗 длин списков номеров треугольников. Пусть

𝑑 = min
1≤𝑖,𝑗≤𝑚

{𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1}.

Обозначим через 𝛿𝑘 диаметр треугольника 𝑇𝑘. Тогда из простых геометрических сооб-
ражений легко получить, что число 𝑚𝑘 тех ячеек 𝑄𝑖𝑗, которые пересекает треугольник
𝑇𝑘 не превосходит

𝑚𝑘 ≤
(︂[︂

𝛿𝑘
𝑑

]︂
+ 1

)︂2

.

Иcходя из этого, получаем для среднего значения

1

𝑚2

∑︁
𝑖𝑗

𝑛𝑖𝑗 =
1

𝑚2

∑︁
𝑘

𝑚𝑘 ≤
𝑀

𝑚2

(︂[︂
𝛿

𝑑

]︂
+ 1

)︂2

,

где

𝛿 = max
𝑘
𝛿𝑘.

Теперь сложность алгоритма локализации точки с использованием хеширования в сред-
нем будет оцениваться величиной

𝐶(log2𝑚+
Δ𝑀

𝑚2
),

где

Δ =

(︂[︂
𝛿

𝑑

]︂
+ 1

)︂2

.

Минимизируя это выражение относительно 𝑚, окончательно получим сложность ал-
горитма, в среднем равную 𝑂(log2𝑀), при условии ограниченности величины Δ. Из
приведенных рассуждений видно, что если применять равномерную сетку для хеширо-
вания, то оценка получается еще лучше: порядка 𝑂(1). По сравнению с оценкой 𝑂(𝑀)
это очень хорошо. Таким образом, геометрическое хеширование значительно ускоря-
ет решение задачи локализации точки. Правда, при этом дополнительно затрачивается
память порядка 𝑂(𝑀). Мы ставим задачу построения и реализации параллельного ал-
горитма геометрического хеширования.
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1. Математическая модель геометрического хеширования

Пусть 𝑋 = {𝑥1, ..., 𝑥𝑀},𝑀 ≥ 1 — произвольное конечное множество и 𝐾 обозна-
чает единичный интервал 𝐾 = [0, 1].

Пусть дано некоторое отображение

𝑠 : 𝑋 → 2𝐾
𝑛

, 𝑛 ≥ 1.

Так что каждой точке 𝑥 ∈ 𝑋 ставится в соответствие некоторое подмножество 𝑛-мерного
единичного куба 𝑠(𝑥) ⊂ 𝐾𝑛. Непосредственно в задаче локализации точки относительно
триангуляции в качестве 𝑋 рассматривается множество всех треугольников триангуля-
ции 𝑇 , расположенных, например, в единичном квадрате [0, 1]× [0, 1]. Для случая 𝑛 = 1
отображением 𝑠 может служить отображение, которое каждому треугольнику ставит в
соответствие отрезок проекции этого треугольника на ось 𝑂𝑥. При 𝑛 = 2 мы можем
взять в качестве 𝑠 отображение, сопоставляющее треугольнику прямоугольник, являю-
щийся прямым произведением двух отрезков проекций треугольника — один на ось 𝑂𝑥,
другой — на ось 𝑂𝑦.

Помимо отображения 𝑠, предположим задана матрица разбиений 𝐵 = ||𝑡𝑖𝑗|| раз-
мерности 𝑛× (𝑚+ 1),𝑚 ≥ 1. При этом предполагаем выполнение условий

0 = 𝑡𝑖0 < 𝑡𝑖1 < 𝑡𝑖2 < ... < 𝑡𝑖𝑚 = 1, ∀𝑖 = 1, ..., 𝑛.

Элементы этой матрицы задают сетку, по которой будет вестись хеширование. В про-
стейшем случае можно использовать равномерную сетку, для которой 𝑡𝑖𝑘−𝑡𝑖𝑘−1 ≡ const.

Через 𝐼 обозначим мультииндекс (𝑖1, 𝑖2, ..., 𝑖𝑛), 1 ≥ 𝑖𝑘 ≥ 𝑚, 𝑘 = 1, ..., 𝑛. Каждому
мультииндексу сопоставим ячейку 𝑄𝐼 построенной выше сетки хеширования

𝑄𝐼 = [𝑡1𝑖1−1, 𝑡1𝑖1 ]× [𝑡2𝑖2−1, 𝑡2𝑖2 ]× ...× [𝑡𝑛𝑖𝑛−1, 𝑡𝑛𝑖𝑛 ].

Хеширование заключается в построении многомерной матрицы 𝐻 размерности
𝑚× ...×𝑚 (здесь 𝑛 множителей), элементами которой являются наборы натуральных
чисел ℎ𝐼 = (ℎ1𝐼 , ..., ℎ

𝑛𝐼
𝐼 ), 1 ≥ ℎ𝑘𝐼 ≤𝑀 такие, что

𝑠(𝑥ℎ𝑘
𝐼
) ∩𝑄𝐼 ̸= ∅.

Другими словами, эти натуральные числа задают номера элементов множества 𝑋, чьи
образы 𝑠(𝑥) пересекают ячейку 𝑄𝐼 .

2. Алгоритм геометрического хеширования

Изложим для начала последовательный алгоритм хеширования. На входе алгоритм
получает список объектов 𝑥1, ..., 𝑥𝑀 элементов множества 𝑋. На выходе алгоритм дол-
жен сформировать многомерную матрицу 𝐻, содержащую списки требуемых номеров
объектов 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑀 . Основной цикл перебирает весь список 𝑥1, ..., 𝑥𝑀 и на каждом
шаге осуществляет следующую последовательность действий:

• Вычисляет значение отображения 𝑠(𝑥𝑖).

16 В.А. Клячин. Реализация параллельного алгоритма геометрического хеширования
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• Находит ячейки 𝑄𝐼 , которые пересекают множество 𝑠(𝑥𝑖). Результатом работы
алгоритма на этом этапе является набор мультииндексов (𝐼 𝑖1, ..., 𝐼

𝑖
𝑛𝑖
) таких, что

𝑄𝐼𝑖𝑛𝑖
∩ 𝑠(𝑥𝑖) ̸= ∅.

• В хеш-матрицу 𝐻 добавляется номер 𝑖 в списки 𝐻[𝐼] для каждого мультииндекса
𝐼 = 𝐼 𝑖1, ..., 𝐼

𝑖
𝑛𝑖

.

В применении к задаче локализации точки в качестве 𝑋 выбирается множество тре-
угольников, а 𝑠(𝑇𝑘) можно выбирать либо сам треугольник 𝑇𝑘 ∈ 𝑇 , либо ограничиваю-
щий его прямоугольник.

3. Параллельный алгоритм и его реализация

Распараллеливание будем осуществлять по входному множеству 𝑋, то есть каж-
дому параллельно работающему исполнителю будет назначаться свое подмножество
𝑋𝑗 ⊂ 𝑋, 𝑗 = 1, ..., 𝑞,𝑋 = ∪𝑗𝑋𝑗, 𝑋𝑖 ∩𝑋𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗. Основной исполнитель будет форми-
ровать матрицу 𝐻, получая от вспомогательных исполнителей соответствующие списки
наборов мультииндексов. Обозначим через 𝑝 число исполнителей. В общем случае 𝑝 ̸= 𝑞.

Для реализации параллельных вычислений матрицы 𝐻 мы воспользуемся шабло-
ном «пул потоков/процессов» (Thread/Process Pool) проектирования параллельных про-
грамм [1; 10; 16]. Схематично шаблон представлен на рисунке 2 на примере пула потоков.
На этой диаграмме класс Task содержит порцию данных (объект класса Data) в виде
отдельного задания. Все задания собраны в классе TaskQueue в виде очереди, защи-
щенной от совместного доступа мютексом — объектом класса Mutex. Класс ThreadPool
содержит список потоков threads объектов класса Thread и ссылку на очередь заданий
task_queue. Метод ProcessTasks этого класса запускает на выполнение все потоки пула
threads, передавая им ссылку tasks_queue. Потоки, выполняя метод run(), выбирают из
очереди заданий еще не выполненное задание и обрабатывают соответствующие ему
данные. Пул потоков работает до тех пор, пока остаются невыполненные задания, то
есть пока очередь tasks_queue не станет пустой (см. рис. 3).

Рис. 2. UML-диаграмма пула потоков

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2015. № 4 (29) 17
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Рис. 3. Распределение заданий по потокам

Для реализации алгоритма геометрического хеширования нами использовался язык
программирования Python версии 3.4. Этот выбор можно объяснить следующими обсто-
ятельствами:

• Python широко используется для решения вычислительных задач [5–7].

• Для языка Python имеется пакет NumPy, который реализует итераторы многомер-
ных массивов с помощью соответствующих мультииндексов [8].

• В этом же пакете реализованы Си-подобные массивы вместе с различными опера-
циями линейной алгебры [2].

• В версии Python 3.2 имеется модуль concurrent.futures, в котором есть два класса
ThreadPoolExecutor и ProcessPoolExecutor — необходимые нам пулы потоков и
процессов [11].

С другой стороны, реализация схемы на рисунке 2 при использовании языка про-
граммирования Python сопряжено с определенными трудностями. Дело в том, что ин-
терпретатор Python (точнее его Си-реализация — CPython [11]) является однопоточ-
ным и для защиты собственных данных использует глобальную блокировку GIL (Global
Interpreter Lock). GIL представляет собой объект синхронизации, который захватыва-
ется потоками (потоки в Python — это обычные POSIX потоки) в соответствии с соб-
ственной политикой интерпретатора. Такая однопоточность интерпретатора приводит к
тому, что потоки параллельно не могут выполняться на разных процессорах или ядрах
процессора. А, значит, использование пула потоков становится бесполезным. Один из
способов обойти это ограничение в контексте схемы (рис. 2) — это вместо пула пото-
ков использовать пул процессов. Это, конечно, более накладно, но позволит выполнять
разные процессы на нескольких процессорах.

На рисунке 4 приведена объектно-ориентированная модель решения задачи на ос-
нове класса ProcessPoolExecutor. Все решение помещено в пакет GeomHashing. В классе
Job метод work_do() является шаблонным. Его реализация абстрагируется от реали-
зации методов get_job() и alone_job(). Эти методы переопределяются в подклассах в
зависимости от конкретной задачи распараллеливания. В нашем случае мы реализуем

18 В.А. Клячин. Реализация параллельного алгоритма геометрического хеширования
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подкласс GeomHash. Метод get_job() должен вернуть информацию об очередном зада-
нии для процесса, а метод alone_job() обрабатывает порцию данных этого задания в
контексте соответствующего процесса из пула.

Рис. 4. UML-диаграмма классов пакета GeomHashing

Использование пула процессов сопряжено еще с одной трудностью, которую мы
оценим количественно. Трудность эта связана с необходимостью осуществлять пере-
дачу данных между процессами. Для потоков данной проблемы не возникает из-за
использования общего адресного пространства. Пусть имеется 𝑚𝑝,𝑚 ≥ 1, 𝑝 ≥ 1 еди-
ниц данных, требующих определенной обработки пулом из 𝑝 процессов, которые будут
выполняться на 𝑝 процессорах. Обозначим через 𝑡1 время передачи единицы данных
между процессами, а через 𝑡2 — время обработки единицы данных одним процессором.
Для последовательной обработки данных потребуется время

𝑇посл = 𝑚𝑝𝑡2.

Для параллельной обработки, с использованием схемы пула процессов, понадобится
время

𝑇парал = 𝑚𝑝𝑡1 +𝑚𝑡2.

Таким образом, выигрыш во времени 𝑇парал < 𝑇посл будет иметь место, если

𝑡2 >
𝑝

𝑝− 1
𝑡1.

Другими словами, параллельная реализация на основе пула процессов имеет смысл,
если время обработки единицы данных в 𝑝/(𝑝−1) раз больше времени пересылки едини-
цы данных при межпроцессном взаимодействии. При этом ускорение получается равным

𝑇посл
𝑇парал

=
𝑝τ

𝑝+ τ
,

где τ = 𝑡2/𝑡1. Эту формулу можно интерпретировать как своеобразный аналог закона
Амдала [3], учитывающий не соотношение между последовательной и параллельной
частями программы, а учитывающий время на пересылку данных.
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В соответствии со сделанными замечаниями внесем изменения в нашу схему. Для
этого заменим отношение композиции «один ко многим» на отношение инстанцирования
между классами Job и Data (пунктирная линия на рисунке 5). Это означает, что вместо
передачи процессам самих данных будет передаваться необходимая информация о них.
Добавленный в класс Job «фабричный» метод make_data() по переданной информации
создает данные для обработки.

Рис. 5. Окончательная UML-диаграмма классов пакета GeomHashing

На рисунке 6 представлены результаты тестирования последовательной и парал-
лельной программы, решающих задачу геометрического хеширования на равномерной
сетке 10×10. По горизонтальной оси отложены значения мощности входного множества
𝑋, а по вертикальной оси — указано время в секундах. Тестирование проводилось на
машине с процессором Intel Pentium c 4-мя ядрами по 2,16 ГГц.

Рис. 6. Время хеширования: А — последовательный алгоритм; В — параллельный алгоритм
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Abstract. The article considers the problem of multi-dimensional geometric
hashing. The paper describes a mathematical model of geometric hashing and
considers an example of its use in localization problems for the point. A method of
constructing the corresponding hash matrix by parallel algorithm is considered.
In this paper an algorithm of parallel geometric hashing using a development
pattern «pool processes» is proposed. The implementation of the algorithm is
executed using the Python programming language and NumPy package for
manipulating multidimensional data. To implement the process pool it is proposed
to use a class Process Pool Executor imported from module concurrent.futures,
which is included in the distribution of the interpreter Python since version
3.2. All the solutions are presented in the paper by corresponding UML class
diagrams. Designed GeomNash package includes classes Data, Result, GeomHash,
Job.

The results of the developed program presents the corresponding graphs.
Also, the article presents the theoretical justification for the application process
pool for the implementation of parallel algorithms. It is obtained condition

𝑡2 >
𝑝

𝑝− 1
𝑡1

of the appropriateness of process pool. Here 𝑡1 — the time of transmission unit
of data between processes, and 𝑡2 — the time of processing unit data by one
processor.

Key words: hashing, process pool, package NumPy, computational geometry,
parallel algorithm.
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