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Аннотация. Описано обобщение численной схемы cSPH — TVD для
уравнений идеальной газодинамики в отсутствии внешних сил для одномер-
ного случая. Представлены результаты численного решения задачи о распаде
газодинамического разрыва с помощью различных вариантов численной схе-
мы. Исследовано влияние ограничителей наклонов и способов вычисления
потоков на качество численного решения.
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комбинированный лагранжево-эйлеров подход.
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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Введение

В работе [7] была предложена новая численная схема cSPH — TVD (combined
Smoothed Particle Hydrodynamics — Total Variation Diminishing) для интегрирования
уравнений Сен-Венана, описывающих динамику поверхностных вод в приближении мел-
кой воды на нерегулярном рельефе местности, содержащем изломы и резкие перепады
уровней воды. Метод основан на совместном использовании лагранжева (SPH) и эйлеро-
ва (TVD) подходов. Алгоритм cSPH — TVD для уравнений Сен-Венана является хорошо
сбалансированным, консервативным и позволяет проводить устойчивый расчет нестаци-
онарных границ «вода — сухое дно» на существенно неоднородном рельефе дна [3–6; 13].

В работе [1] было предложено обобщение численной схемы cSPH — TVD на слу-
чай полной системы уравнений невязкой газодинамики в одномерном приближении для
идеального газа в отсутствии внешних сил.

В работе [8] была описана численная схема SPH — PPM, являющаяся обобщени-
ем численной схемы cSPH — TVD на случай кусочно-параболического распределения
газодинамических параметров внутри эйлеровых ячеек.

Целью данной работы является исследование влияния различных ограничителей
наклонов и методов решения задачи Римана на качество численного решения методом
cSPH — TVD.

1. Основные уравнения

Система уравнений невязкой газодинамики в интегральной форме при отсутствии
внешних сил для одномерного случая имеет вид:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝐿(𝑡)

𝜌 𝑑𝐿 = 0,

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝐿(𝑡)

𝜌𝑢 𝑑𝐿 = −
∫︁
𝐿(𝑡)

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑑𝐿,

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝐿(𝑡)

𝑒 𝑑𝐿 = −
∫︁
𝐿(𝑡)

𝜕(𝑝𝑢)

𝜕𝑥
𝑑𝐿,

(1)

где 𝜌— плотность; 𝑢— скорость; 𝑝— давление; 𝑒— объемная плотность энергии; 𝑡— вре-
мя; 𝑥— пространственная координата; 𝐿(𝑡)— размер жидкой частицы; изменяющийся в
процессе ее движения. Система уравнений (1) замыкается калорическим уравнением
состояния

𝑒 =
𝑝

𝛾 − 1
+
𝜌𝑢2

2
, (2)

где 𝛾 — показатель адиабаты.
Для описания численной схемы перепишем систему уравнений (1) в дифференци-

альном виде:
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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
= 0,

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢2)

𝜕𝑥
= −𝜕𝑝

𝜕𝑥
,

𝜕𝑒

𝜕𝑡
+
𝜕(𝑒𝑢)

𝜕𝑥
= −𝜕(𝑝𝑢)

𝜕𝑥
.

(3)

2. Численная схема cSPH — TVD

В расчетной области 𝑥𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑚𝑎𝑥 введем неподвижную эйлерову сетку

𝑥𝑖 = 𝑥𝑚𝑖𝑛 +

(︂
𝑖− 1

2

)︂
ℎ, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, (4)

где ℎ = (𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛)/𝑁 , в центры ячеек которой поместим подвижные лагранжевы
жидкие частицы.

2.1. Лагранжев этап

На этом этапе вычисляются изменения характеристик подвижных лагранжевых
жидких частиц и их координат, обусловленные работой сил давления.

Обозначив средние значения газодинамических величин 𝑎 = (𝜌, 𝑢, 𝑝, 𝑒) внутри 𝑖-й

ячейки как 𝑎𝑖 =
1

ℎ

∫︁
𝐿𝑖(𝑡)

𝑎 𝑑𝐿, перепишем систему уравнений (1) в дискретизированном

виде:

𝑑U𝑖

𝑑𝑡
= Q𝑖, U𝑖 =

⎛⎝ 𝜌𝑖
(𝜌𝑢)𝑖
𝑒𝑖

⎞⎠ , Q𝑖 = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝜙𝑖
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖
𝜙𝑖

2

(︂
𝑢𝑖
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕(𝜙𝑢)

𝜕𝑥𝑖

)︂
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (5)

где 𝜙 =
√
2𝑝,

𝜕𝑎

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕𝑎

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝑖

.

Закон движения 𝑖-й частицы определяется уравнением движения

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑢𝑖. (6)

Входящие в (5) пространственные производные будем аппроксимировать на основе
модифицированного метода SPH с использованием сглаживающего ядра 𝑊 [1; 7]:

𝜕𝑎

𝜕𝑥𝑖
≈

𝑖+1∑︁
𝑘=𝑖−1

𝑎𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑊 (|𝑥𝑖 − 𝑥𝑘|, ℎ), (7)

где 𝑊 = ℎ𝑊 . В качестве сглаживающего ядра может быть использован кубический
сплайн Монагана [16]:
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𝑊 (|𝑥|, ℎ) = 𝐴𝑤

⎧⎪⎨⎪⎩
1− 3

2
𝑞2 + 3

4
𝑞3, 0 ≤ 𝑞 ≤ 1;

1
4
(2− 𝑞)3, 1 ≤ 𝑞 ≤ 2;

0, 2 ≤ 𝑞.

(8)

Здесь 𝑞 =
|𝑥|
ℎ

, 𝐴𝑤 =
2

3ℎ
. Из (8) видно, что

𝜕𝑊

𝜕𝑥
=
𝜕𝑊

𝜕𝑞

𝜕𝑞

𝜕𝑥
=
𝜕𝑊

𝜕𝑞

sign(𝑥)

ℎ
. (9)

Подставляя (7) в (5), получим

Q𝑖 ≈ −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝜙𝑖

∑︁
𝑘

𝜙𝑘
𝜕𝑊 𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑖

𝜙𝑖

2

∑︁
𝑘

[︂
(𝑢𝑖 + 𝑢𝑘)𝜙𝑘

𝜕𝑊 𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑖

]︂
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (10)

С учетом (10) система уравнений (5), (6) сводится к системе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, поэтому для ее численного интегрирования можно исполь-
зовать методы типа Рунге — Кутты. Приведем метод Рунге — Кутты второго порядка
точности, удовлетворяющий TVD-условию [18] для продвижения решения по времени с
момента времени 𝑡𝑛 до момента времени 𝑡𝑛+1.⎧⎨⎩

̃︀U*
𝑖 = U𝑛

𝑖 + 𝜏Q𝑖(U
𝑛
𝑘 , 𝑥

𝑛
𝑘),

𝑥*𝑖 = 𝑥𝑛𝑖 + 𝜏
𝑢𝑛𝑖 + 𝑢̃*𝑖

2
;

(11)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
̃︀U𝑛+1

𝑖 =
1

2

[︂
U𝑛

𝑖 +
̃︀U*

𝑖 + 𝜏Q𝑖( ̃︀U*
𝑘, 𝑥

*
𝑘)

]︂
,

𝑥𝑛+1
𝑖 =

1

2

[︂
𝑥𝑛𝑖 + 𝑥*𝑖 + 𝜏

𝑢𝑛𝑖 + 𝑢̃𝑛+1
𝑖

2

]︂
.

(12)

Здесь знак «~» означает, что центр масс соответствующей частицы смещен относительно
центра эйлеровой ячейки.

2.2. Эйлеров этап

На этом этапе вычисляются изменения газодинамических величин, обусловленные
потоками через границы неподвижных эйлеровых ячеек:

U𝑛+1
𝑖 = ̃︀U𝑛+1

𝑖 − 𝜏

ℎ

(︂
F

𝑛+1/2
𝑖+1/2 − F

𝑛+1/2
𝑖−1/2

)︂
, (13)

где

F =

⎛⎝ 𝜌𝑢
𝜌𝑢2

𝑒𝑢

⎞⎠ .
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Потоки F
𝑛+1/2
𝑖+1/2 можно вычислять используя приближенные решения задачи Римана:

F
𝑛+1/2
𝑖+1/2 = F(U𝐿

𝑖+1/2,U
𝑅
𝑖+1/2), (14)

где U𝐿
𝑖+1/2 и U𝑅

𝑖+1/2 характеризуют состояния газа слева и справа от границы между 𝑖-й
и (𝑖+ 1)-й ячейками.

Будем считать, что внутри эйлеровых ячеек газодинамические параметры име-
ют кусочно-линейное распределение. Тогда, проводя интерполяцию относительно цен-
тра масс ячейки, сместившегося на лагранжевом этапе за счет работы сил давления,
получим: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

U𝐿
𝑖+1/2 =

̃︀U𝑛+1/2
𝑖 +

ℎ

2

(︂
1− 𝜉𝑛+1

𝑖

)︂
Θ

𝑛+1/2
𝑖 ,

U𝑅
𝑖+1/2 =

̃︀U𝑛+1/2
𝑖+1 − ℎ

2

(︂
1 + 𝜉𝑛+1

𝑖+1

)︂
Θ

𝑛+1/2
𝑖+1 ,

(15)

где Θ𝑛+1/2
𝑖 — вектор наклонов линейного распределения величины ̃︀U𝑛+1/2

𝑖 = (U𝑛
𝑖 +

̃︀U𝑛+1
𝑖 )/2

внутри 𝑖-й ячейки и

𝜉𝑛+1
𝑖 =

𝜉𝑛+1
𝑖

ℎ
, 𝜉𝑛+1

𝑖 = 𝑥𝑛+1
𝑖 − 𝑥𝑛𝑖 .

Для того чтобы наклоны кусочно-линейного распределения (15) удовлетворяли
условию TVD [11], их ограничители:

Θ
𝑛+1/2
𝑖 = ℒ

(︂ ̃︀U𝑛+1/2
𝑖+1 − ̃︀U𝑛+1/2

𝑖

𝜅𝑖ℎ
,
̃︀U𝑛+1/2

𝑖 − ̃︀U𝑛+1/2
𝑖−1

𝜅𝑖−1ℎ

)︂
, (16)

где 𝜅𝑖 = 1 + 𝜉
𝑛+1/2
𝑖+1 − 𝜉

𝑛+1/2
𝑖 , 𝜉𝑛+1/2

𝑖 = 𝜉𝑛+1
𝑖 /2.

2.3. Заключительный этап

На этом этапе подвижные лагранжевы частицы возвращаются в центры неподвиж-
ных эйлеровых ячеек. Это означает, что после вычисления U𝑛+1

𝑖 во всех ячейках рас-
четной области, перед выполнением следующего шага по времени, должно быть сделано
присваивание

𝑥𝑛+1
𝑖 = 𝑥0𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑥0𝑖 — координаты центров масс ячеек в начальный момент времени 𝑡0.

2.4. Шаг по времени

Временной шаг 𝜏 должен определяться из соотношения [1]

𝜏 = CFLmin
𝑖

(︂
ℎ

2max𝑖 |𝑢𝑛𝑖 |
,

ℎ

max𝑖(|𝑢𝑛𝑖 |+ 𝑐𝑛𝑖 )

)︂
, (17)
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где 0 < CFL < 1— число Куранта — Фридрихса — Леви, 𝑐𝑛𝑖 =
√︀
𝛾𝑝𝑛𝑖 /𝜌

𝑛
𝑖 — адиабатиче-

ская скорость звука. Уравнение (17) гарантирует, что за один временной шаг на лагран-
жевом этапе центр масс частиц не сместится на расстояние, превышающее ℎ/2 относи-
тельно начального положения, а на эйлеровом этапе возмущения не распространятся на
расстояние, большее размера ячейки ℎ.

3. Различные реализации численной схемы

Для численной схемы, описанной в разделе 2, возможен выбор различных способов
приближенного решения задачи Римана и ограничения наклонов. Опишем некоторые
из них.

3.1. Приближенные решения задачи Римана

Обозначим U𝐿,𝑅 = U𝐿,𝑅
𝑖+1/2, F

𝐿,𝑅 = F(U𝐿,𝑅), тогда метод Лакса — Фридрихса [14]
(LF) может быть записан в виде

F
𝑛+1/2
𝑖+1/2 =

F𝐿 + F𝑅

2
+ 𝑆*U

𝐿 −U𝑅

2
, (18)

где 𝑆* = max(|𝑆𝐿|, |𝑆𝑅|) и

𝑆𝐿 = min(𝑢𝐿 − 𝑐𝐿, 𝑢𝑅 − 𝑐𝑅), 𝑆𝑅 = max(𝑢𝐿 + 𝑐𝐿, 𝑢𝑅 + 𝑐𝑅), 𝑐𝐿,𝑅 =
√︁
𝛾𝑝𝐿,𝑅/𝜌𝐿,𝑅.

Метод Хартена — Лакса — ван Лира [12] (HLL) может быть записан в виде

F
𝑛+1/2
𝑖+1/2 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
F𝐿, 0 < 𝑆𝐿,
𝑆𝑅F𝐿 − 𝑆𝐿F𝑅 + 𝑆𝐿𝑆𝑅(U𝐿 −U𝑅)

𝑆𝑅 − 𝑆𝐿
, 𝑆𝐿 ≤ 0 ≤ 𝑆𝑅,

F𝑅, 𝑆𝑅 < 0.

(19)

3.2. Ограничители наклонов

Одно из первых применений ограничителей описано в [2], где использовалась
функция

ℒ𝐾𝑜𝑙𝑔𝑎𝑛(𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎, |𝑎| = min(|𝑎|, |𝑏|, 1

2
|𝑎+ 𝑏|);

𝑏, |𝑏| = min(|𝑎|, |𝑏|, 1
2
|𝑎+ 𝑏|);

1
2
(𝑎+ 𝑏), |𝑎| = min(|𝑎|, |𝑏|, 1

2
|𝑎+ 𝑏|).

(20)

Для описания различных видов ограничителей наклонов часто используется
функция

minmod(𝑎, 𝑏) =
1

2
[sign(𝑎) + sign(𝑏)]min(|𝑎|, |𝑏|). (21)

Запишем ее для общего случая 𝑛 аргументов:

minmod(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = sign(𝑎1)max[0,min(|𝑎1|, sign(𝑎1)𝑎2, . . . , sign(𝑎1)𝑎𝑛)]. (22)
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Эта функция является простейшим ограничителем наклонов, гарантирующим выполне-
ние условия TVD и монотонности численной схемы:

ℒ𝑚𝑚(𝑎, 𝑏) = minmod(𝑎, 𝑏). (23)

Другим примером является предложенный в [15] ограничитель

ℒ𝑣𝐿(𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩
2𝑎𝑏

𝑎+ 𝑏
, 𝑎𝑏 > 0;

0, 𝑎𝑏 ≤ 0.
(24)

В работе [9] был предложен гладкий ограничитель

ℒ𝑣𝐴(𝑎, 𝑏) =
(𝑎2 + 𝜖)𝑏+ (𝑏2 + 𝜖)𝑎

𝑎2 + 𝑏2 + 2𝜖
, (25)

где 𝜖≪ 1— малая положительная константа, добавляемая во избежание деления на
ноль.

Выпишем однопараметрическое семейство ограничителей

ℒ𝑘(𝑎, 𝑏) =
1

2
[sign(𝑎) + sign(𝑏)]max(|minmod(𝑘𝑎, 𝑏)|, |minmod(𝑎, 𝑘𝑏)|), (26)

где 1 ≤ 𝑘 ≤ 2. При 𝑘 = 1 этот ограничитель тождественен ограничителю minmod, а при
𝑘 = 2— ограничителю «superbee» [17].

Приведем ограничитель из работы [10], соответствующий кусочно-параболическому
распределению параметров внутри ячейки:

ℒ𝐶𝑊 (𝑎, 𝑏) = minmod

(︂
2𝑎, 2𝑏,

𝑎+ 𝑏

2

)︂
. (27)

4. Тестирование

Условимся об обозначениях для различных вариантов схемы cSPH — TVD: оно
будет состоять из двух частей, разделенных дефисом. При этом первая часть будет
обозначать метод, применяемый для приближенного решения Задачи Римана, а вторая —
ограничитель наклонов. Например, схема, написанная с использованием формул (18)
и (23), будет обозначаться как «LF-mm».

В качестве тестовой рассмотрим задачу о распаде разрыва газа с показателем адиа-
баты 𝛾 = 1.4 в точке 𝑥0 = 0.3 с начальными условиями

(𝜌, 𝑢, 𝑝) =

{︃
(1, 0.75, 1), 𝑥 < 𝑥0,

(0.125, 0, 0.1), 𝑥0 ≤ 𝑥.
(28)

Все вычисления проводились на сетке с количеством ячеек 𝑁 = 100, число Куран-
та — Фридрихса — Леви CFL = 0.5. На рисунках 1, 2 приведены результаты тестиро-
вания для некоторых вариантов схемы (для схем LF-k и HLL-k параметр 𝑘 = 2).

Для каждого из вариантов схемы была рассчитана относительная ошибка в норме
𝐿1:

𝜀 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝜌𝑛 − 𝜌𝑒
𝜌𝑒

⃒⃒⃒⃒
× 100%, (29)

где 𝜌𝑒 — аналитическое решение; 𝜌𝑛 — численное. Результаты представлены в табли-
цах 1, 2.
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Рис. 1. Результаты тестирования с использованием методов LF-mm (а), LF-vL (б), LF-k (в)
и LF-CW (г) для момента времени 𝑡 = 0.2. Сплошной линией показано аналитическое решение

для профиля плотности, крестиками — численное
Таблица 1

Относительные ошибки для LF-вариантов схемы

Схема LF-mm LF-vL LF-vA LF-Kolgan LF-k LF-CW
Ошибка 3,10 2,52 2,69 3,09 2,79 2,52

Таблица 2
Относительные ошибки для HLL-вариантов схемы

Схема HLL-mm HLL-vL HLL-vA HLL-Kolgan HLL-k HLL-CW
Ошибка 2,50 2,10 2,26 2,51 1,76 2,01

Заключение

Две пары ограничителей наклонов —ℒ𝑚𝑚, ℒ𝐾𝑜𝑙𝑔𝑎𝑛 и ℒ𝑣𝐿, ℒ𝐶𝑊 приводят к похожим
результатам для обоих методов численного решения задачи Римана: LF и HLL.

Ограничитель ℒ𝐶𝑊 привел к наилучшему согласию численного решения с аналити-
ческим для метода LF, а ℒ𝑚𝑚 — к наихудшему. Ограничитель ℒ𝑘 привел к наилучшему
согласию численного решения с аналитическим для метода HLL, а ℒ𝐾𝑜𝑙𝑔𝑎𝑛 — к наихуд-
шему.
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Рис. 2. Результаты тестирования с использованием методов HLL-mm (а), HLL-vL (б), HLL-k
(в) и HLL-CW (г) для момента времени 𝑡 = 0.2. Сплошной линией показано аналитическое

решение для профиля плотности, крестиками — численное

Относительная ошибка для профиля плотности в норме 𝐿1 находится в пределах от
1.76% до 3.1% в зависимости от метода вычисления численных потоков и используемого
в вычислениях ограничителя наклонов. Таким образом, все варианты cSPH — TVD
схемы показывают хорошее согласие численного решения с аналитическим.

Отметим, что метод LF-k приводит к особенностям в профиле плотности перед
контактным разрывом и перед волной разрежения. При этом метод HLL-k свободен от
указанного недостатка и показал наилучшее согласие численного решения с аналитиче-
ским.
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Abstract. The generalisation of combined lagrange-eulerian numerical sche-
me cSPH — TVD for ideal gas-dynamics equations without extarnal forces
in one-dimensional case was described. The results of the Riemann problems
numerical simulation for different variants of this numerical scheme are shown.
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Influence of slope-limitiers and flux computation methods to quality of numerical
solution are investigated.

Six version of slope limiters are investigated: minmod, van Leer, van Albada,
Kolgan, k-parameter and Colella — Woodward. Two methods of numerical flux
computation also investigated: Lax — Friedrichs and Harten — Lax — van Leer.

It is shown, that two pair of slope limiters leads to very similar numerical
solution quality: minmod — Kolgan and van Leer — Colella — Woodward for the
both version of numerical flux computation — Lax — Friedrichs and Harten —
Lax — van Leer methods.

For the Lax — Friedrichs method of numerical flux computation Colella–
Woodward slope limiter give the best results and minmod the worse.

For the Harten — Lax — van Leer method of numerical flux computation
k-parameter slope limiter give the best results and Kolgan the worse.

The 𝐿1 relative error in density varying from 1.76% to 3.1% depending on
the numerical flux computation method and kind of slope limiter.

It is shown, that for all investigated variants of cSPH — TVD method
numerical solution of Riemann problem very similar to exact.

It is very interesting, that k-parameter slope limiter in combination with
Lax — Friedrichs method of numerical flux computation leads to strange features
near to contact discontinuity and rarefaction wave. But, in combination with
Harten — Lax — van Leer method of numerical flux computation it leads to the
best of all results without these strange features.

Key words: numerical schemes, SPH, TVD, slope limiters, combined lag-
range-eulerian approach.
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