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Аннотация. В данной работе исследуется асимптотическое поведе-
ние положительных решений эллиптических уравнений Δ𝑢 + 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0 и
div (𝜎(𝑟)∇𝑢) + 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0 на полных римановых многообразиях. Найдены
условия существования и несуществования положительных решений изучае-
мых уравнений на таких многообразиях.
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модельные римановы многообразия, радиально-симметричные решения, зада-
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Введение

Данная работа посвящена вопросам существования положительных решений сле-
дующих эллиптических уравнений:

Δ𝑢+ 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0 (1)

и
div (𝜎(𝑟)∇𝑢) + 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0 (2)

на полных римановых многообразиях. Здесь 𝛾 > 1, 𝑝(𝑟) — неотрицательная функция на
интервале [0; +∞), а 𝜎(𝑟) — гладкая положительная функция на интервале [0; +∞).
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В исследованиях последних десятилетий была замечена глубокая связь между тео-
рией уравнений в частных производных эллиптического типа второго порядка (в част-
ности уравнения Лапласа — Бельтрами и стационарного уравнения Шредингера), клас-
сическими проблемами теории функций, а также геометрией римановых многообразий.
Данная тематика нашла свое развитие в работах многих российских и зарубежных
математиков. Более подробное представление о современных исследованиях в данном
вопросе можно получить, например, из публикации [6].

Определение эллиптичности типа достаточно просто и основано на определении
компактности поверхности. Значительный интерес вызывает задача определения пара-
болического и гиперболического типов. Отличительным свойством двумерных поверх-
ностей параболического или гиперболического типов является выполнение или невы-
полнение для них теоремы Лиувилля соответственно, которая утверждает, что всякая
положительная супергармоническая функция на рассматриваемой поверхности являет-
ся тождественной постоянной. Данное свойство служит основой для распространения
понятий параболичности и гиперболичности на римановы многообразия размерности
больше двух. Иными словами, многообразия, на которых всякая ограниченная снизу су-
пергармоническая функция равна константе, называют многообразиями параболического
типа.

Вопросы существования нетривиальных гармонических и супергармонических функ-
ций естественным образом приводят к теоремам типа Лиувилля. Считающаяся класси-
ческой, формулировка теоремы Лиувилля утверждает, что всякая ограниченная гармо-
ническая в евклидовом пространстве R𝑛 функция является тождественной постоянной.

Значительный интерес вызывает изучение поведения решений эллиптических урав-
нений на искривленных римановых произведениях, в частности, на модельных римано-
вых многообразиях. Опишем такие многообразия подробно.

Фиксируем начало координат 0 ∈ R𝑛 и некоторую гладкую функцию 𝑞 на интервале
[0;∞), такую, что 𝑞(0) = 0 и 𝑞′(0) = 1. Определим модельное риманово многообразие
𝑀𝑞 следующим образом:

1. Множеством точек 𝑀𝑞 является R𝑛.
2. В полярных координатах (𝑟; 𝜃) (где 𝑟 ∈ (0;∞) и 𝜃 ∈ 𝑆𝑛−1) риманова метрика на

{𝑀𝑞∖0} определяется как

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑞2(𝑟)𝑑𝜃2, (3)

где 𝑑𝜃 — стандартная риманова метрика на сфере 𝑆𝑛−1.
3. Риманова метрика в нуле является гладким продолжением метрики (3).
Примерами таких многообразий могут служить евклидово пространство R𝑛, ги-

перболическое пространство H𝑛, поверхность, полученная вращением графика функции
𝑓(𝑟) вокруг луча 𝑂𝑟 в R𝑛, и т. д.

Отметим, что в течение последних десятилетий значительный интерес вызывает
изучение радиально-симметричных решений различных уравнений и неравенств как в
евклидовом пространстве, так и на некомпактных римановых многообразиях (см., на-
пример, работы [1–5], [7–9]).

В данной работе рассматриваются положительные радиально-симметричные реше-
ния уравнений (1) и (2) на многообразиях более общего вида, чем модельные.

Пусть 𝑀 — полное риманово многообразие, представимое в виде объединения
𝑀 = 𝐵 ∪ 𝐷, где 𝐵 — некоторый компакт, а 𝐷 изометрично прямому произведению
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[0;∞)× 𝑆, где 𝑆 — компактное риманово многообразие, с метрикой

𝑑𝑠2 = ℎ2(𝑟)𝑑𝑟2 + 𝑞2(𝑟)𝑑𝜃2. (4)

Здесь ℎ(𝑟) и 𝑞(𝑟) — положительные, гладкие на [0;∞) функции, а 𝑑𝜃 — стандартная
риманова метрика на сфере 𝑆.

Стоит заметить (см., например, [6]), что так как 𝑀 — полное риманово многооб-
разие, то ∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡 = ∞.

Кроме того (см., например, [2]), если выполнено условие∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
= ∞, (5)

то говорят, что 𝑀 — многообразие параболического типа. В противном случае 𝑀 —
многообразие гиперболиченского типа.

1. О радиально-симметричных решениях уравнения Δ𝑢+ 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0

В данном подразделе будут найдены условия существовании и несуществования
положительных решений уравнения (1) на многообразии 𝑀 .
Теорема 1. Пусть многообразие 𝑀 таково, что∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
= ∞.

Тогда любое неотрицательное решение уравнения (1) есть тождественный нуль.
Доказательство теоремы достаточно очевидно и основано на свойствах многообра-

зий параболического типа.
Далее будем рассматривать многообразия гиперболического типа.
Определим следующие функции:

𝑉 (𝑟, 𝑢(𝑟)) =
𝑞𝑛−1(𝑟)𝑢′(𝑟)𝑢(𝑟)

ℎ(𝑟)
+

𝑞2𝑛−2(𝑟)(𝑢′)2(𝑟)

ℎ2(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
+

+
2

𝛾 + 1
𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑝(𝑟)𝑢𝛾+1(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
(6)

и

Φ(𝑟) = −𝛾 + 3

𝛾 + 1
ℎ(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑝(𝑟) +

4(𝑛− 1)

𝛾 + 1
𝑞2𝑛−3(𝑟)𝑞′(𝑟)𝑝(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
+

+
2

𝛾 + 1
𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑝′(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
. (7)

Справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. Справедливо равенство:

𝑉 ′
𝑟 (𝑟, 𝑢(𝑟)) = Φ(𝑟)𝑢𝛾+1(𝑟). (8)
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Доказательство. Как известно (см., например, [1]), в локальных координатах 𝑥1, ..., 𝑥𝑛

оператор Лапласа — Бельтрами Δ имеет вид:

Δ =
1
√
𝑔

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
√
𝑔𝑔𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗

)︂
,

где 𝑔𝑖𝑗 — контравариантные компоненты метрического тензора и 𝑔 = det ||𝑔𝑖𝑗||. Отсюда
легко показать, что в локальных координатах (𝑟; 𝜃) оператор Лапласа — Бельтрами на
𝑆 имеет вид:

Δ =
1

ℎ2(𝑟)

𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

ℎ2(𝑟)

(︂
(𝑛− 1)

𝑞′(𝑟)

𝑞(𝑟)
− ℎ′(𝑟)

ℎ(𝑟)

)︂
𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑞2(𝑟)
Δ𝜃,

где Δ𝜃 — оператор Лапласа — Бельтрами на сфере 𝑆.
Тогда, учитывая вид оператора Лапласа — Бельтрами на 𝑀 , уравнение (1) эквива-

лентно следующему:

1

ℎ2(𝑟)

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

1

ℎ2(𝑟)

(︂
(𝑛− 1)

𝑞′(𝑟)

𝑞(𝑟)
− ℎ′(𝑟)

ℎ(𝑟)

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

1

𝑞2(𝑟)
Δ𝜃𝑢+ 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0

или, так как в нашей работе будут изучаться радиально-симметричные решения, по-
следнее эквивалентно обыкновенному дифференциальному уравнению:(︂

𝑞𝑛−1(𝑟)𝑢′(𝑟)

ℎ(𝑟)

)︂′

+ ℎ(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑝(𝑟)𝑢𝛾(𝑟) = 0. (9)

Далее, вычисляя производную 𝑉 ′
𝑟 (𝑟, 𝑢(𝑟)) и учитывая равенство (9), получаем нуж-

ное. Лемма доказана.

Сформулируем и докажем утверждение о существовании положительных радиально-
симметричных решений уравнения (1).
Теорема 2. Предположим, что Φ(𝑟) ≤ 0. Тогда для любого 𝛼 > 0 уравнение (1) имеет
на 𝑀 положительное радиально-симметричное решение, такое что 𝑢(0) = 𝛼.

Доказательство. Уравнение (1), с учетом того, что мы рассматриваем радиально-
симметричные решения, эквивалентно дифференциальному уравнению (9) с начальными
условиями

𝑢(0) = 𝛼, 𝑢′(0) = 0, (10)

где 𝛼 = const > 0 из утверждения теоремы, а 𝑢′(0) = 0 следует из радиальности
рассматриваемых решений.

Обозначим 𝑢𝛼(𝑟) решение уравнения (9) с начальными условиями (10). В силу
теоремы Пеано такое решение существует на некотором интервале [0; 𝛿). Обозначим
[0; 𝑟𝛼) за максимальный интервал, на котором 𝑢𝛼(𝑟) положительно.

Интегрируя равенство (9) по отрезку [0; 𝑟𝛼], учитывая начальные условия (10),
получаем:

𝑢′(𝑟𝛼) = − ℎ(𝑟)

𝑞𝑛−1(𝑟𝛼)

∫︁ 𝑟𝛼

0

ℎ(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)𝑝(𝑡)𝑢𝛾(𝑡)𝑑𝑡.

Отсюда, в силу положительности функций ℎ(𝑟), 𝑞(𝑟), 𝑝(𝑟), следует, что 𝑢𝛼(𝑟) — моно-
тонно убывающая функция.
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Предположим, что существует 𝛼 > 0, такое, что 𝑟𝛼 < ∞, откуда в силу монотон-
ного убывания функции получаем, что 𝑢𝛼(𝑟𝛼) = 0 и 𝑢𝛼(𝑟) — положительно на [0; 𝑟𝛼).

Рассмотрим функцию 𝑉 (𝑟𝛼, 𝑢(𝑟𝛼)) на отрезке [0; 𝑟𝛼]. Из утверждения леммы 1 и
условия теоремы следует, что 𝑉 ′

𝑟𝛼(𝑟𝛼, 𝑢(𝑟𝛼)) ≤ 0. Таким образом, функция 𝑉 (𝑟𝛼, 𝑢(𝑟𝛼))
монотонно убывает на интервале (0; 𝑟𝛼), следовательно,

𝑉 (𝑟𝛼, 𝑢(𝑟𝛼)) ≤ 𝑉 (0). (11)

Определим функцию

𝜙(𝑟) =
𝑞𝑛−1(𝑟)

ℎ(𝑟)

∫︁ 𝜏

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑟)
. (12)

По определению метрики многообразия 𝑀 в окрестности нуля справедливо следую-
щее: 𝑞𝑛−1(𝑟) ∼ 𝑟𝑛−1 и ℎ(𝑟) ∼ 𝑐 > 0. Тогда в окрестности нуля функция 𝑞𝑛−1(𝑟)

ℎ(𝑟)
∼ 𝑟𝑛−1

𝑐
. Из

определения эквивалентности двух функций следует, что для любого 𝜀 > 0 существует
𝛿 = 𝛿(𝜀), такое, что для всех 𝑟 < 𝛿 выполнено:

(1− 𝜀)
𝑟𝑛−1

𝑐
≤ 𝑞𝑛−1(𝑟)

ℎ(𝑟)
≤ (1 + 𝜀)

𝑟𝑛−1

𝑐
. (13)

Тогда в окрестности нуля функция 𝜙(𝑟) с учетом неравенства (13) принимает вид:

(1− 𝜀)
𝑟𝑛−1

𝑐

∫︁ 𝜏

𝑟

𝑐𝑑𝑡

(1 + 𝜀)𝑡𝑛−1
≤ 𝜙(𝑟) ≤ (1 + 𝜀)

𝑟𝑛−1

𝑐

∫︁ 𝜏

𝑟

𝑐𝑑𝑡

(1− 𝜀)𝑡𝑛−1

или

(1− 𝜀)𝑟𝑛−1

∫︁ 𝜏

𝑟

𝑑𝑡

(1 + 𝜀)𝑡𝑛−1
≤ 𝜙(𝑟) ≤ (1 + 𝜀)𝑟𝑛−1

∫︁ 𝜏

𝑟

𝑑𝑡

(1− 𝜀)𝑡𝑛−1
. (14)

Рассмотрим случай, когда 𝑛 > 2. Тогда из неравенства (14) получаем:

1− 𝜀

(1 + 𝜀)(𝑛− 2)

(︂
𝑟 − 𝑟𝑛−1

𝜏𝑛−2

)︂
≤ 𝜙(𝑟) ≤ 1 + 𝜀

(1− 𝜀)(𝑛− 2)

(︂
𝑟 − 𝑟𝑛−1

𝜏𝑛−2

)︂
.

Переходя к пределу при 𝑟 → 0 в последнем неравенстве, получаем, что 𝜙(𝑟) → 0.
Теперь рассмотрим случай, когда 𝑛 = 2. Аналогично, из неравенства (14) получаем:

1− 𝜀

(1 + 𝜀)(𝑛− 2)
𝑟 ln

𝜏

𝑟
≤ 𝜙(𝑟) ≤ 1 + 𝜀

(1− 𝜀)(𝑛− 2)
𝑟 ln

𝜏

𝑟

и, переходя к пределу при 𝑟 → 0 в последнем неравенстве, получаем, что 𝜙(𝑟) → 0.
В результате приходим к выводу, что 𝜙(𝑟) → 0 при 𝑟 → 0. А это значит, что

𝑉 (0) = 0.
Тогда неравенство (11) эквивалентно следующему:

𝑉 (𝑟𝛼, 𝑢(𝑟𝛼)) ≤ 0. (15)

Заметим, что 𝑉 (𝑟𝛼, 𝑢(𝑟𝛼)) в силу обозначения (6) имеет вид:

𝑉 (𝑟𝛼, 𝑢(𝑟𝛼)) =
𝑞𝑛−1(𝑟𝛼)𝑢

′(𝑟𝛼)𝑢(𝑟𝛼)

ℎ(𝑟𝛼)
+

𝑞2𝑛−2(𝑟𝛼)(𝑢
′)2(𝑟𝛼)

ℎ2(𝑟𝛼)

∫︁ ∞

𝑟𝛼

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
+

10 А.П. Сазонов. Положительные решения эллиптических уравнений на римановых многообразиях
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+
2

𝛾 + 1
𝑞2𝑛−2(𝑟𝛼)𝑝(𝑟𝛼)𝑢

𝛾+1(𝑟𝛼)

∫︁ ∞

𝑟𝛼

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
. (16)

С учетом предположения, что 𝑢𝛼(𝑟𝛼) = 0, из выражения (16) получаем, что

𝑉 (𝑟𝛼, 𝑢(𝑟𝛼)) =
𝑞2𝑛−2(𝑟𝛼)(𝑢

′)2(𝑟𝛼)

ℎ2(𝑟𝛼)

∫︁ ∞

𝑟𝛼

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
,

то есть справедливо следующее:

𝑞2𝑛−2(𝑟𝛼)(𝑢
′)2(𝑟𝛼)

ℎ2(𝑟𝛼)

∫︁ ∞

𝑟𝛼

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
≤ 0.

В силу положительности ℎ(𝑟𝛼) и 𝑞(𝑟𝛼) заключаем, что 𝑢′(𝑟𝛼) = 0.
В результате получили, что 𝑢𝛼(𝑟𝛼) = 𝑢′(𝑟𝛼) = 0. Тогда, по теореме единственно-

сти задачи Коши, следует, что 𝑢𝛼 ≡ 0 для всех 𝑟 ∈ [0; 𝑟𝛼]. Получаем противоречие с
условием теоремы. Теорема доказана.

Далее сформулируем некоторые вспомогательные утверждения, основанные на свой-
ствах рассматриваемых решений.

Лемма 2. Пусть функция 𝑞(𝑟)

ℎ
1

𝑛−1 (𝑟)
выпукла вверх и уравнение (1) имеет положитель-

ное радиально-симметричное решение. Тогда функция 𝑞𝑛−2(𝑟)

ℎ
𝑛−2
𝑛−1 (𝑟)

𝑢(𝑟) не убывает на ин-

тервале (0;∞).

Лемма 3. Пусть функция 𝑞(𝑟)

ℎ
1

𝑛−1 (𝑟)
выпукла вверх. Тогда, если

𝑑

𝑑𝑟

(︁
𝑞

𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)ℎ

3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)
2(𝑛−1) (𝑟)𝑝(𝑟)

)︁
≥ 0, то Φ(𝑟) ≥ 0.

Подробное доказательство лемм 2 и 3 см. в работе [4], положив замену 𝐴(𝑟) =

= 𝑞(𝑟)

ℎ
1

𝑛−1 (𝑟)
и 𝑓(𝑟) = ℎ2(𝑟)𝑝(𝑟).

Далее найдем условия, при которых уравнение (1) не имеет положительных ради-
ально-симметричных решений.

Теорема 3. Пусть функция 𝑞(𝑟)

ℎ
1

𝑛−1 (𝑟)
выпукла вверх. Предположим, что выполнены

следующие условия:

𝑑

𝑑𝑟

(︁
𝑞

𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)ℎ

3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)
2(𝑛−1) (𝑟)𝑝(𝑟)

)︁
≥ 0

и ∫︁ ∞

𝑟

𝑞𝑛−1−𝛾(𝑛−2)(𝜉)ℎ
2𝑛−1+𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)

ℎ(𝜉)𝑞′(𝜉) + 1
𝑛−1

𝑞(𝜉)ℎ′(𝜉)
𝑝(𝜉)𝑑𝜉 = ∞.

Тогда уравнение (1) не имеет на 𝑀 положительных радиально-симметричных реше-
ний.
Теорема 4. Пусть функция 𝑞(𝑟)

ℎ
1

𝑛−1 (𝑟)
выпукла вверх. Предположим, что выполнены

следующие условия:

𝑑

𝑑𝑟

(︁
𝑞

𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)ℎ

3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)
2(𝑛−1) (𝑟)𝑝(𝑟)

)︁
≥ 0,
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∫︁ ∞

𝑟

𝑞𝑛−1−𝛾(𝑛−2)(𝜉)ℎ
2𝑛−1+𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)

ℎ(𝜉)𝑞′(𝜉) + 1
𝑛−1

𝑞(𝜉)ℎ′(𝜉)
𝑝(𝜉)𝑑𝜉 < ∞

и

lim
𝑟→∞

𝑞𝑛−𝛾(𝑛−2)(𝑟)ℎ
3𝑛−2+𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝑟)(︁
ℎ(𝑟)𝑞′(𝑟) + 1

𝑛−1
𝑞(𝑟)ℎ′(𝑟)

)︁2𝑝(𝑟) = ∞.

Тогда уравнение (1) не имеет на 𝑀 положительных радиально-симметричных реше-
ний
Теорема 5. Пусть функция 𝑞(𝑟)

ℎ
1

𝑛−1 (𝑟)
выпукла вверх. Предположим, что выполнены

следующие условия:

lim
𝑟→∞

(︃
𝑞(𝑟)

ℎ
1

𝑛−1 (𝑟)

)︃′

= 𝑎 > 0,

𝑑

𝑑𝑟

(︁
𝑞

𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)ℎ

3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)
2(𝑛−1) (𝑟)𝑝(𝑟)

)︁
≥ 0,∫︁ ∞

𝑟

𝑞𝑛−1−𝛾(𝑛−2)(𝜉)ℎ
2𝑛−1+𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)

ℎ(𝜉)𝑞′(𝜉) + 1
𝑛−1

𝑞(𝜉)ℎ′(𝜉)
𝑝(𝜉)𝑑𝜉 < ∞

и

lim
𝑟→∞

𝑞
𝑛+2−𝛾(𝑛−2)

2 (𝑟)ℎ
7𝑛−6+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)(︁
ℎ(𝑟)𝑞′(𝑟) + 1

𝑛−1
𝑞(𝑟)ℎ′(𝑟)

)︁2𝑝(𝑟) = ∞.

Тогда уравнение (1) не имеет на 𝑀 положительных радиально-симметричных реше-
ний

Положив замену 𝐴(𝑟) = 𝑞(𝑟)

ℎ
1

𝑛−1 (𝑟)
и 𝑓(𝑟) = ℎ2(𝑟)𝑝(𝑟), доказательство теорем 3, 4 и 5

аналогично доказательству подобных теорем в работе [4].

2. О радиально-симметричных решениях уравнения div (𝜎(𝑟)∇𝑢) + 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0

В данном подразделе будут найдены условия существования и несуществования
положительных решений уравнения (2) на многообразии 𝑀 .
Теорема 6. Пусть многообразие 𝑀 таково, что∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑡)
= ∞.

Тогда любое неотрицательное решение уравнения (2) есть тождественный нуль.
Далее будем считать, что ∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑡)
< ∞.

Определим следующие функции:

𝑉 (𝑟, 𝑢(𝑟)) =
𝜎(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑢′(𝑟)𝑢(𝑟)

ℎ(𝑟)
+

𝜎2(𝑟)𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑢′2(𝑟)

ℎ2(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)
+

12 А.П. Сазонов. Положительные решения эллиптических уравнений на римановых многообразиях
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+
2

𝛾 + 1
𝜎(𝑟)𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑝(𝑟)𝑢𝛾+1(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)
(17)

и

Φ(𝑟) = −𝛾 + 3

𝛾 + 1
ℎ(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑝(𝑟) +

4(𝑛− 1)

𝛾 + 1
𝜎(𝑟)𝑞2𝑛−3(𝑟)𝑞′(𝑟)𝑝(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)
+

+
2

𝛾 + 1
𝜎(𝑟)𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑝′(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)
+

+
2

𝛾 + 1
𝜎′(𝑟)𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑝(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)
. (18)

Справедливо следующее утверждение.
Лемма 4. Справедливо равенство:

𝑉 ′
𝑟 (𝑟, 𝑢(𝑟)) = Φ(𝑟)𝑢𝛾+1(𝑟).

Доказательство. Как и в доказательстве леммы 1, вычисляя оператор Лапласа —
Бельтрами в локальных координатах (𝑟; 𝜃) на 𝑆, получаем:

Δ =
1

ℎ2(𝑟)

𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

ℎ2(𝑟)

(︂
𝜎′(𝑟)

𝜎(𝑟)
+ (𝑛− 1)

𝑞′(𝑟)

𝑞(𝑟)
− ℎ′(𝑟)

ℎ(𝑟)

)︂
𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑞2(𝑟)
Δ𝜃,

где Δ𝜃 — оператор Лапласа — Бельтрами на сфере 𝑆.
Тогда, учитывая вид оператора Лапласа — Бельтрами на 𝑀 , уравнение (2) эквива-

лентно следующему:

1

ℎ2(𝑟)

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

1

ℎ2(𝑟)

(︂
𝜎′(𝑟)

𝜎(𝑟)
+ (𝑛− 1)

𝑞′(𝑟)

𝑞(𝑟)
− ℎ′(𝑟)

ℎ(𝑟)

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

1

𝑞2(𝑟)
Δ𝜃𝑢+

𝑝(𝑟)𝑢𝛾

𝜎(𝑟)
= 0

или, поскольку в нашей работе изучаются радиально-симметричные решения, то послед-
нее уравнение эквивалентно обыкновенному дифференциальному уравнению:(︂

𝜎(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑢′(𝑟)

ℎ(𝑟)

)︂′

+ ℎ(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑝(𝑟)𝑢𝛾(𝑟) = 0. (19)

Далее, вычисляя производную 𝑉 ′
𝑟 (𝑟, 𝑢(𝑟)) и, учитывая равенство (19), получаем

нужное. Лемма доказана.

Сформулируем теорему о существовании положительных радиально-симметричных
решений уравнения (2).
Теорема 7. Предположим, что Φ(𝑟) ≤ 0. Тогда для любого 𝛼 > 0 уравнение (2) имеет
на 𝑀 положительное радиально-симметричное решение, такое что 𝑢(0) = 𝛼.

Далее введем следующие обозначения:

𝐴(𝑟) =

(︂
𝜎(𝑟)

ℎ(𝑟)

)︂ 1
𝑛−1

𝑞(𝑟)

и

𝑓(𝑟) =
ℎ2(𝑟)𝑝(𝑟)

𝜎(𝑟)
.
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Тогда исходное уравнение примет вид:(︀
𝐴𝑛−1(𝑟)𝑢′(𝑟)

)︀′
+ 𝐴𝑛−1(𝑟)𝑓(𝑟)𝑢𝛾(𝑟) = 0. (20)

Сформулируем некоторые вспомогательные утверждения, основанные на свойствах
рассматриваемых решений.

Лемма 5. Пусть функция
(︁

𝜎(𝑟)
ℎ(𝑟)

)︁ 1
𝑛−1

𝑞(𝑟) выпукла вверх и уравнение (2) имеет поло-

жительное радиально-симметричное решение. Тогда функция
(︁

𝜎(𝑟)
ℎ(𝑟)

)︁𝑛−2
𝑛−1

𝑞(𝑟) не убы-
вает на интервале (0;∞).

Лемма 6. Пусть функция
(︁

𝜎(𝑟)
ℎ(𝑟)

)︁ 1
𝑛−1

𝑞(𝑟) выпукла вверх. Тогда, если

𝑑

𝑑𝑟

⎛⎝ℎ
3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)

𝜎
𝑛−4+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)
𝑞

𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)𝑝(𝑟)

⎞⎠ ≥ 0, то Φ(𝑟) ≥ 0.

Сформулируем утверждения, при которых уравнение (2) не имеет положительных
радиально-симметричных решений.

Теорема 8. Пусть функция
(︁

𝜎(𝑟)
ℎ(𝑟)

)︁ 1
𝑛−1

𝑞(𝑟) выпукла вверх. Предположим, что выпол-
нены следующие условия:

𝑑

𝑑𝑟

⎛⎝ℎ
3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)

𝜎
𝑛−4+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)
𝑞

𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)𝑝(𝑟)

⎞⎠ ≥ 0

и ∫︁ ∞

𝑟

𝜎
𝑛−2−𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)ℎ
2𝑛−3+𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)𝑞𝑛−1−𝛾(𝑛−2)(𝜉)
1

𝑛−1
(𝜎′(𝜉)ℎ(𝜉)− ℎ′(𝜉)𝜎(𝜉)) + 𝜎(𝜉)ℎ(𝜉)𝑞′(𝜉)

𝑝(𝜉)𝑑𝜉 = ∞.

Тогда уравнение (2) не имеет на 𝑀 положительных радиально-симметричных реше-
ний.

Теорема 9. Пусть функция
(︁

𝜎(𝑟)
ℎ(𝑟)

)︁ 1
𝑛−1

𝑞(𝑟) выпукла вверх. Предположим, что выпол-
нены следующие условия:

𝑑

𝑑𝑟

⎛⎝ℎ
3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)

𝜎
𝑛−4+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)
𝑞

𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)𝑝(𝑟)

⎞⎠ ≥ 0,

∫︁ ∞

𝑟

𝜎
𝑛−2−𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)ℎ
2𝑛−3+𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)𝑞𝑛−1−𝛾(𝑛−2)(𝜉)
1

𝑛−1
(𝜎′(𝜉)ℎ(𝜉)− ℎ′(𝜉)𝜎(𝜉)) + 𝜎(𝜉)ℎ(𝜉)𝑞′(𝜉)

𝑝(𝜉)𝑑𝜉 < ∞

и

lim
𝑟→∞

𝜎
2𝑛−3−𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝑟)ℎ
3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝑟)(︁
1

𝑛−1
(𝜎′(𝑟)ℎ(𝑟)− ℎ′(𝑟)𝜎(𝑟)) + 𝜎(𝑟)ℎ(𝑟)𝑞′(𝑟)

)︁2 𝑞𝑛−𝛾(𝑛−2)(𝑟)𝑝(𝑟) = ∞.

Тогда уравнение (2) не имеет на 𝑀 положительных радиально-симметричных реше-
ний.

14 А.П. Сазонов. Положительные решения эллиптических уравнений на римановых многообразиях



МАТЕМАТИКА

Теорема 10. Пусть функция
(︁

𝜎(𝑟)
ℎ(𝑟)

)︁ 1
𝑛−1

𝑞(𝑟) выпукла вверх. Предположим, что выпол-
нены следующие условия:

lim
𝑟→∞

(︃(︂
𝜎(𝑟)

ℎ(𝑟)

)︂ 1
𝑛−1

𝑞(𝑟)

)︃′

= 𝑎 > 0,

𝑑

𝑑𝑟

⎛⎝ℎ
3𝑛−6+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)

𝜎
𝑛−4+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)
𝑞

𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)𝑝(𝑟)

⎞⎠ ≥ 0,

∫︁ ∞

𝑟

𝜎
𝑛−2−𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)ℎ
2𝑛−3+𝛾(𝑛−2)

𝑛−1 (𝜉)𝑞𝑛−1−𝛾(𝑛−2)(𝜉)
1

𝑛−1
(𝜎′(𝜉)ℎ(𝜉)− ℎ′(𝜉)𝜎(𝜉)) + 𝜎(𝜉)ℎ(𝜉)𝑞′(𝜉)

𝑝(𝜉)𝑑𝜉 < ∞

и

lim
𝑟→∞

𝜎
3𝑛−4−𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)ℎ
7𝑛−14+𝛾(𝑛−2)

2(𝑛−1) (𝑟)(︁
1

𝑛−1
(𝜎′(𝑟)ℎ(𝑟)− ℎ′(𝑟)𝜎(𝑟)) + 𝜎(𝑟)ℎ(𝑟)𝑞′(𝑟)

)︁2 𝑞 𝑛+2−𝛾(𝑛−2)
2 (𝑟)𝑝(𝑟) = ∞.

Тогда уравнение (2) не имеет на 𝑀 положительных радиально-симметричных реше-
ний.

Доказательства теорем 8, 9, 10 в терминах 𝐴(𝑟) и 𝑓(𝑟) аналогичны доказательству
подобных теорем в работе [4].

ПРИМЕЧАНИЕ

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ (проект № 15-41-02479-
р_поволжье_а).
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Abstract. In this paper we study the asymptotic behavior of positive
solutions of elliptic equations Δ𝑢 + 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0 and div (𝜎(𝑟)∇𝑢) + 𝑝(𝑟)𝑢𝛾 = 0
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on complete Riemannian manifolds. The conditions of existence and nonexistence
of positive solutions of the equations studied on such manifolds.

Let 𝑀 — complete Riemannian manifold can be represented as a union of
𝑀 = 𝐵 ∪ 𝐷, where 𝐵 — a compact and 𝐷 isometric to the direct product of
[0;∞)× 𝑆, where 𝑆 — compact Riemannian manifold with metric

𝑑𝑠2 = ℎ2(𝑟)𝑑𝑟2 + 𝑞2(𝑟)𝑑𝜃2.

Where ℎ(𝑟) and 𝑞(𝑟) — a positive, smooth on [0;∞) functions, and 𝑑𝜃 — the
standard Riemannian metric on the sphere 𝑆.

The following assertions.
Theorem 1. Let the manifold 𝑀 is such that∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
= ∞.

Then every non-negative solution (1) is identically zero.
Theorem 2. Let the manifold 𝑀 is such that∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
=< ∞

and let it go

−𝛾 + 3

𝛾 + 1
ℎ(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑝(𝑟) +

4(𝑛− 1)

𝛾 + 1
𝑞2𝑛−3(𝑟)𝑞′(𝑟)𝑝(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
+

+
2

𝛾 + 1
𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑝′(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑞𝑛−1(𝑡)
≤ 0.

Then for every 𝛼 > 0 the equation (1) is on 𝑀 a positive radially symmetric
solution such that 𝑢(0) = 𝛼.

Theorem 3. Let the manifold 𝑀 is such that∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑡)
= ∞.

Then every non-negative solution (2) is identically zero.
Theorem 4. Let the manifold 𝑀 is such that∫︁ ∞

1

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑡)
< ∞.

and let it go

−𝛾 + 3

𝛾 + 1
ℎ(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑝(𝑟) +

4(𝑛− 1)

𝛾 + 1
𝜎(𝑟)𝑞2𝑛−3(𝑟)𝑞′(𝑟)𝑝(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)
+

+
2

𝛾 + 1
𝜎(𝑟)𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑝′(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)
+
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+
2

𝛾 + 1
𝜎′(𝑟)𝑞2𝑛−2(𝑟)𝑝(𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝜎(𝑡)𝑞𝑛−1(𝑡)
≤ 0.

Then for every 𝛼 > 0 the equation (2) is on 𝑀 a positive radially symmetric
solution such that 𝑢(0) = 𝛼.

In addition, the found conditions under which the equations (1) and (2)
haven’t a positive radially symmetric solutions.

Key words: elliptic equations, theorems of Liouville, model Riemannian
manifolds, radially symmetric solutions, problem of Cauchy.
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