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Аннотация.В данной работе рассматривается система из трех уравнений
второго порядка с двумя независимыми переменными, причем эти уравнения
связаны в силу неизвестной функции. Для рассматриваемой системы при α <
< 1, β < 1, γ = δ = 2 получены представления многообразия решений при
помощи произвольных постоянных и изучены свойства полученных решений.

Ключевые слова: сингулярная точка, прямоугольник, многообразия ре-
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Введение

Пусть 𝐷 — прямоугольник 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < δ1, 0 < 𝑦 < δ2}. Далее обозна-
чим

Γ1 = {𝑦 = 0, 0 < 𝑥 < δ1}, Γ2 = {𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < δ2}.
В области 𝐷 рассмотрим систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟α
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑟β
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝑐1(𝑥, 𝑦)

𝑟α+β
𝑢 =

𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝑟α+β
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟γ
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝑐2(𝑥, 𝑦)

𝑟γ
𝑢 =

𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑟γ
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑟δ
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝑐3(𝑥, 𝑦)

𝑟δ
𝑢 =

𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝑟δ
,

(1)

где 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑎𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑏𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑐𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑗 = 1, 2, 𝑘 = 1, 3 — заданные
функции в области 𝐷, α < 1, β < 1, γ = δ = 2.
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МАТЕМАТИКА

Исследованию дифференциальных уравнений и переопределенных систем с ре-
гулярными, сингулярными и сверхсингулярными коэффициентами посвящены работы
[1–8].

Целью настоящей работы явилось получение представления многообразия решений
системы уравнений (1) при помощи произвольных постоянных.

В рассматриваемой работе на основе способа, разработанного в [2] и [4] для си-
стемы уравнений (1), получены представления многообразия решений при помощи про-
извольных постоянных.

В дальнейшем под 𝐶2(𝐷) понимаем класс функций, которые имеют непрерывные
производные первого порядка в 𝐷 и такие, что 𝑈𝑥𝑦 ∈ 𝐶(𝐷).

Пусть 𝑎1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑥(𝐷), 𝑏1(𝑥, 𝑦), 𝑐1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷).

В этом случае уравнение системы (1) представим в следующем виде:(︂
𝜕

𝜕𝑥
+

𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑟β

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑦
+

𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟α

)︂
𝑢 =

𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑐4(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑟α+β
, (2)

где

𝑐4(𝑥, 𝑦) = −𝑐1(𝑥, 𝑦) + 𝑟α+β
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟α

)︂
+ 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦).

Введя новую неизвестную функцию

𝑉1(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟α
𝑢, (3)

сведем задачу к решению следующего дифференциального уравнения первого порядка

𝜕𝑉1

𝜕𝑥
+

𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑟β
𝑉1 =

𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑐4(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑟α+β
. (4)

Считая в уравнении (4) правую часть известной, находим 𝑉1(𝑥, 𝑦) [2]

𝑉1(𝑥, 𝑦) = exp
[︁
−𝑊 β

𝑏1
(𝑥, 𝑦)

]︁(︃
ψ1 +

w 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑦) + 𝑐4(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

(𝑡2 + 𝑦2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏1
(𝑡, 𝑦)

]︁
𝑑𝑡

)︃
, (5)

где

𝑊 β
𝑏1
(𝑥, 𝑦) =

w 𝑥

0

𝑏1(𝑡, 𝑦)

(𝑡2 + 𝑦2)
β
2

𝑑𝑡.

Теперь, решая уравнение (3), выражаем 𝑢(𝑥, 𝑦) через 𝑉1(𝑥, 𝑦)

𝑢(𝑥, 𝑦) = exp
[︀
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀ (︁
ϕ1(𝑥) +

w 𝑦

0
𝑉1(𝑥, 𝑠) exp

[︀
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑠)

]︀
𝑑𝑠
)︁
, (6)

где

𝑊 α
𝑎1
(𝑥, 𝑦) =

w 𝑦

0

𝑎1(𝑥, 𝑠)

(𝑥2 + 𝑠2)
α
2

𝑑𝑡.

В (6), подставляя вместо 𝑉1(𝑥, 𝑠) его значение из (5), получим

𝑢(𝑥, 𝑦) = exp
[︀
−𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀ {︁
ϕ1(𝑥) +

w 𝑦

0
exp

[︁
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑠)−𝑊 β

𝑏1
(𝑥, 𝑠)

]︁
×

×
(︃
ψ1(𝑦) +

w 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑠) + 𝑐4(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠)

(𝑡2 + 𝑠2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏1
(𝑡, 𝑠)

]︁
𝑑𝑡

)︃
𝑑𝑠

}︃
. (7)
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Обращая интегральное уравнение (7), имеем

𝑢(𝑥, 𝑦) = exp
[︀
−𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀ {︁
𝐹1(𝑥, 𝑦) +

w 𝑦

0
𝑑𝑠

w 𝑥

0
Γ1(𝑥, 𝑦; 𝑡, 𝑠)𝐹1(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡

}︁
≡

≡ 𝜒1(ϕ1(𝑥),ψ1(𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦)),
(8)

где

𝐹1(𝑥, 𝑦)) = ϕ1(𝑥) +
w 𝑦

0
exp

[︁
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑦)−𝑊 β

𝑏1
(𝑥, 𝑠)

]︁
×

×
(︃
ψ1(𝑠) +

w 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑠)

(𝑡2 + 𝑠2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏1
(𝑡, 𝑠)

]︁
𝑑𝑡

)︃
𝑑𝑠,

Γ1(𝑥, 𝑦; 𝑡, 𝑠) — резольвента явно выписанного интегрального уравнения Вольтерра вто-
рого рода; ϕ1(𝑥),ψ1(𝑦) — произвольная функции точек Γ1 и Γ2.

Пусть во втором уравнении системы (1) 𝑎2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑥(𝐷), 𝑐2(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷)

и выполнено условие

𝑐4(𝑥, 𝑦) = −𝑐2(𝑥, 𝑦) + 𝑟2
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟2

)︂
. (9)

Тогда второе уравнение системы (1) представим в виде

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟2
𝑢

)︂
=

𝑓2(𝑥, 𝑦) + 𝑐5(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑟2
. (10)

В равенстве (10), введя новую неизвестную функцию 𝑉2(𝑥, 𝑦) по формуле

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟2
𝑢 = 𝑉2(𝑥, 𝑦), (11)

сведем задачу к решению следующего дифференциального уравнения первого порядка

𝜕𝑉2

𝜕𝑥
=

𝑓2(𝑥, 𝑦) + 𝑐5(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑟2
. (12)

Считая в уравнении (12) правую часть известной, находим

𝑉2(𝑥, 𝑦) = ψ2(𝑦) +
w 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦) + 𝑐5(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2
𝑑𝑡, (13)

где ψ2(𝑦) — произвольная функция точек Γ2.
Теперь уравнение (11) представим в виде

𝜕

𝜕𝑥

{︂
exp

[︂
𝑊 2

𝑎2
(𝑥, 𝑦) +

𝑎2(0, 0)

𝑦
arctg

𝑥

𝑦

]︂
𝑢(𝑥, 𝑦)

}︂
=

= 𝑉2(𝑥, 𝑦) exp

[︂
𝑊 2

𝑎2
(𝑥, 𝑦) +

𝑎2(0, 0)

𝑦
arctg

𝑥

𝑦

]︂
, (14)
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где

𝑊 2
𝑎2
(𝑥, 𝑦) =

w 𝑥

0

𝑎2(𝑡, 𝑦)− 𝑎2(0, 0)

𝑡2 + 𝑦2
𝑑𝑡.

Потребовав выполнение условия

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟α

)︂
=

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟2

)︂
в 𝐷, (15)

а также продифференцировав равенство (14), после некоторых упрощений получим вы-
ражение

ϕ′
1(𝑥) +

𝑎2(𝑥, 0)

𝑥
ϕ1(𝑥) = exp

[︀
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀
×

×
(︂
ψ1(𝑦) +

w 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦) + 𝑐5(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2
𝑑𝑡

)︂
− 𝑎2(𝑥, 0)

𝑥2

w 𝑦

0
exp

[︁
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑠)−𝑊 β

𝑏1
(𝑥, 𝑠)

]︁
×

×
(︃
ψ1(𝑠) +

w 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑠) + 𝑐4(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠)

(𝑡2 + 𝑠2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏1
(𝑡, 𝑠)

]︁
𝑑𝑡

)︃
𝑑𝑠−

− 𝜕

𝜕𝑥

w 𝑦

0
exp

[︁
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑠)−𝑊 β

𝑏1
(𝑥, 𝑠)

]︁
×

×
(︃
ψ1(𝑠) +

w 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑠) + 𝑐4(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠)

(𝑡2 + 𝑠2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏1
(𝑡, 𝑠)

]︁
𝑑𝑡

)︃
𝑑𝑠. (16)

Из условия независимости левой части равенства (16) от 𝑦 получим

𝜕

𝜕𝑦

{︂
exp

[︀
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀ (︂
ψ2(𝑦) +

w 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦) + 𝑐5(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2
𝑑𝑡

)︂}︂
−

− 𝜕

𝜕𝑥

{︁
exp

[︁
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑦)−𝑊 β

𝑏1
(𝑥, 𝑦)

]︁
×

×
(︃
ψ1(𝑦) +

w 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑠) + 𝑐4(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠)

(𝑡2 + 𝑠2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏1
(𝑡, 𝑦)

]︁
𝑑𝑡

)︃}︃
=

=
𝑎2(𝑥, 0)

𝑥
exp

[︁
𝑊 α

𝑎1
(𝑥, 𝑦)−𝑊 β

𝑏1
(𝑥, 𝑦)

]︁
(︃
ψ1(𝑦) +

w 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑦) + 𝑐4(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

(𝑡2 + 𝑦2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏1
(𝑡, 𝑦)

]︁
𝑑𝑡

)︃
.

(17)

Преобразуя последнее слагаемое равенство (17), для определения ϕ1(𝑥) получим следу-
ющее интегро-дифференциальное уравнение

ϕ′
1(𝑥) +

𝑎2(𝑥, 0)

𝑥2
ϕ1(𝑥) = ψ2(0) +

w 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 0) + 𝑐5(𝑡, 0)ϕ1(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡. (18)

Для определения ψ1(𝑦), выполнив операцию дифференцирования в равенстве (17),
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после упрощения приходим в 𝐷 к равенству

𝑟α+β𝑎1(𝑥, 𝑦)

(︂
ψ2(𝑦) +

w 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦) + 𝑐5(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2
𝑑𝑡

)︂
+ ψ′

2(𝑦)𝑟
α+2+

+
𝜕

𝜕𝑦

w 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦) + 𝑐5(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2
𝑑𝑡 = 𝑟α+2(𝑟−2𝑎2(𝑥, 𝑦)− 𝑟−β𝑏1(𝑥, 𝑦) exp

[︁
−𝑊 β

𝑏2
(𝑥, 𝑦)

]︁
×

×
(︃
ψ1(𝑦) +

w 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦) + 𝑐5(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

(𝑡2 + 𝑦2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏2
(𝑡, 𝑦)

]︁
𝑑𝑡

)︃
+𝑟α(𝑓1(𝑥, 𝑦)+𝑐4(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)).

(19)

Теперь при выполнении условий 𝑏2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑦 (𝐷), 𝑐3(𝑥, 𝑦), 𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷) третье

уравнение системы (1) представимо в виде

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑟2
𝑢

)︂
=

𝑓3(𝑥, 𝑦) + 𝑐6(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑟2
, (20)

где

𝑐6(𝑥, 𝑦) = −𝑐3(𝑥, 𝑦) + 𝑟2
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑟2

)︂
.

Вводя новую неизвестную функцию по формуле

𝑉3(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑟2
𝑢, (21)

сведем задачу к решению следующего дифференциального уравнения первого порядка

𝜕𝑉3

𝜕𝑦
=

𝑓3(𝑥, 𝑦) + 𝑐6(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑟2
. (22)

Считая в уравнении (22) правую часть известной, находим

𝑉3(𝑥, 𝑦) = ϕ2(𝑥) +
w 𝑦

0

𝑓3(𝑥, 𝑠) + 𝑐6(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑥, 𝑠)

𝑥2 + 𝑠2
𝑑𝑠. (23)

Теперь уравнение (21) представим в виде

𝜕

𝜕𝑦

{︂
exp

[︂
𝑊 2

𝑏2
(𝑥, 𝑦) +

𝑏2(0, 0)

𝑥
arctg

𝑦

𝑥

]︂
𝑢(𝑥, 𝑦)

}︂
=

= exp

[︂
𝑊 2

𝑏2
(𝑥, 𝑦) +

𝑏2(0, 0)

𝑥
arctg

𝑦

𝑥

]︂
𝑉3(𝑥, 𝑦), (24)

где

𝑊 2
𝑏2
(𝑥, 𝑦) =

w 𝑦

0

𝑏2(𝑥, 𝑠)− 𝑏2(0, 0)

𝑥2 + 𝑠2
𝑑𝑠.

В равенстве (24) вместо 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑉3(𝑥, 𝑦), подставляя их значения соответственно из
(7) и (23) и затем выполняя операцию дифференцирования, после упрощения получим
выражение:

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2016. № 6 (37) 103



МАТЕМАТИКА

exp
[︁
−𝑊 β

𝑏1
(𝑥, 𝑦)

]︁(︃
ψ1(𝑦) +

w 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑦) + 𝑐4(𝑡, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)

(𝑡2 + 𝑦2)
α+β

2

exp
[︁
𝑊 β

𝑏1
(𝑡, 𝑦)

]︁
𝑑𝑡

)︃
=

= ϕ2(𝑥) +
w 𝑦

0

𝑓3(𝑥, 𝑠) + 𝑐6(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑥, 𝑠)

𝑥2 + 𝑠2
𝑑𝑠 (25)

при 𝑟α𝑏2(𝑥, 𝑦) = 𝑟2𝑎1(𝑥, 𝑦) в 𝐷.
Дифференцируя равенство (18), получим

ϕ′′
1(𝑥) +

𝑎2(0, 0)

𝑥2
ϕ′

1(𝑥) +
𝐴(𝑥)

𝑥4
ϕ1(𝑥) =

𝑓2(𝑥, 0)

𝑥2
, (26)

где
𝐴(𝑥) = 𝑎′2(𝑥, 0)𝑥

2 − 2𝑥𝑎2(0, 0)− 𝑥2𝑐5(𝑥, 0).

Пусть 𝐴(𝑥) = 0, тогда имеем

ϕ′′
1(𝑥) +

𝑎2(0, 0)

𝑥2
ϕ′

1(𝑥) =
𝑓2(𝑥, 0)

𝑥2
. (27)

Решение уравнения (27) запишем в виде

ϕ1(𝑥) = 𝑐1
w 𝑥

0
exp

[︀
−𝑊 2

𝑎2
(𝑡, 0) + 𝑎2(0, 0)𝑤1(𝑡)

]︀
𝑑𝑡+

w 𝑥

0
exp

[︀
−𝑊 2

𝑎2
(𝑡, 0) + 𝑎2(0, 0)𝑊1(𝑡)

]︀
×

×
(︂w 𝑡

0

𝑓2(𝑡1, 0)

𝑡21
exp

[︀
𝑊 2

𝑎2
(𝑡1, 0)− 𝑎2(0, 0)𝑊1(𝑡1)

]︀
𝑑𝑡1

)︂
𝑑𝑡+ 𝑐2, (28)

где

𝑊 2
𝑎2
(𝑥, 0) =

w 𝑥

0

𝑎2(𝑡, 0)− 𝑎2(0, 0)

𝑡2
𝑑𝑡, 𝑊1(𝑥) =

1

𝑥
,

𝑐1, 𝑐2 — произвольные постоянные.
В равенстве (25) при 𝑥→ 0, переходя к пределу, определим ψ1(𝑦) в виде

ψ1(𝑦) = ϕ0(0) +
w 𝑦

0

𝑓3(0, 𝑠)

𝑠2
𝑑𝑠 (29)

при 𝑟α𝑏2(𝑥, 𝑦) = 𝑟2𝑎1(𝑥, 𝑦).
Итак, доказана следующая теорема.
Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1) коэффициенты и правые части удовле-

творяют следующим условиям:

1) 𝑎𝑗(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑥(𝐷), 𝑎2(𝑥, 𝑦), 𝑏2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1

𝑦 (𝐷),

𝑏1(𝑥, 𝑦)𝑐𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷), 𝑘 = 1, 3;

2) 𝑐4(𝑥, 𝑦) = −𝑐1(𝑥, 𝑦) + 𝑟α+β
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟α

)︂
+ 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦),

𝑐5(𝑥, 𝑦) = −𝑐2(𝑥, 𝑦) + 𝑟2
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟2

)︂
,

𝑐6(𝑥, 𝑦) = −𝑐3(𝑥, 𝑦) + 𝑟2
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑟2

)︂
;
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3) | 𝑎2(𝑥, 0)− 𝑎2(0, 0) | ≤ 𝐻1𝑥
γ1 , 𝐻1 = const , γ1 > 1;

4) 𝑎2(0, 0) < 0;

5) 𝑎1(𝑥, 𝑦) и 𝑎2(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) и 𝑓2(𝑥, 𝑦) 𝑓1(𝑥, 𝑦) и 𝑓3(𝑥, 𝑦) соответственно удовлетво-
ряют условиям совместности (15), (19), (25);

6) 𝑓2(𝑥, 0) = 𝑜(𝑥λ1), λ1 > 1,
𝑓3(𝑥, 0) = 𝑜(𝑥λ2), λ2 > 1.

Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса 𝐶2(𝐷) представимо в виде (8),
(28), (29).

При этом

𝑢(0, 0) = 𝑐2 =
𝑓1(0, 0)

𝑐1(0, 0)
=

𝑓2(0, 0)

𝑐2(0, 0)
=

𝑓3(0, 0)

𝑐3(0, 0)
,

lim
𝑥→0

{︂
lim
𝑦→0

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

}︂
= lim

𝑥→0
ϕ′

1(𝑥) = 0.

Замечание 1. В частности, если коэффициенты первого, второго и тре-
тьего уравнения системы (1) соответственно удовлетворяют условиям 𝑐4(𝑥, 𝑦) =
= 0, 𝑐5(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑐6(𝑥, 𝑦) = 0 и всем условиям теоремы 1, кроме условия 4, тогда
решение названной системы дается явной формулой при помощи одной произволь-
ной постоянной.

Замечание 2. Пусть 𝑎2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑥(𝐷), 𝑐2(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷) и второе урав-

нение системы (1) является исходным, тогда решение названной системы найдено
при помощи резольвенты одномерного интегрального уравнения Вольтерра со сла-
бой особенностью.

Замечание 3. Пусть 𝑏2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑦 (𝐷), 𝑐3(𝑥, 𝑦), 𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷) и третье уравне-

ние системы (1) является главным, тогда для названной системы получены реше-
ния, подобные замечанию 2.

Автор выражает глубокую благодарность академику АН Республики Таджикистан
Н.Р. Раджабову за обсуждение настоящей работы и ценные советы.
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Abstract. In this paper we consider the overdetermined system of second
order differential equations with a singular point.
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The system of equations (1) consists of a hyperbolic equation and two
partial differential equations of second order with a singular point. The first
equation of the system (1) under certain conditions on the coefficients can be
represented as a superposition of two first order differential operators. Solving
this equation and substituting its value in the second and third equation to get
together conditions on the coefficients and right-hand sides. On the basis of the
conditions of independence from the left side of the variable y, to determine the
arbitrary function ϕ1(𝑥) we obtain the ordinary differential equation of the first
order. Other arbitrary function ψ1(𝑦) is determined from the condition that the
right side of independence in appropriate, limiting transition.

Thus, we obtained representation of the diversity of solutions using two
arbitrary constants and studied properties of the resulting decisions.

Key words: singular point, rectangle, variety of solutions, overdetermined
system, unknown function.
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