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Введение

Многие физические процессы описываются с помощью уравнений газодинамики. В
силу их нелинейности точные или приближенные аналитические решения могут быть
получены лишь для ограниченного числа частных случаев. Поэтому, как правило, для
решения газодинамических задач применяют различные численные методы.

Одним из таких методов является численная схема CSPH — TVD (Combined
Smooth Particle Hydrodynamics — Total Variation Diminishing). Она была впервые пред-
ложена в работе [10] для интегрирования уравнений мелкой воды на нерегулярном
рельефе. Этот метод основан на последовательном применении лагранжева (SPH) и
эйлерова (TVD) подходов.

В дальнейшем было сделано обобщение этой численной схемы для уравнений иде-
альной газодинамики [1]. Отметим также работу [12], в которой приведено описание
метода SPH — PPM, являющегося расширением CSPH — TVD на случай кусочно-
параболического распределения газодинамических параметров внутри эйлеровых ячеек.
В работе [11] проанализировано влияние ограничителей наклонов и способов прибли-
женного решения задачи Римана на точность метода CSPH — TVD.

В данной работе приведены результаты исследования точности и сходимости для
методов CSPH — TVD, MUSCL [18], PPM [13] и WENO [15].

1. Постановка задачи

Динамику невязкого нетеплопроводного газа в отсутствие внешних сил для одно-
мерного случая можно описать с помощью уравнений

𝜕U

𝜕𝑡
+

𝜕F

𝜕𝑥
= 0, U =

⎛⎝ ρ

ρ𝑢
𝑒

⎞⎠ , F =

⎛⎝ ρ𝑢
ρ𝑢2 + 𝑝
(𝑒+ 𝑝)𝑢

⎞⎠ , (1)

где 𝑥— декартова координата; 𝑡— время; ρ— плотность; 𝑢— скорость; 𝑝— давление; 𝑒—
объемная плотность энергии. Система уравнений (1) замыкается уравнением на объем-
ную плотность энергии:

𝑒 =
𝑝

γ− 1
+
ρ𝑢2

2
, (2)

где γ— показатель адиабаты.
Будем интересоваться численным решением задачи о распаде газодинамического

разрыва для уравнений (1), (2) в точке 𝑥0 с начальными условиями

(ρ, 𝑢, 𝑝) =

{︃
(1, 0, 1), 𝑥 < 𝑥0,

(0.125, 0, 0.1), 𝑥0 ≤ 𝑥,
(3)

для γ = 1.4. В качестве граничных условий будем использовать условия свободного
протекания.

2. Сравнение результатов для различных методов решения

Для численного решения применялись методы CSPH — TVD, MUSCL [18], PPM [13]
и WENO [15].
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В численных схемах CSPH — TVD, MUSCL и PPM был использован метод HLL [14]
для решения задачи Римана; в схемах CSPH — TVD и MUSCL использовался ограни-
читель наклонов ван Лира [17]. Для схемы WENO применялось расщепление потоков
методом Лакса — Фридрихса [16], сеточные шаблоны для пятого порядка точности по
пространству и метод Рунге — Кутта третьего порядка по времени для интегрирования
по времени.

Для расчетов точности и сходимости вычислялись относительные ошибки для плот-
ности в нормах 𝐿1, 𝐿2 и 𝐿∞:

𝐸𝐿1

𝑁 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
ρ𝑛𝑖 − ρ𝑒𝑖
ρ𝑒𝑖

⃒⃒⃒⃒
× 100%, (4)

𝐸𝐿2

𝑁 =
1

𝑁

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
ρ𝑛𝑖 − ρ𝑒𝑖
ρ𝑒𝑖

)︂2

× 100%, (5)

𝐸𝐿∞

𝑁 =
1

𝑁

𝑁
max
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
ρ𝑛𝑖 − ρ𝑒𝑖
ρ𝑒𝑖

⃒⃒⃒⃒
× 100%, (6)

где ρ𝑒 — результаты аналитического решения; ρ𝑛 — численного; 𝑁 — количество расчет-
ных ячеек.

Порядок сходимости для всех норм при использовании сеток с числом ячеек 𝑁1 и
𝑁2 = 2𝑁1 вычислялся по формуле

𝑂𝑁1−𝑁2 = log2
𝐸𝑁1

𝐸𝑁2

. (7)

На рисунке показаны полученные с использованием метода CSPH — TVD рас-
пределения плотности и давления в момент времени 𝑡 = 0.15 для различного числа
расчетных ячеек в сравнении с точным решением.

Распределение плотности (а) и давления (б) в момент времени 𝑡 = 0.15. Крестиками показано
численное решение для 𝑁 = 50, пунктирной линией — для 𝑁 = 100, сплошной линией

показано точное решение
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Относительные ошибки и порядки сходимости для рассматриваемых методов пред-
ставлены в таблицах 1, 2, 3. Отметим, что для вычислений использовались только
значения в области 𝑥 < 𝑥0, не содержащей разрывов первого рода.

Таблица 1
Относительные ошибки и порядки сходимости в норме 𝐿1

Схема 𝐸50 𝑂50−100 𝐸100 𝑂100−200 𝐸200 𝑂200−400 𝐸400

MUSCL 1.55 1.03 0.76 0.99 0.38 1.0 0.19
PPM 1.02 1.01 0.5 0.99 0.25 1.02 0.12
WENO 1.99 0.96 1.03 0.94 0.53 0.98 0.27
CSPH — TVD 3.3 0.78 1.92 0.8 1.1 0.83 0.62

Таблица 2
Относительные ошибки и порядки сходимости в норме 𝐿2

Схема 𝐸50 𝑂50−100 𝐸100 𝑂100−200 𝐸200 𝑂200−400 𝐸400

MUSCL 0.56 1.5 0.2 1.43 0.07 1.47 0.03
PPM 0.45 1.5 0.16 1.4 0.06 1.45 0.02
WENO 0.73 1.43 0.27 1.38 0.1 1.42 0.04
CSPH — TVD 1.19 1.26 0.5 1.25 0.21 1.27 0.09

Таблица 3
Относительные ошибки и порядки сходимости в норме 𝐿∞

Схема 𝐸50 𝑂50−100 𝐸100 𝑂100−200 𝐸200 𝑂200−400 𝐸400

MUSCL 0.32 1.97 0.08 1.69 0.02 1.82 0.01
PPM 0.36 1.94 0.09 1.67 0.03 1.76 0.01
WENO 0.47 1.86 0.13 1.69 0.04 1.7 0.01
CSPH — TVD 0.73 1.75 0.22 1.61 0.07 1.58 0.02

Из таблиц 1, 2, 3 следует, что относительные ошибки и порядки сходимости всех
рассмотренных численных схем довольно близки для рассматриваемого случая (3), что
может быть обусловлено наличием в структуре решения слабого разрыва (разрыва второ-
го рода), которые присутствуют в решениях практически всех газодинамических задач.
Отметим, что наличие слабого разрыва как раз и позволяет понять свойства численных
схем в условиях реальных расчетов, а не синтетических тестов с переносом гладких
профилей (вопрос о точности численного решения в окрестности сильного разрыва рас-
сматривать здесь не будем).

Заключение

Проведенное исследование показывает, что метод CSPH — TVD имеет сопоста-
вимые с популярными эйлеровыми численными схемами точность и сходимость. От-
личительной его чертой является возможность расчетов на границе с вакуумом без
необходимости дополнительной регуляризации, что успешно применяется при решении
различных газодинамических задач: [2; 6–9; 19].

Отметим также, что данный метод может быть применен при решении задач для
различных предметных областей, подобных описанным в [3–5].
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Abstract. In this article the results of the study of accuracy and convergence
methods CSPH — TVD, MUSCL, PPM and WENO for solving equations of
ideal gas dynamics are presented. Many physical processes are described by the
equations of gas dynamics. Because of their non-linearity, exact or approximate
analytical solutions can be obtained only for a limited number of special cases.
Therefore, numerical methods are usually used for gas-dynamic problems.

One of these methods is the numerical scheme CSPH — TVD (Combined
Smooth Particle Hydrodynamics — Total Variation Diminishing). This method is
based on the consistent application of the Lagrange (SPH) and Euler (TVD)
approaches. Our results show that the relative error and orders the convergence
of all the above numerical schemes are quite close. This can be due to the
presence of a weak discontinuity in the structure of the solution. There are many
solutions in gas dynamics problems with such discontinuities. The presence of a
weak discontinuity allows us to understand the properties of numerical schemes
in a real (not test) computations.

Our results show that CSPH — TVD method has comparable to popular
Euler numerical schemes accuracy and convergence. A distinctive feature of this
method is the possibility of computations at the boundary with vacuum (or
dry bed for shallow water case). The additional regularization is not needed. The
method is successfully used for solving various gas-dynamic problems in a variety
of subject areas: the dynamics of surface water, aspiration flows, astrophysical
jets, accretion flows, the transfer of contaminants and others.

Key words: numerical simulation, gas-dynamics, Lagrange — Eulerian ap-
proach, order of convergence, accuracy of numerical solution.
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