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Аннотация.Построена математическая модель совместной динамики по-
верхностных вод, влекомых и взвешенных наносов, в которой учитываются
нелинейная динамика жидкости, деформация дна и перенос наносов потоком
воды. Динамика поверхностных вод описывается уравнениями Сен-Венана
с учетом пространственно-неоднородного распределения рельефа местности.
Перенос влекомых наносов описывается уравнением Экснера, обобщенным
на случай неоднородного распределения параметров подстилающей поверхно-
сти. Динамика взвешенных наносов описывается уравнением переноса, вклю-
чающим конвективный перенос потоком воды и процесс диффузии взвеси
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в слое жидкости. Для численного интегрирования уравнений Сен-Венана,
Экснера и динамики взвешенных наносов применяется устойчивый и хоро-
шо апробированный CSPH-TVD метод второго порядка точности, параллель-
ный CUDA-алгоритм которого реализован в виде программного комплекса
«EcoGIS-Simulation» для высокопроизводительных вычислений на суперком-
пьютерах с графическими сопроцессорами (GPUs). Рассмотрены условия раз-
работки карьера нерудных строительных материалов, расположенного в устье
воложки Куропатка Волго-Ахтубинской поймы на участке 2 549–2 550 км
р. Волги. Для исследования безопасности судоходства от нижнего бьефа пло-
тины Волжской ГЭС до входа в ВДСК проведено численное гидродинамиче-
ское моделирование динамики русловых процессов на этом участке р. Волги.
На основе результатов математического моделирования совместной динамики
поверхностных вод, влекомых и взвешенных наносов в русле р. Волги сделан
вывод, что разработка рассматриваемого в работе карьера НСМ не оказы-
вает существенного влияния на безопасность судоходства как по основному
судовому ходу «Нижний бьеф плотины Волжской ГЭС — ВДСК», так и по
дополнительным — «Волгоградский затон» и «Воложка Куропатка».

Ключевые слова: гидродинамика поверхностных вод, модель мелкой
воды, влекомые и взвешенные наносы, численное моделирование, CSPH-TVD
метод, параллельные вычисления, CUDA-алгоритм, суперкомпьютеры с GPU.

Введение

Разработка месторождений нерудных строительных материалов (НСМ) в руслах
рек может оказывать негативное влияние на безопасность судоходства, изменяя струк-
туру дна и приводя к уменьшению глубины и уровня воды вдоль судоходных путей.
Поэтому при проектировании карьеров НСМ обязательным условием является оценка
русловых деформаций выше и ниже карьера, включая определение длины и глубины зо-
ны размыва/намыва донного грунта. Одним из возможных вариантов прогноза плановых
деформаций русел рек является совмещение планов съемки речного русла, выполнен-
ных в разные годы, и экстраполяция полученных значений смещения берегов и контуров
морфологических элементов русла на заданный временной интервал. Однако такой под-
ход обладает, во-первых, большой погрешностью, во-вторых, не позволяет количествен-
но оценить влияние, которое будет оказывать будущий процесс разработки карьера на
деформацию русла рек. Для более точной количественной оценки влияния карьера на
русловые процессы необходимо применять методы математического моделирования для
исследования динамики поверхностных вод, влекомых и взвешенных наносов на ос-
нове хорошо апробированных и верифицированных экспериментальными данными ма-
тематических моделей [5; 7; 9; 17; 27–29; 31; 32]. На основе этих моделей разработаны
методики по расчету: гидродинамических аварий на промышленных объектах [1], воз-
никающих при прорыве ограждающих дамб; деформаций дна при проектировании и
эксплуатации русловых карьеров по добыче нерудных строительных материалов на вод-
ных объектах [8]. Данные методики используются, например, как основа экспертной
оценки безопасности при проектировании гидротехнических сооружений, определении
границ зон затопления и деформаций дна в окрестности промышленных объектов. Как
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правило, аналитические формулы, используемые в этих методиках, основаны на решени-
ях упрощенных (линеаризованных и одномерных) уравнений, являющихся некоторыми
приближениями исходной нелинейной двумерной модели динамики поверхностных вод и
наносов, что, в свою очередь, приводит к увеличению погрешности расчетов, ограниче-
нию класса решаемых задач по геометрии водных объектов и структуре течения, а также
требует больших временных затрат при выборе параметров моделей и нормировочных
коэффициентов. Для исследования русловых процессов в нижних бьефах гидроузлов в
технических приложениях применяется более корректная методика [5], основанная на
дифференциальных уравнениях динамики поверхностных вод, взвешенных и влекомых
наносов.

Вычислительный эксперимент, основанный на численном решении уравнений гид-
родинамики хорошо апробированными методами и применении параллельных техноло-
гий для повышения производительности расчетов [2; 3; 10; 12; 13; 16; 18; 23], в настоящее
время является наиболее эффективным инструментом изучения гидродинамических те-
чений в природных и технических системах, дополняющим физический эксперимент и
аналитические методы исследования математических моделей.

Целью работы является математическое моделирование русловых процессов на
р. Волга от нижнего бьефа плотины Волжской ГЭС до ВДСК и исследование влияния
процесса промышленной добычи песка (НСМ) на условия судоходства. Для решения
поставленной задачи разработана эффективная методика самосогласованного расчета
гидродинамических течений и деформации дна для русел с произвольной геометри-
ей на сложном рельефе местности, основанная на прямом численном интегрировании
уравнений нелинейной динамики поверхностных вод, влекомых и взвешенных наносов.
Описание объекта исследования и исходные данные для математического моделирова-
ния приведены в п. 1. В п. 2 описана математическая модель совместной динамики
поверхностных вод, влекомых и взвешенных наносов, а в п. 3 — численный алгоритм и
его параллельная программная реализация. Результаты численного моделирования рус-
ловых процессов на исследуемом участке р. Волги и анализ влияния разработки карьера
НСМ в окрестности о. Обливной на условия судоходства представлены в п. 4.

1. Описание объекта исследования и исходные данные

Объектом исследования является участок разработки песчано-гравийных пород
(ПГП) на приустьевом участке р. Волга в интервале 2 549–2 550 км судового хода (по
Атласу ЕГС ЕЧ РФ, том 7). На рисунке 1 показано положение месторождения (карьера
НСМ), которое находится в левобережной пойме вне акватории судового хода в окрест-
ности о. Обливной, а также детализированная схема карьера и план его разработки.

В окрестности о. Обливной показаны границы месторождения, высотные отметки
и изолинии рельефа дна, а также участок разработки карьера в 2022 году По проекту
объем годовой выработки песка на карьере составляет 568 182 м3, включая 12 % потерь
в размере 68 182 м3.

В качестве базовых исходных данных для построения рельефа дна русла р. Волги
использовались лоцманские карты Атласа ЕГС ЕЧ РФ, том 7. Область моделирования
исследуемого участка русла от 2 527 до 2 611 км полностью покрывается листами 1–5
из этого Атласа.
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Рис. 1. Выкопировка из Атласа ЕГС ЕЧ РФ, том 7 с расположением границ карьера НСМ
в окрестности о. Обливной (сверху). Схема карьера НСМ в окрестности о. Обливной

и план его разработки (снизу)
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2. Постановка задачи и математическая модель совместной динамики
поверхностных вод и наносов

Основной задачей научно-исследовательской работы является оценка влияния про-
цесса разработки карьера на деформации уровня дна и изменения уровней воды в русле
р. Волги. Для этого необходимо и достаточно провести сравнение результатов мате-
матического моделирования при естественном русловом процессе (без учета карьера)
и с учетом разработки месторождения НСМ в русле р. Волги. Площадь исследуемого
карьера и объем его выработки существенно меньше площади моделируемого участка
русла р. Волги (от нижнего бьефа ВГЭС до пгт. Светый Яр) и объема воды, протекаю-
щей по руслу. Поэтому процесс разработки карьера можно считать малым возмущением
(вклад менее 1%), накладываемым на решение системы дифференциальных уравнений в
частных производных, описывающих самосогласованную динамику поверхностных вод и
наносов (влекомых и взвешенных), при естественном русловом процессе. Если влияние
карьера при моделировании русловых процессов, соответствующих типичным гидроло-
гическим режимам с реальными гидрографами (например, 2022 и 2018 гг.), окажется
пренебрежимо малым (вклад менее 1%), то такую динамическую систему можно счи-
тать устойчивой, а результаты моделирования (в части сравнительного анализа моделей
с карьером и без него) можно уверенно экстраполировать на другие гидрологические
режимы течения.

2.1. Динамика поверхностных вод

Динамика поверхностных вод с учетом основных физических параметров описыва-
ется системой уравнений Сен — Венана:

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+∇⊥ (𝐻u) = 𝑞 , (1)

𝜕(𝐻u)

𝜕𝑡
+∇⊥ (𝐻u⊗ u) = −𝑔𝐻∇⊥η+𝐻f , (2)

где 𝑏 — функция рельефа местности; 𝐻 — толщина слоя поверхностной воды; η = 𝐻 +
+ 𝑏 — уровень свободной водной поверхности; u = {𝑢, 𝑣} — вектор скорости течения
поверхностного слоя жидкости; ∇⊥ = {𝜕/𝜕𝑥, 𝜕/𝜕𝑦} — дифференциальный оператор
набла в плоскости (𝑥, 𝑦); 𝑔 = 9, 81 м/с2 — ускорение свободного падения. Величина
𝑞 = 𝑞(𝑠) − 𝑞(𝑖𝑛𝑓) − 𝑞(𝑒𝑣) + 𝑞(𝑢𝑝)𝑔 определяет скорость притока/оттока жидкости за счет
действия источников/стоков в поверхностном слое воды [15], где 𝑞(𝑠)(𝑥, 𝑦, 𝑡) — скорость
притока воды через гидротехнические сооружения и за счет осадков; 𝑞(𝑖𝑛𝑓)(𝑥, 𝑦, 𝑡) —
функция стока из-за просачивания (инфильтрации) в грунт; 𝑞(𝑒𝑣) — темп потери воды
из-за испарения; 𝑞(𝑢𝑝)𝑔 — скорость высачивания (подъема) грунтовых вод на поверхность.

В общем случае для суммарной удельной силы, действующей на слой жидкости в
модели мелкой воды, имеем:

f = fΛ + fν + fΩ + f𝑤 + f𝑞 , (3)

где fΛ = −1

2
λu | u | — сила придонного трения; λ = 2𝑔𝑛2

𝑀/𝐻4/3 — коэффициент гид-

равлического трения; 𝑛𝑀 — коэффициент Маннинга; fν — сила вязкого турбулентного
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трения; fΩ — сила Кориолиса; f𝑤 — сила воздействия атмосферных потоков (ветра),
f𝑞 = 𝑞u𝑞/𝐻 — сила воздействия источников/стоков воды 𝑞, втекающих/вытекающих в
поверхностный слой жидкости со скоростью u𝑞. Более подробное описание удельных
сил из (3), действующих на поверхностные воды и используемых в данной работе, дано
в [16; 30].

2.2. Динамика влекомых наносов

Перемещение влекомых наносов в донных отложениях, приводящее к деформации
русла, описывается уравнением Экснера [19]:

(1− ψ)𝜕𝑏
𝜕𝑡

+∇⊥J = 0 , (4)

где величина расхода наносов J определяется нелинейной зависимостью от скорости по-
верхностного слоя воды u, а на неоднородном дне также зависит и от наклона дна
∇⊥𝑏 ̸= 0 [17; 22; 24; 27; 28]. В общем случае для расхода наносов можно записать
J = J𝑏 − 𝑐𝐽 |J𝑏|∇⊥𝑏, где J𝑏 — расход наносов на плоском дне, а 𝑐𝐽 ≈ 1, 5-5 — эм-
пирическая постоянная [22], зависящая от типа и состояния грунта. С учетом сделан-
ных предположений уравнение Экснера (4) для моделирования русловых деформаций
(перемещения влекомых наносов в донных отложениях) примет вид:

(1− ψ)𝜕𝑏
𝜕𝑡

+∇⊥J𝑏 = 𝑐𝐽∇⊥ {|J𝑏|∇⊥𝑏}+ 𝑞𝑏α − 𝑞𝑏 , (5)

где ψ — пористость донного грунта (отложений); 𝑞𝑏α — скорость притока донного грун-
та, связанная с гравитационным оседанием взвешенных наносов; 𝑞𝑏 — скорость оттока,
обусловленная изъятием донного грунта при разработке карьера. Наблюдаемое в фи-
зических экспериментах обрушение стенок канала за счет поперечного к направлению
скорости жидкости потока материала грунта обеспечивается слагаемым диффузионного
типа в правой части уравнения (5), которое связано с дополнительным потоком матери-
ала грунта на наклонном дне (∇⊥𝑏 ̸= 0).

Расход наносов на плоском дне определятся формулой Грасса [24]:

J𝑏 =

{︂
𝑎𝐽 u |u|𝑚, |u| > 𝑣𝑐𝑟,
0, |u| ≤ 𝑣𝑐𝑟,

(6)

где 𝑎𝐽 и 𝑚 — коэффициенты, зависящие от характеристик переносимого материала;
𝑣𝑐𝑟 = 𝑐𝑣 𝑑

1/3
50 𝐻1/6 — критическая (неразмывающая) скорость, определяемая по формуле

Шамова [7]; 𝑐𝑣 ≈ 3, 7–6 — эмпирическая постоянная [7], зависящая от типа и состояния
грунта. В большинстве моделей при замыкании уравнения Экснера аналитическими
соотношениями для расхода наносов параметр 𝑚 = 2 (см., например, [27; 28; 32]), а
величина 𝑎𝐽 определяется следующим образом [11; 31]:

𝑎𝐽 =
0, 05𝑛3

𝑀

(𝑠− 1)
√
𝑔𝐻 𝑑50

, (7)

где 𝑠 = ρ𝑠/ρ, ρ𝑠 — плотность материала речных наносов; 𝑑50 — медианная крупность
частиц речных наносов. Плотность грунта донных отложений: ρ𝑔 = (1− ψ)ρ𝑠.
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2.3. Динамика взвешенных наносов

Динамика взвешенных наносов описывается уравнением переноса, включающим
конвективный перенос потоком воды и процесс диффузии взвеси в слое жидкости [6; 26].

𝜕α𝐻

𝜕𝑡
+∇⊥ (α𝐻u) = ∇⊥ (𝐷𝐻∇⊥α) + 𝑞α − 𝑞𝑏α , (8)

где α = ρ̄*/ρ𝑔, ρ̄* — усредненная по глубине потока 𝐻 плотность взвешенных наносов
(мутность); 𝑞α — скорость притока взвешенных наносов; 𝐷 — суммарный коэффициент
диффузии взвешенных наносов в горизонтальной плоскости (с учетом дисперсии) [5].
Скорость гравитационного оседания взвешенных наносов определяется следующим вы-
ражением:

𝑞𝑏α = φα𝑤 α , (9)

где 𝑤 — гидравлическая крупность частиц наносов; φα — коэффициент связи придонной
и средней по глубине концентрации наносов (см. [5]).

Гидравлическая крупность частиц наносов 𝑤 определяется по формуле Вексле-
ра [4; 5]:

𝑤 =
(𝑠− 1) 𝑔 𝑑250

ν0

(︁
1 +

√︁
1 + 2

45
𝑅𝑒2𝑑

)︁
⎛⎜⎝1− 3

4

1 + 1, 75 · 10−12𝑅𝑒5𝑑(︁
1 + 24

𝑅𝑒𝑑

)︁2

− 44
𝑅𝑒𝑑

+ 1, 75 · 10−12𝑅𝑒5𝑑

⎞⎟⎠
−1/2

, (10)

где ν0 — коэффициент кинематической вязкости воды, зависящий от ее температу-

ры (см. [5]); 𝑅𝑒𝑑 =
𝑑50
ν0

√︁
(𝑠− 1) 𝑔 𝑑50.

2.4. Начальные и граничные условия

В качестве начальных условий для системы уравнений (1)–(8) задаются: функция
рельефа дна 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 𝑏0(𝑥, 𝑦), построение которой рассмотрено в п. 4; распре-
деление источников воды 𝑞(𝑠)(𝑥, 𝑦, 𝑡) и взвешенных наносов 𝑞α(𝑥, 𝑦, 𝑡); 𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) =
= u(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 0.

Русло р. Волга и карьер НСМ располагаются внутри прямоугольной расчетной
области 𝑥 ∈ [𝑥min, 𝑥𝑚𝑎𝑥] и 𝑦 ∈ [𝑦min, 𝑦𝑚𝑎𝑥], на границах которой задаются условия сво-
бодного протекания: ∇⊥𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)|Γ = 0 , где 𝑓 = {𝑏,𝐻,u,α}.

3. Численный метод и программная реализация

Для численного интегрирования системы уравнений (1)–(5) использовался устой-
чивый и хорошо апробированный при решении практических задач динамики поверх-
ностных вод на реальном рельефе местности CSPH-TVD метод второго порядка точно-
сти, подробное описание которого представлено в работах [16; 30]. С учетом перемеще-
ния влекомых и взвешенных наносов, описываемых уравнениями (5) и (8), необходимо
обобщить численный алгоритм СSPH-TVD метода, дополнив вектор консервативных
переменных U, потоки F и G, а также вектор источников и сил Φ из [16; 30] новы-
ми величинами. Здесь ограничимся кратким описанием основных этапов СSPH-TVD

38 Численное моделирование самосогласованной динамики



МОДЕЛИРОВАНИЕ, ИНФОРМАТИКА И УПРАВЛЕНИЕ

алгоритма на декартовой сетке (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), уделив внимание только ключевым моментам,
связанным с модификацией метода из-за учета совместной динамики поверхностных
вод, влекомых и взвешенных наносов. Лагранжев этап СSPH-TVD метода запишем в
виде: ̃︀U𝑖,𝑗(𝑡+ τ) = U𝑖,𝑗(𝑡) + τΦ𝑖,𝑗

(︁ ̃︀U𝑖,𝑗(𝑡+ 0, 5τ)
)︁
, (11)

где τ — шаг интегрирования по времени, а для нахождения величины Φ в момент
времени 𝑡+ 0, 5τ применяется процедура предиктор — корректор («leapfrog»),

U =

⎛⎜⎜⎝
𝐻
𝐻u
𝑏
α𝐻

⎞⎟⎟⎠ , Φ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑞

𝑔𝐻∇⊥(𝐻 + 𝑏) +𝐻f
1

1− ψ
𝐶𝐽∇⊥ {|J𝑏|∇⊥𝑏}+ 𝑞𝑏α − 𝑞𝑏

∇⊥ (𝐷𝐻∇⊥α) + 𝑞α − 𝑞𝑏α

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Аппроксимация пространственных производных в (11) осуществляется в соответствии
с модифицированным SPH-подходом [16].

Эйлеров этап СSPH-TVD метода можно представить в следующем виде:

U𝑖,𝑗(𝑡+ τ) = ̃︀U𝑖,𝑗(𝑡+ τ)−
τ

ℎ

(︀
F̄𝑖+1/2,𝑗 − F̄𝑖−1/2,𝑗 + Ḡ𝑖,𝑗+1/2 − Ḡ𝑖,𝑗−1/2

)︀
, (12)

где дробные пространственные индексы 𝑖± 1/2 и 𝑗± 1/2 соответствуют границам ячеек
расчетной сетки; ℎ = Δ𝑥 = Δ𝑦 — пространственный размер ячеек; F̄𝑖±1/2,𝑗 и Ḡ𝑖,𝑗±1/2 —
средние на временном промежутке [𝑡, 𝑡 + τ] значения потоков массы и импульса вдоль
соответствующих направлений (𝑥, 𝑦),

F =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐻𝑢
𝐻𝑢2

𝐻𝑢𝑣
𝐽𝑏𝑥

1− ψ
α𝐻𝑢

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , G =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐻𝑣
𝐻𝑢𝑣
𝐻𝑣2

𝐽𝑏𝑦
1− ψ
α𝐻𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Вычисления потоков F̄𝑖±1/2,𝑗 и Ḡ𝑖,𝑗±1/2 на эйлеровом этапе CSPH-TVD метода осуществ-
ляются на основе модифицированного TVD-подхода [16; 20] и приближенных методов
решения задачи Римана для уравнений мелкой воды (Лакса — Фридрихса — LF, Хар-
тена — Лакса — Ван Лира — HLL, HLLC) [21; 25].

Условие устойчивости численного алгоритма самосогласованной динамики поверх-
ностных вод, влекомых и взвешенных наносов (11)–(12), основанного на CSPH-TVD
методе, имеет вид:

τ = 𝐾 min

(︂
ℎ

2 𝜐𝑝
,
ℎ

𝜐𝑠
,

ℎ2

2𝐷max

)︂
, (13)

где 0 < 𝐾 < 1 — число Куранта; 𝜐𝑝 = max |u|, 𝜐𝑠 = max
(︀
|u|+

√
𝑔𝐻

)︀
, 𝐷max =

= max[𝐷, |Jb|/(1 − ψ)], а функции max и min вычисляются в момент времени 𝑡 для
всей пространственной области моделирования. Третий аргумент функции min в (13)
обеспечивает устойчивость явной численной схемы для дифференциального уравнения
параболического типа (5) и дополняет условие устойчивости метода CSPH-TVD [16] с
учетом динамики наносов.
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Отметим, что численный алгоритм самосогласованной динамики поверхностных
вод, влекомых и взвешенных наносов имеет второй порядок точности, как и CSPH-TVD
метод для уравнений Сен-Венана (см. [16]), так как для аппроксимации пространствен-
ных производных в уравнениях (5) и (8) применяются SPH и TVD подходы, обладающие
точностью 𝑂(ℎ2), а использование для интегрирования по времени алгоритма предик-
тор — корректор («leapfrog») обеспечивает точность 𝑂(τ2).

При разработке расчетного модуля с рабочим названием «EcoGIS-Simulation», пред-
назначенного для моделирования самосогласованной динамики поверхностных вод и на-
носов («CUDA-SWD» + «CUDA-SD»), использовалась технология параллельных вы-
числений CUDA для графических процессоров (GPU). Реализация расчетного модуля
«EcoGIS-Simulation» на основе параллельной технологии CUDA позволяет эффективно
использовать компьютерные платформы (CPU+GPU) и повысить производительность
вычислений в сотни раз по сравнению с последовательной версией на CPU [14].

Рис. 2. Потоковая диаграмма для расчетного модуля «EcoGIS-Simulation». Показаны
последовательность выполнения блоков CUDA-ядер на GPU и потоки данных между CPU и

GPU

На рисунке 2 показана структура вычислительного модуля «EcoGIS-Simulation» в
виде потоковой диаграммы, демонстрирующей последовательность выполнения следую-
щих CUDA-модулей: «SWD» — вычисление временного шага (13) и расчет движения
поверхностного слоя воды (1)–(2) на основе CSPH-TVD метода, подробное описание
параллельного алгоритма представлено в работах [18; 23]; «SD» — расчет динамики
влекомых и взвешенных наносов (5) и (8) на основе обобщенного численного алгоритма
CSPH-TVD метода (11)–(13).

4. Математическое моделирование гидродинамических течений
и деформации дна в русле р. Волга

Рассмотрим особенности применения построенной математической модели (п. 2) и
разработанного программного комплекса (п. 3) для моделирования русловых процессов,
включающих самосогласованную динамику поверхностных вод, влекомых и взвешенных
наносов. Разработанная в работе математическая модель совместной динамики поверх-
ностных вод, влекомых и взвешенных наносов, а также параметры данной модели пол-
ностью соответствуют рекомендациям [5] по расчету и прогнозу трансформации русел
рек в нижних бьефах речных гидроузлов.

Для исследования методами математического моделирования влияния процесса
разработки НСМ в окрестности о. Обливной на безопасность судоходства в русле р. Вол-
га от нижнего бьефа плотины Волжской ГЭС до ВДСК необходимо решить следующие
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задачи:

• построить матрицы высот моделируемого участка местности на основе данных
дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ), топографических и лоцманских карт,
а также чертежей территории карьера;

• провести моделирования гидродинамических течений и деформации дна русла
р. Волга без учета разработки карьера НСМ в окрестности о. Обливной — Мо-
дель A;

• провести моделирования гидродинамических течений и деформации дна русла
р. Волга с учетом особенностей разработки карьера НСМ в окрестности о. Об-
ливной в 2022 г.— Модель B;

• построить карты распределения глубины воды и скорости течения в русле и зонах
затопления суши для моделей A и B в различные моменты времени;

• построить карты распределения рельефа дна в русле и зонах затопления суши для
моделей A и B в различные моменты времени;

• построить карты распределения концентрации взвешенных наносов в русле и зонах
затопления суши для моделей A и B в различные моменты времени;

• провести сравнительный анализ деформации дна в русле р. Волги для моделей A
и B в различные моменты времени;

• построить распределения уровня дна и глубины потока воды вдоль путей судоход-
ства («Нижний бьеф Волжской ГЭС – ВДСК», «Волгоградский затон», «Воложка
Куропатка») для моделей A и B в различные моменты времени;

• оценить влияние процесса разработки карьера НСМ в окрестности о. Обливной
на структуру дна вдоль путей судоходства и концентрацию взвешенных наносов в
акватории карьера.

4.1. Параметры моделирования

В соответствии с представленным планом разработки карьера в 2022 г. скорость
оттока донного грунта (𝑞𝑏) в уравнении динамики влекомых наносов (5) определяется
следующим выражением:

𝑞𝑏𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑄𝑏𝑘(𝑡)

𝑆𝑘

, (14)

где 𝑄𝑏𝑘 — объемный расход [м3/с] выработки грунта на 𝑘-участке с площадью 𝑆𝑘, опре-
деляемый отношением планируемого объема выработки к промежутку времени работы
на этом участке. Для 𝑄𝑏𝑘 имеем:

𝑄𝑏𝑘(𝑡) =

⎧⎨⎩
𝑉𝑘

𝑡𝑒𝑘 − 𝑡𝑠𝑘
, 𝑡𝑠𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑒𝑘

0, 𝑡 /∈ [𝑡𝑠𝑘, 𝑡𝑒𝑘]
, (15)

где 𝑡𝑠𝑘 и 𝑡𝑒𝑘 — время начала и окончания выработки на 𝑘-участке.
Общий объем выработки в 2022 г. для модели B составляет 𝑉 = 568 182 м3.

Как видно из рисунка 1, в 2022 г. имеется два участка, распределенные по времени,
выработки, для которых получаем:
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(k=1) — I–III кв. 2022 г., 𝑄𝑏1 ≈ 0, 033 м3/с, 𝑞𝑏1 ≈ 0, 88 · 10−6 м/с, 𝑡𝑒1 − 𝑡𝑠1 = 167 дн.;

(k=2) — III кв. 2022 г., 𝑄𝑏2 ≈ 0, 034 м3/с, 𝑞𝑏2 ≈ 4, 4 · 10−6 м/с, 𝑡𝑒2 − 𝑡𝑠2 = 32 дн.

В нашей модели полагаем, что источник воды связан с гидротехническим соору-
жением (Волжским гидроузлом), режим работы которого определяется функцией 𝑄(𝑡)
(гидрографом). Тогда выражение для 𝑞 в (1) при однородном распределении источника
на заданной площади 𝑆𝑄 можно записать в виде:

𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑄(𝑡)

𝑆𝑄

. (16)

Гидрограф плотины Волжской ГЭС для 2022 г. показан на рисунке 3 и содержит из-
вестный на момент проведения расчетов участок до 30.06.22 и экстраполированный по
наиболее близким параметрам гидрографом 2018 года.

Рис. 3. Гидрограф 𝑄(𝑡) плотины Волжской ГЭС в период с 01.03.22 по 30.09.22

Для определения скорости притока взвешенных наносов воспользуемся следующим
приближением:

𝑞α(𝑥, 𝑦, 𝑡) = β𝐻 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) + β𝑏 𝑞𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑡) , (17)

где β𝐻 и β𝑏 — удельная объемная доля взвешенных наносов в источниках воды 𝑞 и
стоках грунта 𝑞𝑏 соответственно.

Величина β𝐻 определялась по общему количеству речных наносов, переносимых
через плотину Волжского гидроузла из Волгоградского водохранилища: β𝐻 ≈ 10−5.
Для параметра β𝑏 выбрано максимально возможное значение, связанное с технически-
ми условиями эксплуатации на карьере добывающего оборудования и определяющее
максимально возможную объемную долю взвешенных наносов, попадающих в поток
воды от общего объема выработки: β𝑏 ≈ 0, 12.

Параметры речных наносов, используемые в моделировании русловых процессов,
определялись в соответствии с рекомендациями [5] и данными инженерно-геологических
исследований Заказчика работ: медианная крупность 𝑑50 = 0, 3 мм, пористость ψ = 0, 4,
плотность материала наносов ρ𝑠 = 2, 65 г/см3. В численных расчетах используются
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следующие значения параметров: 𝑛𝑀 = 0, 025 (данное значение коэффициента шерохо-
ватости соответствует широким равнинным рекам с песчаным дном), 𝑐𝐽 = 1, 5 и 𝑐𝑣 = 3, 7
(см., например, [5; 7; 11; 22]).

4.2. Цифровая модель рельефа

Построение цифровой модели рельефа для целей гидродинамического моделиро-
вания проводилось в несколько этапов на основе данных дистанционного зондирования
Земли (SRTM 1’), топографических и лоцманских карт, а также проектных планов аква-
тории карьера. Сначала проводилось построение глобального рельефа поверхности суши
по данным ДЗЗ (SRTM), в результате была получена матрица высот с разрешением 25
м без учета рельефа дна русла р. Волга, так как в SRTM отображается только уро-
вень водной поверхности. Затем на основе лоцманских карт строилась матрица глубин
с разрешением 25 м, которая далее вычиталась из матрицы высот глобального релье-
фа местности, в результате была получена матрица высот с учетом рельефа дна русла
р. Волга. На следующем этапе проводилось построение локального рельефа карьера на
основе проектных планов, который в дальнейшем сшивался с глобальным рельефом.
Заключительный этап включал дополнительную обработку матриц высот для устране-
ния зубчатости рельефа (применялись различные методы сглаживания) и адаптацию
их к использованию в расчетном модуле программного комплекса «EcoGIS-Simulation»
(производилась нарезка матриц и конвертация в обменный формат .grd). В результате
дополнительной обработки была получена матрица высот 1 312 × 1 728 ячеек с раз-
мером элемента 25 м. Моделируемый участок охватывает территорию 32, 8 × 43, 2 км
(𝑥min = 𝑦min = 0 м, 𝑥max = 32 800 м, 𝑦max = 43 200 м).

Рис. 4. Исходная цифровая модель рельефа (матрица высот) моделируемого участка местности:
слева — двумерное светотеневое представление рельефа на фоне космоснимка;

справа — трехмерная модель

Таким образом, на основе методов геоинформационного моделирования построена
итоговая цифровая модель рельефа (ЦМР) местности с учетом проектных решений по
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разработке карьера, представленная на рисунке 4. Отметим, что построение ЦМР про-
водилось в СК-42 с дальнейшим переходом (для удобства представления результатов
моделирования) в локальную систему координат (ЛСК), координата 𝑥 которой направ-
лена на восток, 𝑦 — на север, а начало отсчета ЛСК (𝑥0 = 8455 688, 𝑦0 = 5368 663).

4.3. Результаты численного моделирования динамики русловых течений

При представлении результатов численного моделирования использовалась следую-
щая единая система измерений физических величин: длина (𝑥, 𝑦, 𝐿), высота (𝑧), уровни
дна (𝑏) и воды (η), глубина (𝐻) — м; время (𝑡) — дни (сутки); объемный расход воды
(𝑄) и грунта (𝑄𝑏) — м3/с.

Рис. 5. Распределение глубины воды в русле р. Волги на фоне рельефа местности
(градиентное светотеневое представление) в моменты времени 𝑡 = 61 (левая панель),

𝑡 = 122 (средняя панель) и 𝑡 = 214 (правая панель) для моделей A (сверху) и B (снизу).
Красными точками отмечен основной судовой ход

Проведены две серии вычислительных экспериментов по моделированию гидро-
динамических течений и деформации дна русла р. Волга в рамках двух моделей: без
учета разработки карьера — модель A; с учетом разработки карьера в 2022 г. — мо-
дель B. Результаты моделирования самосогласованной динамики поверхностных вод,
влекомых и взвешенных наносов для моделей A и B представлены на рисунках 5–7. На
этих рисунках показана структура русловых течений для нескольких моментов времени,
соответствующих различным гидрологическим режимам работы Волжского гидроузла:
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пик весеннего паводка — 30.04.22 (𝑡 = 61), 𝑄 = 24 660 м3/с; начало летней межени —
30.06.22 (𝑡 = 122), 𝑄 = 9290 м3/с; осенняя межень — 30.09.22 (𝑡 = 214), 𝑄 = 5510 м3/с.

Структура гидродинамических течений в моделях A и B для выбранных моментов
времени показана на рисунках 5–6, из которых видно, что учет разработки карьера в
модели B не оказывает существенного влияния на динамику поверхностных вод. Это
связано с тем, что относительный вклад процесса разработки карьера в общую структу-
ру потока составляет ∼ 10−6 (см. значение параметра 𝑞𝑏 в пп. 4.1) на малом локальном
участке, площадь которого пренебрежимо мала по сравнению с площадью русел судо-
ходных путей.

Рис. 6. Распределение скорости течения (линии тока и амплитуда модуля скорости) воды в
русле р. Волги на фоне рельефа местности в моменты времени 𝑡 = 61 (левая панель),

𝑡 = 122 (средняя панель) и 𝑡 = 214 (правая панель) для моделей A (сверху) и B (снизу).
Красными точками отмечен основной судовой ход

Динамика взвешенных наносов в моделях A и B для выбранных моментов времени
показана на рисунке 7, из которого видно, что взвешенные наносы могут вносить замет-
ный вклад в общую деформацию русла только в окрестности источников взвеси, то есть
около плотины Волжской ГЭС и карьера в акватории о. Обливной. Площадь и форма
областей, в которых взвешенные наносы за счет гравитационного оседания могут ока-
зывать влияние на деформацию дна, зависят от интенсивности источника и структуры
течения в его окрестности. За пределами этих областей влияния русловые деформации
будут определяться в основном динамикой влекомых наносов. В окрестности Волжско-
го гидроузла (модели A и B) поток взвешенных наносов обтекает острова Западный и
Денежный, а также захватывает северную часть основного судоходного пути «Нижний
бьеф Волжской ГЭС – ВДСК», максимальная относительная концентрация взвешенных
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наносов αmax на этом пути достигает значений ∼ 10−6. При разработке карьера в окрест-
ности о. Обливной (модель A) поток взвешенных наносов обтекает острова Обливной
и Голодный, сносится течением в сторону воложки Куропатка, захватывая северные ча-
сти дополнительных судоходных путей «Воложка Куропатка» и «Волгоградский затон».
Максимальная относительная концентрация взвешенных наносов αmax на этих путях
составляет ∼ 10−7–10−6, что соответствует мутности воды 𝜖 < 1, 6 · 10−3 кг/м3.

Рис. 7. Распределение относительной концентрации взвешенных наносов (α) в русле р. Волги
на фоне рельефа местности (градиентное светотеневое представление)

и уровня воды (голубой цвет) в моменты времени 𝑡 = 61 (левая панель),
𝑡 = 122 (средняя панель) и 𝑡 = 214 (правая панель) для моделей A (сверху) и B (снизу).

Красными точками отмечен основной судовой ход

В соответствии с требованиями [8] произведена оценка русловых деформаций вы-
ше и ниже карьера НСМ, построены карты пространственного распределения величины
деформации русла (Δ𝑏 = 𝑏𝐴 − 𝑏0, где 𝑏0 — уровень рельефа дна в начальный момент
времени) в различные моменты времени (рис. 8) при естественных русловых процессах
(без учета разработки карьера — модель A), из которых виден интенсивный характер
деформаций русла (в пределах нескольких метров) как в области карьера, так и его
окрестностях ниже и выше по течению. Данный результат хорошо согласуется с на-
блюдаемыми интенсивными деформациями русла при сравнении атласов 2009 и 2014 гг.
(с корректировкой). Особенно хорошо заметны эффекты деформации дна на отмелях в
окрестности островов и на мелководных участках русла р. Волги (см., например, мел-
ководье на воложке Куропатка), так как величина потока влекомых наносов возрастает
с уменьшением глубины течения. По этой же причине, а также за счет увеличения с
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глубиной значения критической (неразмывающей) скорости происходит только незначи-
тельная деформация дна в руслах судоходных путей.

Рис. 8. Распределение разности уровней дна (Δ𝑏 = 𝑏𝐴 − 𝑏0)
в моменты времени 𝑡 = 61 (левая панель), 𝑡 = 122 (средняя панель) и 𝑡 = 214 (правая панель).

Черными точками отмечен основной судовой ход

4.4. Сравнительный анализ русловых процессов в моделях A и B

На основе построенных карт пространственного распределения величины дефор-
мации русла Δ𝑏 на рисунке 8 легко определить в критически важных областях как
глубины размыва/намыва, так и размеры зон размыва/намыва, но в соответствии с ос-
новной задачей НИР нашей главной целью является оценка влияния разработки карьера
на деформацию русла.

Рассмотрим теперь более подробно вопрос о влиянии разработки исследуемого ка-
рьера на деформацию дна и изменения уровня воды в руслах судоходных путей «Нижний
бьеф Волжской ГЭС — ВДСК», «Волгоградский затон» и «Воложка Куропатка», а также
на близлежащих перекатах. Для этого проведем сравнительный анализ русловых про-
цессов в моделях A и B в наиболее опасный для судоходства период межени — 30.06.22
(𝑡 = 122) и 30.09.22 (𝑡 = 214). На рисунке 9 показаны пространственные распределения
разности уровней дна 𝑏𝐵 − 𝑏𝐴, глубины потока 𝐻𝐵 − 𝐻𝐴 и разностей уровней воды
η𝐵 −η𝐴 (посадка), из которых видно, что в интересующей нас области судоходства и на
перекатах амплитуда изменения уровней дна и глубин меньше 0,1 м, а посадка уровня
воды < 5 см.

На рисунке 10 в окрестности разработки карьера представлена детализация струк-
туры рельефа дна русла р. Волги в начальный момент времени и в период осенней
межени (30.09.22) для моделей A и B, на фоне которой точками показаны пути су-
доходства: красные — основной «Нижний бьеф Волжской ГЭС — ВДСК»; желтые —
«Волгоградский затон»; зеленые — «Воложка Куропатка». Хорошо видна деформация
дна на карьере, связанная с его разработкой в 2022 году.

Продольные срезы уровней дна вдоль основного и дополнительных судоходных пу-
тей («Нижний бьеф Волжской ГЭС — ВДСК», «Волгоградский затон», «Воложка Куро-
патка») показаны на рисунке 11, из которого видно, что деформация начального уровня
дна 𝑏0 происходит практически одинаково в моделях A и B, то есть 𝑏𝐵 ≈ 𝑏𝐴, а макси-
мальное отклонение на некоторых локальных участках Δ𝑏𝐵𝐴 = 𝑏𝐵 − 𝑏𝐴 не превышает

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2022. T. 25. № 3 47



МОДЕЛИРОВАНИЕ, ИНФОРМАТИКА И УПРАВЛЕНИЕ

значений 0,01–0,05 м. При сравнении глубин вдоль судоходных путей получаем оценку
Δ𝐻𝐴𝐵 = 𝐻𝐴 −𝐻𝐵 < 0, 01–0,05 м.

Рис. 9. Распределение разности уровней дна 𝑏𝐵 − 𝑏𝐴 (левая панель),
глубин 𝐻𝐵 −𝐻𝐴 (средняя панель) и уровней воды η𝐵 − η𝐴 (правая панель)

в моменты времени 𝑡 = 122 (сверху) и 𝑡 = 214 (снизу).
Черными точками отмечен основной судовой ход

На рисунке 12 показаны пространственные распределения разности относительных
концентраций α𝐵 − α𝐴 взвешенных наносов в окрестности о. Обливной, из которого
видно, что величина дополнительной концентрации взвеси твердых частиц, связанная с
процессом разработки карьера, не превышает значений ∼ 2, 5 · 10−6, то есть мутность
𝜖 < 4 · 10−3 кг/м3. Полученное значение дополнительной концентрации взвешенных
наносов оказывается существенно меньше предельно допустимых концентраций взвеси
твердых частиц, регламентирующих работу судового оборудования.

Заключение

Построенная математическая модель самосогласованной динамики поверхностных
вод, влекомых и взвешенных наносов позволяет рассматривать: гидродинамические те-
чения с различными числами Фруда и деформацию дна в реках со сложной геометрией
русел; размыв и намыв грунта, включая как перенос наносов вдоль потока жидко-
сти, так и поперечный транспорт влекомых наносов. Модель основана на уравнениях
Сен-Венана, описывающих динамику поверхностных вод в приближении теории мелкой
воды, уравнении Экснера, описывающего динамику влекомых наносов на наклонном
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дне и уравнении конвективно-диффузионного переноса взвешенных наносов. Представ-
ленный в работе численный алгоритм (лагранжево-эйлеров метод CSPH-TVD) реше-
ния задачи самосогласованной динамики поверхностных вод, влекомых и взвешенных
наносов является условно устойчивым для широкого диапазона возможных скоростей
потока, имеет второй порядок точности 𝑂(τ2, ℎ2) и является двухшаговым типа предик-
тор — корректор. Устойчивость алгоритма, то есть отсутствие осцилляций в численном
решении, достигается благодаря применению TVD-подхода и приближенных методов
решения задачи Римана при вычислении гидродинамических потоков.

Рис. 10. Детализация структуры рельефа дна в окрестности о. Обливной в моменты времени
𝑡 = 0 (левая панель), 𝑡 = 214 для модели A (средняя панель)

и 𝑡 = 214 для модели B (правая панель). Точками показаны линии судоходства: красные —
основной; желтые — «Волгоградский затон»; зеленые — «Воложка Куропатка»

Сформулируем основные результаты работы:

1) На основе построенной математической модели разработан параллельный CUDA-
алгоритм, реализованный в виде программного комплекса «EcoGIS-Simulation» для
суперкомпьютеров с GPU.

2) Проведено численное имитационное моделирование динамики поверхностных вод,
влекомых и взвешенных наносов в русле р. Волга на участке от нижнего бьефа
Волжского гидроузла до пгт. Светлый Яр.

3) Построены карты распределения глубины воды, скорости течения, рельефа дна
и концентрации взвешенных наносов в русле р. Волга для моделей A, B и C в
различные моменты времени.

4) Показано, что разработка исследуемого карьера не оказывает существенного вли-
яния как на структуру потока, так и на деформацию дна вдоль судоходных путей
(основного и дополнительного), на пороге Волгоградского шлюза ВДСК и пере-
катах. Максимальные отклонения уровней дна с учетом разработки карьера не
превышают значений ∼ 1–5 см на всех критически важных объектах (КВО) —
основном и дополнительных судоходных путях, в нижнем бьефе ВГЭС, на пороге
Волгоградского шлюза ВДСК и перекатах.

5) Посадка (уменьшение) уровня воды в меженный период не превышает значений
∼ 1–5 см на всех КВО.

6) Относительная концентрация взвешенных наносов в окрестности о. Обливной,
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связанная с разработкой карьера, не превышает величины 2, 5 · 10−6 (мутность
𝜖 < 4 · 10−3 кг/м3), что не может привести к нарушению условий эксплуатации
судового оборудования, контактирующего с водой.

Рис. 11. Распределения уровней воды (η𝐴, η𝐵) и рельефа дна (𝑏𝐴, 𝑏𝐵) в русле р. Волга вдоль
судоходных путей «Нижний бьеф Волжской ГЭС – ВДСК» (верхняя панель), «Волгоградский
затон» (средняя панель) и «Воложка Куропатка» (нижняя панель) в моменты времени 𝑡 = 122
(слева) и 𝑡 = 214 (справа) для моделей A и B. Начальный (𝑡 = 0) уровень рельефа дна (𝑏0)

показан точечной линией. Вертикальная точечная линия указывает окрестности карьера

Полученные результаты математического моделирования показывают, что разработ-
ка карьера не оказывает значимого влияния на безопасность судоходства как в плане
обеспечения гарантированной глубины судового хода и уровней воды на всех критиче-
ски важных объектах, так и условий эксплуатации судов, связанных с мутностью воды.
В соответствии с планом разработки карьера в 2022 г. не требуется проведение дополни-
тельных работ: по расчистке русел судоходных путей «Нижний бьеф Волжской ГЭС —
ВДСК», «Волгоградский затон» и «Воложка Куропатка»; по обеспечению минимальных
уровней воды и гарантированной глубины в нижнем бьефе ВГЭС, на пороге Волгоград-
ского шлюза ВДСК и перекатах; по ремонту судового оборудования, контактирующего
с водой, из-за превышения предельно допустимых значений мутности воды.
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Рис. 12. Распределение разности относительных концентраций (α𝐵 − α𝐴) взвешенных наносов
в окрестности о. Обливной на фоне рельефа местности (градиентное светотеневое

представление) и уровня воды (голубой цвет) в моменты времени 𝑡 = 122 (слева) и 𝑡 = 214
(справа). Точками показаны линии судоходства: красные — основной; желтые —

«Волгоградский затон»; зеленые — «Воложка Куропатка»

Продолжение следует.
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Abstract. A mathematical model of the joint dynamics of shallow waters,
entrained and suspended sediments is constructed, which takes into account
nonlinear fluid dynamics and bottom deformations. The dynamics of shallow
waters is described by the Saint-Venant equations taking into account the spatially
inhomogeneous distribution of the terrain. The transport of entrained sediments
is described by the Exner equation generalized to the case of an inhomogeneous
distribution of the parameters of the underlying surface. The dynamics of sus-
pended sediments is described by the transport equation, which includes convec-
tive transport by water flow and the process of diffusion of the suspension in
the liquid layer. For numerical integration of the Saint-Venant, Exner equations
and suspended sediment dynamics, a stable and well-tested CSPH-TVD method
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of the second order of accuracy is used, the parallel CUDA algorithm of which
is implemented in the form of a software package «EcoGIS-Simulation» for high-
performance computing on supercomputers with graphics coprocessors (GPU).
The conditions for the development of a quarry of non-metallic building materials
(NSM) located at the mouth of the Partridge Volozhka of the Volga-Akhtuba
floodplain on the 2549–2550 km section of the Volga River are considered. To
study the safety of navigation from the lower reaches of the Volga hydroelectric
dam to the entrance to the VDSK, numerical hydrodynamic modeling of the
dynamics of channel processes in this section of the Volga River was carried out.
Based on the results of mathematical modeling of the joint dynamics of surface
waters, entrained and suspended sediments in the riverbed of the Volga River,
it is concluded that the development of the NSM quarry considered in the work
does not significantly affect the safety of navigation both along the main ship
course “The lower reaches of the Volga hydroelectric dam — VDSK” and on
additional — “Volgograd zaton” and “Volozhka Partridge”.

Key words: hydrodynamics of surface waters, shallow water model, entrained
and suspended sediments, numerical modeling, CSPH-TVD method, parallel com-
puting, CUDA algorithm, supercomputers with GPU.
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