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Аннотация.Большой научный интерес представляют различные способы
сведения полной системы гидродинамических уравнений по объему к системе
уравнений на поверхности. В статье получены в явном виде «стационарные»
системы интегро-дифференциальных уравнений, которые являются следстви-
ями нестационарных уравнений Эйлера сжимаемой жидкости и полной си-
стемы уравнений гидродинамики и у которых производные по времени отсут-
ствуют. Использован метод редукции переопределенных систем дифференци-
альных уравнений, предложенный ранее авторами и обобщенный очевидным
образом на случай интегро-дифференциальных уравнений. Эволюция всего
потока в объеме задается изменяющимися во времени данными на некоторой
поверхности этого потока. Если к ним задать корректную задачу, то мы можем
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определить весь нестационарный поток в объеме без решения нестационарной
задачи. Особенность данной работы заключается в том, что все сокращенные
в размерности уравнения получены в явном виде, в отличие от предыдущих
работ авторов, где предлагалось до 200–500 уравнений с сокращенной размер-
ностью, которые очень сложно исследовать и моделировать. Получены также
новые нестационарные интегральные уравнения, которые определяют эволю-
цию потока. Также предлагается новый способ переопределения любой систе-
мы УрЧП с помощью общего интегрального соотношения по пространству,
следующего из теоремы разложения Гельмгольца.

Ключевые слова: переопределенные системы дифференциальных урав-
нений, размерность дифференциальных уравнений, гидродинамика, уравнения
Эйлера, сжимаемая жидкость, интегро-дифференциальные уравнения, редук-
ция.

Введение

На сегодняшний день прямое численное моделирование процессов горения, об-
текания, развития гидродинамических неустойчивостей, турбулентности, а также мно-
гих других гидродинамических явлений по ряду причин вычислительного характера
невозможно или чрезвычайно затруднено [8–10; 13; 14; 17; 20]. Большой интерес пред-
ставляют различные способы сведения полной системы гидродинамических уравнений
и химической кинетики по объему к уравнению или системе уравнений на поверхно-
сти, приводящие к уменьшению вычислительных мощностей [4; 5]. В теории горения,
в частности, поставленную задачу можно было бы существенно упростить, если бы
удалось свести полную систему уравнений гидродинамики горения к единственному
уравнению, описывающему положение фронта реакции [16; 19]. Научный интерес также
представляет подобная процедура для получения описания поверхностей других гидро-
динамических разрывов [8], например, тангенциального разрыва, который встречается в
струях, следах от летящего тела или на поверхности воды в виде ветровых волн, а также
является одним из препятствий, стоящих на пути осуществления управляемого инерци-
ального термоядерного синтеза [2; 11; 12]. В частности, необходимо учитывать динамику
тангенциального разрыва при описании гидродинамических неустойчивостей (Релея —
Тейлора, Дарье — Ландау, Мешкова — Рихтмайера, Кельвина — Гельмгольца), грави-
тационных волн и ряда других явлений [8]. Данный метод позволяет также рассчитать
гидродинамические разрывы с учетом вязкости, образования звука и других измене-
ний плотности газов и жидкостей, пользуясь информацией только на их поверхностях.
В общем случае решение нелинейной задачи описания тангенциального разрыва не най-
дено. Аналитическое решение может быть получено лишь в двух предельных случаях
для бесконечно тонких пленок и в приближении «опрокинутой мелкой воды» [15; 18].

В данной работе мы сводим нестационарные уравнения Эйлера сжимаемой жид-
кости и полную систему уравнений гидродинамики к «стационарным» интегро-диффе-
ренциальным уравнениям, у которых производные по времени отсутствуют. С помощью
этих уравнений гидродинамические разрывы могут «видеть» весь внешний поток в ре-
альном времени. А именно, если есть система уравнений движения разрыва, то, вычис-
ляя движение самого разрыва, а также других величин на его поверхности, можно сразу
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вычислить весь внешний поток без привязки ко времени. Все сокращенные в размерно-
сти уравнения получены в явном виде, в отличие от предыдущих работ авторов [1; 3],
где предлагались до 200–500 уравнений с сокращенной размерностью, которые очень
сложно исследовать и моделировать.

В работе авторов [7] нестационарные уравнения Эйлера несжимаемой жидкости
и Навье — Стокса с постоянной плотностью сводятся к «стационарным» интегро-диф-
ференциальным уравнениям, у которых производные по времени отсутствуют. Однако
системы уравнений, приведенные в данной статье, к ним формально не сводятся, потому
что здесь используется другой способ переопределения и учитывается существенным
образом функция зависимости давления от плотности жидкости.

1. Уравнения Эйлера сжимаемой жидкости в изоэнтропическом 3D-потоке

В изоэнтропическом 3D потоке, если плотность ρ(r, 𝑡) ̸= const, но 𝑠(r, 𝑡) = const,
где 𝑠(r, 𝑡) — энтропия жидкости, то есть существует однозначная связь между давлени-
ем 𝑃 (r, 𝑡) и плотностью ρ(r, 𝑡) : 𝑃 = 𝑃𝑆(ρ), уравнения Эйлера примут вид [8]:

𝜕u

𝜕𝑡
+ (u∇)u+

𝜕𝑃𝑆(ρ)

ρ𝜕ρ
∇ρ = 0, (1)

ω = ∇× u, (2)

𝜕ρ

𝜕𝑡
+ u · ∇ρ+ ρ divu = 0, (3)

где ∇ = ( 𝜕
𝜕𝑥
, 𝜕
𝜕𝑦
, 𝜕
𝜕𝑧
); u(r, 𝑡) — скорость жидкости в точке r = (𝑥, 𝑦, 𝑧) в момент време-

ни 𝑡; u
⃒⃒⃒
𝑡=0

= u0(r).

Взаимно-однозначно перейдем к лагранжевым переменным начального положения
частиц газа и времени r0, 𝑡 (то есть к разметке).

𝑑r

𝑑𝑡
= u(r, 𝑡), r = r(r0.𝑡) и r0 = r0(r, 𝑡), r0

⃒⃒⃒
𝑡=0

= r, r
⃒⃒⃒
𝑡=0

= r0. (4)

Тогда из системы уравнений (1)–(3) следует, что [4]

ω · ∇r0
ρ

=
ω0(ρ0)

ρ0(r0)
, (5)

1

ρ

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

1

ρ0(r0)
, (6)

где ρ0(r) и ω0 = ∇× u0 — начальные данные у ρ(r, 𝑡) и ω = ∇× u при 𝑡 = 0. Из (5),
(6) получаем

ω(r0, 𝑡)

ρ
=

ω0(r0) · ∇0r

ρ0(r0)
, (7)

где ∇0 = ( 𝜕
𝜕𝑥0

, 𝜕
𝜕𝑦0

, 𝜕
𝜕𝑧0

).
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Пусть мы имеем поток u(r, 𝑡) во всем объеме и достаточно быстро убывающий на
бесконечности. Тогда выражение для скорости u может быть записано в виде [14]:

u =
1

4π
∇r ×

∫︁
ω(r′, 𝑡)

|r− r′|
𝑑3r′ +

1

4π
∇r

∫︁
divu(r′, 𝑡)

|r− r′|
𝑑3r′ =

= − 1

4π

∫︁
(r− r′)×ω(r′, 𝑡)

|r− r′|3
𝑑3r′ − 1

4π

∫︁
(r− r′) divu(r′, 𝑡)

|r− r′|3
𝑑3r′, (8)

где ∇r = ( 𝜕
𝜕𝑥
, 𝜕
𝜕𝑦
, 𝜕
𝜕𝑧
). Перейдем в подынтегральном выражении в формуле (8) к пере-

менным Лагранжа (4), используя (6), (7):

u = − 1

4π

∫︁ (︁r−r′(r′0, 𝑡)
)︁
×ω(r′0, 𝑡)

|r− r′(r′0, 𝑡)|3
𝜕r′

𝜕r′0
𝑑3r′0 −

1

4π

∫︁ (︁r−r′(r′0, 𝑡)
)︁
· divu(r′0, 𝑡)

|r− r′(r′0, 𝑡)|3
𝜕r′

𝜕r′0
𝑑3r′0 =

= − 1

4π

∫︁ (︁
r−r′(r′0, 𝑡)

)︁
×

(︁
ω0(r

′
0)·∇0

)︁
r′(r′0, 𝑡)

|r− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0 −

1

4π

∫︁ (︁r−r′(r′0, 𝑡)
)︁
𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0,

(9)

где

𝑀(r′0, 𝑡) =
𝜕(𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡), 𝑦

′, 𝑧′)

𝜕r′0
+

𝜕(𝑥′, 𝑢𝑦(r
′
0, 𝑡), 𝑧

′)

𝜕r′0
+

𝜕(𝑥′, 𝑦′, 𝑢𝑧(r
′
0, 𝑡))

𝜕r′0
.

Используя определение переменных Лагранжа (4), находим

u(r0, 𝑡) =
𝜕r

𝜕𝑡
(r0, 𝑡) = − 1

4π

∫︁ (︁
r(r0, 𝑡)−r′(r′0, 𝑡)

)︁
×

(︁
ω0(r

′
0)·∇0

)︁
r′(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0−

− 1

4π

∫︁ (︁r(r0, 𝑡)−r′(r′0, 𝑡)
)︁
𝑀(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0. (10)

Продифференцируем выражения (10) по лагранжеву времени 𝑡. Тогда, используя
уравнения Эйлера (1)–(3), получим некоторые интегральные выражения вида

−𝜕𝑃𝑆(ρ)

ρ𝜕ρ
∇ρ = 𝜕u

𝜕𝑡
(r0, 𝑡) = − 1

4π

∫︁ (︂
𝜕

𝜕𝑡
r(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡
r′(r′0, 𝑡)

)︂
× (ω0(r

′
0) · ∇0)r

′(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0−

− 1

4π

∫︁ (︁
r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)

)︁
×
(ω0(r

′
0) · ∇0)

𝜕
𝜕𝑡
r′(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0+

+
3

4π

∫︁ (︁
r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)

)︁
×

×
(︃
(ω0(r

′
0) · ∇0)r

′(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|5
(︁
r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)

)︁
·
(︂
𝜕

𝜕𝑡
r(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡
r′(r′0, 𝑡)

)︂)︃
𝑑3r′0−

− 1

4π

∫︁ (︁
𝜕
𝜕𝑡
r(r0, 𝑡)− 𝜕

𝜕𝑡
r′(r′0, 𝑡)

)︁
𝑀(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0 −

1

4π

∫︁
(r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡))

𝜕𝑀(r′0,𝑡)

𝜕𝑡

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0+

+
3

4π

∫︁
(r(r0, 𝑡)−r′(r′0, 𝑡))𝑀(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|5
(︁
r(r0, 𝑡)−r′(r′0, 𝑡)

)︁
·
(︂
𝜕

𝜕𝑡
r(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡
r′(r′0, 𝑡)

)︂
𝑑3r′0, (11)
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где

𝜕𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕
(︁

𝜕
𝜕𝑡
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡), 𝑦

′, 𝑧′
)︁

𝜕r′0
+
𝜕
(︁
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡),

𝜕
𝜕𝑡
𝑦′(r′0, 𝑡), 𝑧

′
)︁

𝜕r′0
+
𝜕
(︁
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡), 𝑦

′, 𝜕
𝜕𝑡
𝑧′(r′0, 𝑡)

)︁
𝜕r′0

+

+
𝜕
(︁

𝜕
𝜕𝑡
𝑥′(r′0, 𝑡), 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡), 𝑧

′
)︁

𝜕r′0
+

𝜕
(︁
𝑥′, 𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡), 𝑧

′
)︁

𝜕r′0
+

𝜕
(︁
𝑥′, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡),

𝜕
𝜕𝑡
𝑧′(r′0, 𝑡)

)︁
𝜕r′0

+

𝜕
(︁

𝜕
𝜕𝑡
𝑥′(r′0, 𝑡), 𝑦

′, 𝑢𝑧(r
′
0, 𝑡
)︁

𝜕r′0
+

𝜕
(︁
𝑥′, 𝜕

𝜕𝑡
𝑦′(r′0, 𝑡), 𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡
)︁

𝜕r′0
+

𝜕
(︁
𝑥′, 𝑦 𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡)

)︁
𝜕r′0

.

Перепишем выражение (6) в виде

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
=
ρ(r0)

ρ
. (12)

Используя (12), находим, что компоненты вектора градиента плотности ∇ρ в формулах
(11) в переменных Лагранжа (4) выражаются следующим образом

𝜕ρ

𝜕𝑥
=

𝜕(ρ, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

1
𝜕(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕(𝑥0,𝑦0,𝑧0)

𝜕(ρ, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
=

ρ

ρ0(r0)

𝜕(ρ, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
. (13)

Аналогично получаем, что
𝜕ρ

𝜕𝑦
=

ρ

ρ0(r0)

𝜕(𝑥, ρ, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
, (14)

𝜕ρ

𝜕𝑧
=

ρ

ρ0(r0)

𝜕(𝑥, 𝑦, ρ)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
. (15)

Таким образом, формально в переменных Лагранжа мы получили систему из 13 ин-
тегро-дифференциальных уравнений (10)–(12) и 13 неизвестных функций r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡),
u(r0, 𝑡), 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡 и 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, где производная по времени от этих неизвестных от-
сутствует в явном виде. Условие ω0(r0) ̸= 0 здесь существенно (в противном случае,
уравнения (8)–(10) превратятся в верные тождества, и никакого переопределения при
этом нет), то есть потенциальное решение этим методом найти невозможно.

Если мы в уравнении (11) в левую часть поставим 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡 = 𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
2,

в правую часть 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡 = −∇𝑃/ρ = −(∇ρ/ρ)𝜕𝑃𝑆(ρ)/𝜕ρ и u(r0, 𝑡) = 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡,
то с учетом (12)–(15) получим систему из трех интегро-дифференциальных уравнений
для определения лагранжевых координат r(r0, 𝑡), где старшие производные по времени
выражены через остальные, а значит и всего потока. Формально тогда интегральные
уравнения (11) в переменных Лагранжа определяют эволюцию потока (с начальными

условиями r
⃒⃒⃒
𝑡=0

= r0, 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
⃒⃒⃒
𝑡=0

= u0(r0, 𝑡)) и являются следствиями уравнений

Эйлера (1)–(3).
В случае, если имеются границы у потока, то выражения (8), (9) несколько услож-

няются [14], но уравнения, аналогичные (10)–(12), также можно получить.
Фактически, чтобы редуцировать уравнения Эйлера (1)–(3), достаточно исполь-

зовать только одно из уравнений (8). Для этого нужно применить прием сокращения
размерности (редукции) в переопределенных системах УрЧП [6], обобщенный очевид-
ным образом на случай интегро-дифференциальных уравнений.
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2. Полная система нестационарных уравнений гидродинамики в 3D-потоке

Рассмотрим уравнения гидродинамики в 3D-пространстве в виде [8]:

𝜕ρ

𝜕𝑡
+ div(ρu) = 0, (16)

𝜕u

𝜕𝑡
+ (u∇)u+

∇𝑃

ρ
=

𝜕u

𝜕𝑡
− u×ω+∇

(︃
u2

2

)︃
+

∇𝑃

ρ
=

∇σ
ρ

+
F

ρ
, (17)

ω = ∇× u, (18)

ρ𝑇

[︂
𝜕𝑠

𝜕𝑡
+ (u∇)𝑠

]︂
= 𝑄− div q+ Φ, (19)

𝑇 = 𝑇 (ρ, 𝑠), 𝑃 = 𝑃 (ρ, 𝑠), (20)

∇𝑤 = 𝑇 · ∇𝑠+
∇𝑃

ρ
, (21)

где ρ, u, 𝑃 , 𝑇 , 𝑤 и 𝑠 — плотность, скорость, давление, температура, удельная тепло-
вая функция и энтропия (на единицу массы) рассматриваемой среды соответственно.
Здесь F, 𝑄 — объемные сила и тепловыделение; q = −λ∇𝑇 — тепловой поток ( λ —
теплопроводность); σ — тензор вязких напряжений, для которого имеем

∇σ = µ

(︂
Δu+

1

3
∇(∇u)

)︂
, (22)

где µ — сдвиговая динамическая вязкость. Входящая в уравнение (19) диссипативная
функции Φ равна

Φ =
µ

2

3∑︁
𝑘,𝑖=1

(︂
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘

+
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑖

)︂2

− 2

3
µ

3∑︁
𝑙=1

(︂
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑙

)︂2

, (23)

где (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧), (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥, 𝑦, 𝑧).
Уравнения (20) и (21) — термодинамические соотношения, которые зависят от

свойств рассматриваемой среды.
Введем «поправку» α(r, 𝑡) к вектору u(r, 𝑡) и «псевдоплотность» ρ∙(r, 𝑡), которые

определим из уравнений:

𝜕ρ∙

𝜕𝑡
+ (u+ α) · ∇ρ∙ + ρ∙ div(u+ α) = 0, (24)

𝜕α

𝜕𝑡
+
(︀
(u+ α)∇

)︀
α+ (α∇)u+ 𝑇 · ∇𝑠+

∇σ
ρ

+
F

ρ
= 0. (25)

Почленно сложим формулы (17) и (25). Тогда, учитывая (21), находим, что

𝜕(u+ α)

𝜕𝑡
+
(︀
(u+ α)∇

)︀
(u+ α) +∇𝑤 =

=
u+ α

𝜕𝑡
− (u+ α)× (ω+∇× α) +∇

(︃
(u+ α)2

2

)︃
+∇𝑤 = 0. (26)
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Векторное поле u + α формально можно рассмотреть, как эйлеров изоэнтропиче-
ский поток с плотностью ρ∙(r, 𝑡) и энтальпией 𝑤(r, 𝑡). Взяв операцию «∇×» от обеих
частей (26), находим, что

𝜕(ω+∇× α)

𝜕𝑡
= ∇×

[︀
(u+ α)× (ω+∇× α)

]︀
. (27)

Перейдем к псевдолагранжевым переменным начального положения частиц газа и
времени r0, 𝑡 (то есть к разметке).

𝑑r

𝑑𝑡
= u(r, 𝑡) + α(r, 𝑡), r = r(r0, 𝑡) и r0 = r0(r, 𝑡), r0

⃒⃒⃒
𝑡=0

, r
⃒⃒⃒
𝑡=0

= r0. (28)

Тогда уравнения (24) и (27) можно преобразовать к виду [4]:

(ω+∇× α) · ∇r0
ρ∙

=

(︀
ω0(r0) +∇× α0(r0)

)︀
ρ∙0(r0)

, (29)

1

ρ∙
𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

1

ρ∙0(r0)
, (30)

где α0, ρ∙0, ω0 = ∇× u0 — начальные распределения величин α, ρ∙, ω, u
⃒⃒⃒
𝑡=0

= u0(r).

Положим здесь α0 ≡ 0 и ρ∙0 ≡ ρ0. Тогда, как было показано, уравнения (29)–(30)
можно преобразовать к виду (5), (6), а сама формула (30) принимает вид

ρ0(r0)

ρ∙
=

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
. (31)

Из (29), (30) получаем
ω(r0, 𝑡)

ρ∙
=

ω0(r0) · ∇0r

ρ0(r0)
, (32)

где ∇0 = ( 𝜕
𝜕𝑥0

, 𝜕
𝜕𝑦0

, 𝜕
𝜕𝑧0

).
Пусть мы имеем поток u(r, 𝑡) + α(r, 𝑡) во всем пространстве и достаточно быст-

ро убывающий на бесконечности. Аналогично (8) выражение для u + α может быть
записано в виде [14]:

u+ α =
1

4π
∇r ×

∫︁
(ω+∇× α)(r′, 𝑡)

|r− r′|
𝑑3r′ +

1

4π
∇r

∫︁
div(u+ α)(r′, 𝑡)

|r− r′|
𝑑3r′, (33)

где ∇r = ( 𝜕
𝜕𝑥
, 𝜕
𝜕𝑦
, 𝜕
𝜕𝑧
). Перейдем в подынтегральном выражении в формуле (33) к пере-

менным (28), используя (31), (32):

u+α = (u+α)(r0, 𝑡) =
𝜕r

𝜕𝑡
(r0, 𝑡) =− 1

4π

∫︁ (︁
r(r0, 𝑡)−r′(r′0, 𝑡)

)︁
× (ω0(r

′
0)·∇0)r

′(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0−

− 1

4π

∫︁
(r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡))𝑀(r′0, 𝑡)

|r(r0, 𝑡)− r′(r′0, 𝑡)|3
𝑑3r′0, (34)

где

𝑀(r′0, 𝑡) =
𝜕((𝑢+ α)𝑥(r

′
0, 𝑡), 𝑦

′, 𝑧′)

𝜕r′0
+

𝜕(𝑥′, (𝑢+ α)𝑦(r
′
0, 𝑡), 𝑧

′)

𝜕r′0
+

𝜕(𝑥′, 𝑦′, (𝑢+ α)𝑧(r
′
0, 𝑡))

𝜕r′0
.
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Продифференцируем выражения (34) по псевдолагранжеву времени 𝑡. Тогда полу-
чим некоторые интегральные выражения вида

𝜕(u+ α)(r0, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐼

(︃
r(r0, 𝑡),

𝜕r(r0, 𝑡)

𝜕𝑡
, (u+ α)(r0, 𝑡),

𝜕(u+ α)(r0, 𝑡)

𝜕𝑡

)︃
. (35)

Используя уравнения (26), получим, что

𝜕(u+ α)(r0, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕2r(r0, 𝑡)

𝜕𝑡2
= −∇𝑤(ρ, 𝑠). (36)

Из уравнений (16), (19), (25) и (26) следует, что

𝜕ρ(r0, 𝑡)

𝜕𝑡
− α∇ρ+ ρ divu = 0, (37)

ρ𝑇

[︃
𝜕𝑠(r0, 𝑡)

𝜕𝑡
− α∇𝑠

]︃
= 𝑄− div q+ Φ, (38)

𝜕α(r0, 𝑡)

𝜕𝑡
+ (α∇)u+ 𝑇 · ∇𝑠+

∇σ
ρ

+
F

ρ
= 0, (39)

𝜕u(r0, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑤(ρ, 𝑠)− 𝜕α(r0, 𝑡)

𝜕𝑡
. (40)

В выражениях для пространственных производных в (37)–(40) аналогично (12)–
(15) можно перейти к псевдолагранжевым переменным (28).

Если выражения (36) подставить в интегральные уравнения (35), то вместе с урав-
нениями (34) мы будем иметь 9 «стационарных» интегро-дифференциальных уравнений
от 14 неизвестных функций r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡), 𝑠(r0, 𝑡), u(r0, 𝑡), α(r0, 𝑡) и 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, где
производная по времени от этих неизвестных отсутствует в явном виде. Чтобы полу-
чить недостающие уравнения, проделаем следующую процедуру. Подставим формулы
(36) в уравнения (35) и продифференцируем их по псевдолагранжеву времени 𝑡. Вы-
ражения для производных 𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2, 𝜕ρ(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕𝑠(r0, 𝑡)/𝜕𝑡 подставим из фор-
мул (36)–(38). Получим три новых интегральных уравнений вида (35) и проделаем эту
процедуру еще раз, используя выражения (39), (40) для 𝜕α(r0, 𝑡)/𝜕𝑡 и 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡.
В результате получим еще 6 интегро-дифференциальных уравнений вида (35), и вместе
с уже имеющимися 9 уравнениями (34), (35) можно составить систему из 15 «стацио-
нарных» уравнений от 14 неизвестных функций r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡), 𝑠(r0, 𝑡), u(r0, 𝑡), α(r0, 𝑡)
и 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡.

Эта система уравнений должна допускать параметрическое семейство решений (за-
висимость от времени 𝑡). Каждое конкретное решение должно выделяться данными на
некоторой поверхности, которые должны быть найдены независимо.

В двумерном случае эта система уравнений будет несколько проще. Выражение (35)
можно дифференцировать по времени еще раз и получать новые соотношения. Однако
не все они могут быть независимыми. Достаточно продифференцировать уравнения (35)
ограниченное число раз, и при выполнение некоторого условия (см. приложение А) все
последующие соотношения будут следствиями ранее полученных уравнений. Заметим,
что уравнения гидродинамики (16)–(21) можно редуцировать и не используя замену
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переменных вида (28), а ограничившись только переменными Лагранжа (4). Для редук-
ции мы используем только то, что в новых переменных производная от завихренности по
времени в соотношениях (8) или (33) выражалась через пространственные производные
от остальных функций. Фактически мы предлагаем новый способ переопределения лю-
бой системы уравнений типа (16)–(21) с помощью общего интегрального соотношения
по пространству [14].

Заключение

Сокращение размерности в уравнениях гидродинамики является важной задачей,
которая позволяет упростить расчеты гидродинамических потоков. В целом в прило-
жениях при конструировании двигателей внутреннего сгорания, ракетных двигателей,
газовых турбин и др. данное исследование необходимо для снижения вычислительных
мощностей, затрачиваемых для решения этих задач в настоящее время. В частности,
снижение размерности может позволить сократить продолжительность таких расчетов
на один или несколько порядков. Снижение размерности также может быть исполь-
зовано, чтобы верифицировать полные расчеты гидродинамических потоков, используя
упрощенные расчеты на основе результатов, полученных в данной работе, как тестовые.

В данной работе мы получили «стационарные» системы интегро-дифференциальных
уравнений, которые являются следствиями нестационарных уравнений Эйлера сжимае-
мой жидкости (часть 1) и полной системы уравнений гидродинамики в неограниченном
пространстве (часть 2). Обратное показывается на примере уравнений Эйлера (при-
ложение А). Если к ним задать корректную задачу, то мы можем определить весь
нестационарный поток в объеме без решения нестационарной задачи. Достаточно за-
дать изменяющиеся во времени данные только на некоторой поверхности этого потока,
которые должны быть определены независимо. Например, из расчета другой задачи,
описывающей эволюцию жидкости на этой поверхности в терминах самой поверхно-
сти. Начальные данные задачи Коши для всего потока в неограниченном пространстве
учитываются в самих редуцированных уравнениях (см. (5), (6)).

Получены также интегральные нестационарные уравнения в новых переменных
(лагранжевых (4) и псевдолагранжевых (28)), которые определяют эволюцию потока.

В статье также предлагается новый способ переопределения любой системы УрЧП
типа (16)–(21) с помощью общего интегрального соотношения по пространству, следу-
ющего из теоремы разложения Гельмгольца [14].

Поскольку в системах (11) и (34)–(36) есть интегрирование по пространству, то
редукция по пространственным переменным данным методом невозможна.

Приложение А. Достаточные условия корректности редуцированной системы
интегро-дифференциальных уравнений

Рассмотрим систему из 13 интегро-дифференциальных уравнений (10)–(12). Выра-
жение (10) можно дифференцировать по времени еще раз и получать новые соотноше-
ния и соответственно получать новые уравнения помимо (10)–(12). Найдем условия, при
которых из этих редуцированных уравнений будут прямо следовать уравнения Эйлера
(1)–(3).

Продифференцируем по лагранжеву времени 𝑡 первое равенство в уравнении (10).
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Тогда
𝜕u

𝜕𝑡
(r0, 𝑡) =

𝜕2r

𝜕𝑡2
(r0, 𝑡). (A.1)

Аналогично продифференцируем по лагранжеву времени уравнение (12). Тогда

𝜕(𝜕𝑥
𝜕𝑡
, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, 𝜕𝑦
𝜕𝑡
, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝜕𝑧
𝜕𝑡
)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
= −ρ0(r0)

ρ2
𝜕ρ

𝜕𝑡
. (A.2)

Аналогично продифференцируем левое равенство в уравнении (11). Имеем,

1

ρ2

(︃
𝜕𝑃𝑆(ρ)

𝜕ρ
− ρ𝜕

2𝑃𝑆(ρ)

𝜕ρ2

)︃
𝜕ρ

𝜕𝑡
∇ρ− 𝜕𝑃𝑆(ρ)

ρ𝜕ρ

𝜕∇ρ
𝜕𝑡

=
𝜕2u

𝜕𝑡2
(r0, 𝑡), (A.3)

где

𝜕∇ρ
𝜕𝑡

=
ρ

ρ0(r0)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

ρ

𝜕ρ

𝜕𝑡

𝜕(ρ, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝜕ρ
𝜕𝑡
, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(ρ, 𝜕𝑦
𝜕𝑡
, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(ρ, 𝑦, 𝜕𝑧
𝜕𝑡
)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
1

ρ

𝜕ρ

𝜕𝑡

𝜕(𝑥, ρ, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝜕𝑥
𝜕𝑡
, ρ, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, 𝜕ρ
𝜕𝑡
, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, ρ, 𝜕𝑧
𝜕𝑡
)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
1

ρ

𝜕ρ

𝜕𝑡

𝜕(𝑥, 𝑦, ρ)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝜕𝑥
𝜕𝑡
, 𝑦, ρ)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, 𝜕𝑦
𝜕𝑡
, ρ)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝜕ρ
𝜕𝑡
)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Обозначим r = r(r0, 𝑡), r′ = r′(r′0, 𝑡). Продифференцируем теперь правое равенство
в уравнении (11). Получим

𝜕2u

𝜕𝑡2
(r0, 𝑡) =

1

4π

∫︁
(𝐸1 + 𝐸2)𝑑

2r′0, (A.4)

где

𝐸1 = −
(︃

𝜕2

𝜕𝑡2
r− 𝜕2

𝜕𝑡2
r′
)︃
× (ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|3
− 2

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂
×

(ω0(r
′
0) · ∇0)

𝜕

𝜕𝑡
r′

|r− r′|3
+

+6

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂
× (ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|5
(r− r′) ·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂
−

−
(︀
r− r′

)︀
×
(ω0(r

′
0) · ∇0)

𝜕2

𝜕𝑡2
r′

|r− r′|3
+ 6

(︀
r− r′

)︀
×
(ω0(r

′
0) · ∇0)

𝜕

𝜕𝑡
r′

|r− r′|5
(r− r′)·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂
+

+3(r− r′)×

⎛⎝(ω0(r
′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|5
(r− r′) ·

(︃
𝜕2

𝜕𝑡2
r− 𝜕2

𝜕𝑡2
r′
)︃⎞⎠+

+3(r− r′)×
(︃
(ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|5

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂2
)︃
−

− 15(r− r′)×

⎛⎝(ω0(r
′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|7

(︃
(r− r′) ·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂)︃2

⎞⎠ ,
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𝐸2 = −
(r− r′)

𝜕2𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡2

|r− r′|3
−

(︃
𝜕2

𝜕𝑡2
r− 𝜕2

𝜕𝑡2
r′
)︃
𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|3
+

+6

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂(︃

(r− r′) ·
(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂)︃

𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|5
−

− 2

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂
𝜕𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡

|r− r′|3
+ 3

(r− r′)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|5

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂2

+

+6

(r− r′)

(︃
(r− r′) ·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂)︃

𝜕𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡

|r− r′|5
+

+3
(r− r′)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|5
(r− r′) ·

(︃
𝜕2

𝜕𝑡2
r− 𝜕2

𝜕𝑡2
r′
)︃
−

− 15
(r− r′)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|7

(︃
(r− r′) ·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂)︃2

;

𝜕2𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑡2
(r′0, 𝑡), 𝑦

′, 𝑧′
)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡),

𝜕2𝑦′

𝜕𝑡2
, 𝑧′
)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡), 𝑦

′,
𝜕2𝑧′

𝜕𝑡2

)︃
+

+2
𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡),

𝜕𝑦′

𝜕𝑡
, 𝑧′
)︃
+ 2

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡), 𝑦

′,
𝜕𝑧′

𝜕𝑡

)︃
+ 2

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡),

𝜕𝑦′

𝜕𝑡
,
𝜕𝑧′

𝜕𝑡

)︃
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕2𝑥′

𝜕𝑡2
, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡), 𝑧

′

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′,

𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑡2
(r′0, 𝑡), 𝑧

′

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡),

𝜕2𝑧′

𝜕𝑡2

)︃
+

+2
𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑥′

𝜕𝑡
,
𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡), 𝑧

′

)︃
+ 2

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′,

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡),

𝜕𝑧′

𝜕𝑡

)︃
+ 2

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑥′

𝜕𝑡
, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡),

𝜕𝑧′

𝜕𝑡

)︃
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕2𝑥′

𝜕𝑡2
, 𝑦′, 𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡)

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′,

𝜕2𝑦′

𝜕𝑡2
, 𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡)

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′, 𝑦′,

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
(r′0, 𝑡)

)︃
+

+2
𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑥′

𝜕𝑡
,
𝜕𝑦′

𝜕𝑡
, 𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡)

)︃
+ 2

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′,

𝜕𝑦′

𝜕𝑡
,
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡)

)︃
+ 2

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑥′

𝜕𝑡
, 𝑦′,

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡)

)︃
.

В итоге мы имеем переопределенную систему из 23 интегро-дифференциальных
уравнений в объеме (10)–(12), (А.1)–(А.4) от 20 неизвестных функций r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡),
u(r0, 𝑡), 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕ρ(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕2u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2, 𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
2, где произ-

водная по времени от этих неизвестных отсутствует в явном виде.
Пусть система уравнений (10)–(12), (А.1)–(А.4) допускает некоторое параметриче-

ское семейство решений r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡), u(r0, 𝑡), 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕ρ(r0, 𝑡)/𝜕𝑡,

𝜕2u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
2, 𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2, где 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑇 > 0, параметр такой, что r(r0, 𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=0

= r0,
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𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
⃒⃒⃒
𝑡=0

= u0(r0). Рассмотрим r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡), u(r0, 𝑡), 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡,

𝜕ρ(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕2u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
2, 𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2 просто как обозначения неизвестных функций,
которые зависят от параметра 𝑡 и r0. Продифференцируем по параметру 𝑡 первое равен-
ство в (10), уравнение (12) и левое равенство в (11) и вычтем их почленно из (А.1),
(А.2) и (А.3) соответственно. Тогда

δu1 = δr2, (A.5)

𝜕(δ𝑥1, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝑥, 𝜕(δ𝑦1, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, 𝑦, δ𝑧1)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
= −ρ0(r0)

ρ2
δρ, (A.6)

1

ρ2

(︃
𝜕𝑃𝑆(ρ)

𝜕ρ
− ρ𝜕

2𝑃𝑆(ρ)

𝜕ρ2

)︃
δρ∇ρ−

𝜕𝑃𝑆(ρ)

ρ𝜕ρ
G = δu2, (A.7)

где

G =
ρ

ρ0(r0)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

ρ

𝜕ρ

𝜕𝑡

𝜕(ρ, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(δρ, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(ρ, δ𝑦1, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(ρ, 𝑦, δ𝑧1)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
1

ρ

𝜕ρ

𝜕𝑡

𝜕(𝑥, ρ, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(δ𝑥1, ρ, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, δρ, 𝑧)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, ρ, δ𝑧1)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
1

ρ

𝜕ρ

𝜕𝑡

𝜕(𝑥, 𝑦, ρ)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(δ𝑥1, 𝑦, ρ)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, δ𝑦1, ρ)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
+

𝜕(𝑥, 𝑦, δρ)

𝜕(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

δr1 =
𝜕r

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︁
r(r0, 𝑡)

]︁
, δr1 = (δ𝑥1, δ𝑦1, δ𝑧1), δρ =

𝜕ρ

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︁
ρ(r0, 𝑡)

]︁
,

δr2 =
𝜕2r

𝜕𝑡2
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︁𝜕r
𝜕𝑡

(r0, 𝑡)
]︁
, δr2 = (δ𝑥2, δ𝑦2, δ𝑧2), δu1 =

𝜕u

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︁
u(r0, 𝑡)

]︁
,

δu1 = (δ𝑢𝑥1, δ𝑢𝑦1, δ𝑢𝑧1), δu2 =
𝜕2u

𝜕𝑡2
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︁𝜕u
𝜕𝑡

(r0, 𝑡)
]︁
, δu2 = (δ𝑢𝑥2, δ𝑢𝑦2, δ𝑢𝑧2).

Продифференцируем правую часть выражения (10) по параметру 𝑡 и вычтем его из
правой части выражения (11). Учитывая (А.1), имеем:

δr2=− 1

4π

∫︁
(δr1 − δr′1)×

(ω0(r
′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|3
𝑑3r′0 −

1

4π

∫︁
(r− r′)× (ω0(r

′
0) · ∇0)δr′1

|r− r′|3
𝑑3r′0+

+
3

4π

∫︁
(r− r′)×

(︃
(ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|5
(r− r′) · (δr1 − δr′1)

)︃
𝑑3r′0−

− 1

4π

∫︁
(δr1 − δr′1)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|3
𝑑3r′0 −

1

4π

∫︁ (r− r′)δ
𝜕𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡
|r− r′|3

𝑑3r′0+

+
3

4π

∫︁
(r− r′)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|5
(r− r′) · (δr1 − δr′1)𝑑

3r′0, (A.8)
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где

δ
𝜕𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕(δ𝑢′
𝑥1, 𝑦

′, 𝑧′)

𝜕r′0
+

𝜕(𝑢𝑥(r
′
0, 𝑡), δ𝑦′1, 𝑧

′)

𝜕r′0
+

𝜕(𝑢𝑥(r
′
0, 𝑡), 𝑦

′, δ𝑧′1)

𝜕r′0
+

+
𝜕(δ𝑥′1, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡), 𝑧

′)

𝜕r′0
+

𝜕(𝑥′, δ𝑢′
𝑦1, 𝑧

′)

𝜕r′0
+

𝜕(𝑥′, 𝑢𝑦(r
′
0, 𝑡), δ𝑧′1)

𝜕r′0
+

+
𝜕(δ𝑥′1, 𝑦

′, 𝑢𝑧(r
′
0, 𝑡))

𝜕r′0
+

𝜕(𝑥′, δ𝑦′1, 𝑢𝑧(r
′
0, 𝑡))

𝜕r′0
+

𝜕(𝑥′, 𝑦′, δ𝑢′
𝑧1)

𝜕r′0
,

δr′1 =
𝜕r′

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︁
r′(r′0, 𝑡)

]︁
, δu′1 =

𝜕u

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︁
u(r′0, 𝑡)

]︁
.

Продифференцируем теперь правую часть выражения (11) по параметру 𝑡 и вычтем его
из уравнения (А.4). Находим, что

δu2 =
1

4π

∫︁
(δ𝐸1 + δ𝐸2)𝑑

3r′0, (A.9)

δ𝐸1 = − (δr2 − δr′2)×
(ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|3
−
(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂
× (ω0(r

′
0) · ∇0)δr′1

|r− r′|3
+

+3

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂
× (ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|5
(r− r′) · (δr1 − δr′1)−

−
(︀
r− r′

)︀
× (ω0(r

′
0) · ∇0)δr′2

|r− r′|3
− (δr1 − δr′1)×

(ω0(r
′
0) · ∇0)

𝜕

𝜕𝑡
r′

|r− r′|3
+

+3
(︀
r− r′

)︀
×

(ω0(r
′
0) · ∇0)

𝜕

𝜕𝑡
r′

|r− r′|5
(r− r′) · (δr1 − δr′1)+

+3(r− r′)×
(︃
(ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|5
(r− r′) · (δr2 − δr′2)

)︃
+

+3(δr1 − δr′1)×
(︃
(ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|5
(r− r′) ·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂)︃

+

+3(r− r)×
(︃
(ω0(r

′
0) · ∇0)δr′1

|r− r′|5
(r− r′) ·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂)︃

+

+3(r− r)×
(︃
(ω0(r

′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|5
(δr1 − δr′1) ·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂)︃

−

−15(r− r′)×

⎛⎝(ω0(r
′
0) · ∇0)r

′

|r− r′|7

(︃
(r− r′) ·

(︂
𝜕

𝜕𝑡
r− 𝜕

𝜕𝑡
r′
)︂)︃(︁

(r− r′)(δr1 − δr′1)
)︁⎞⎠ ,

δ𝐸2 = −
(r− r′)δ

𝜕2𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡2

|r− r′|3
− (δr2 − δr′2)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|3
+
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+3

(︃
𝜕r

𝜕𝑡
− 𝜕r′

𝜕𝑡

)︃(︁
(r− r′) · (δr2 − δr′2)

)︁
𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|5
−

−
(δr1 − δr′1)

𝜕2𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡2

|r− r′|3
−

(︃
𝜕r

𝜕𝑡
− 𝜕r′

𝜕𝑡

)︃
δ
𝜕𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡

|r− r′|3
+

+3
(r− r′)

(︁
(r− r′) · (δr1 − δr′1)

)︁𝜕𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡
|r− r′|5

+

+3

(r− r′)

(︃
(r− r′) ·

(︁𝜕r
𝜕𝑡

− 𝜕r′

𝜕𝑡

)︁)︃
δ
𝜕𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡

|r− r′|5
+

+3
(r− r′)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|5
(δr1−δr′1) ·

(︁𝜕r
𝜕𝑡

− 𝜕r′

𝜕𝑡

)︁
+ 3

(r− r′)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|5
(r− r′)·(δr2−δr′2)+

+3
(δr1 − δr′1)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|5
(r− r′) ·

(︁𝜕r
𝜕𝑡

− 𝜕r′

𝜕𝑡

)︁
−

− 15
(r− r′)𝑀(r′0, 𝑡)

|r− r′|7
(r− r′) ·

(︁𝜕r
𝜕𝑡

− 𝜕r′

𝜕𝑡

)︁
(r− r′) · (δr1 − δr′1),

δ
𝜕2𝑀(r′0, 𝑡)

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕r′0

(︀
δ𝑢′

𝑥2, 𝑦
′, 𝑧′
)︀
+

𝜕

𝜕r′0

(︀
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡), δ𝑦′2, 𝑧

′)︀+ 𝜕

𝜕r′0

(︀
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡), 𝑦

′, δ𝑧′2
)︀
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡)

𝜕𝑡
, δ𝑦′1, 𝑧

′

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡)

𝜕𝑡
, 𝑦′, δ𝑧′1

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡),

𝜕𝑦′

𝜕𝑡
, δ𝑧′1

)︃
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︃
δ𝑢′

𝑥1,
𝜕𝑦′

𝜕𝑡
, 𝑧′
)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
δ𝑢′

𝑥1, 𝑦
′,
𝜕𝑧′

𝜕𝑡

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑢𝑥(r

′
0, 𝑡), δ𝑦′1,

𝜕𝑧′

𝜕𝑡

)︃
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︀
δ𝑥′2, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡), 𝑧

′)︀+ 𝜕

𝜕r′0

(︁
𝑥′, δ𝑢′

𝑦2, 𝑧
′
)︁
+

𝜕

𝜕r′0

(︀
𝑥′, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡), δ𝑢′

𝑧2

)︀
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑥′

𝜕𝑡
, δ𝑢′

𝑦1, 𝑧
′

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′,

𝜕𝑢𝑦(r
′
0, 𝑡)

𝜕𝑡
, δ𝑧′1

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑥′

𝜕𝑡
, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡), δ𝑧′1

)︃
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︃
δ𝑥′1,

𝜕𝑢𝑦(r
′
0, 𝑡)

𝜕𝑡
, 𝑧′
)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′, δ𝑢′

𝑦1,
𝜕𝑧′

𝜕𝑡

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
δ𝑥′1, 𝑢𝑦(r

′
0, 𝑡),

𝜕𝑧′

𝜕𝑡

)︃
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︀
δ𝑥′2, 𝑦

′, 𝑢𝑧(r
′
0, 𝑡)

)︀
+

𝜕

𝜕r′0

(︀
𝑥′, δ𝑦′2, 𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡)

)︀
+

𝜕

𝜕r′0

(︀
𝑥′, 𝑦′, δ𝑢′

𝑧2

)︀
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑥′

𝜕𝑡
, δ𝑦′1, 𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡)

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′,

𝜕𝑦′

𝜕𝑡
, δ𝑢′

𝑧1

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝜕𝑥′

𝜕𝑡
, 𝑦′, δ𝑢′

𝑧1

)︃
+

+
𝜕

𝜕r′0

(︃
δ𝑥′1,

𝜕𝑦′

𝜕𝑡
, 𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡)

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
𝑥′, δ𝑦′1,

𝜕𝑢𝑧(r
′
0, 𝑡)

𝜕𝑡

)︃
+

𝜕

𝜕r′0

(︃
δ𝑥′1, 𝑦

′,
𝜕𝑢𝑧(r

′
0, 𝑡)

𝜕𝑡

)︃
,
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δr′2 =
𝜕2r′

𝜕𝑡2
(r′0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︃
𝜕r′

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡)

]︃
, δu′2 =

𝜕2u

𝜕𝑡2
(r′0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝜕u

𝜕𝑡
(r′0, 𝑡)

]︂
.

Пусть на некоторой поверхности 𝑆 в пространстве R3 известны величины r(r0, 𝑡),
ρ(r0, 𝑡), u(r0, 𝑡), 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕ρ(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕2u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2, 𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
2, ко-

торые согласуются следующим образом:

𝜕r

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝜕r

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)

]︂
= 0,

𝜕2r

𝜕𝑡2
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝜕r

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)

]︂
= 0, r0 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

(A.10)

𝜕u

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝜕u

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)

]︂
= 0,

𝜕2u

𝜕𝑡2
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝜕u

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)

]︂
= 0, r0 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

(A.11)

𝜕ρ

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)−

𝜕

𝜕𝑡

[︀
ρ(r0, 𝑡)

]︀
= 0, r0 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (A.12)

Пусть мы имеем решение системы уравнений (10)–(12), (А.1)–(А.4) от неизвестных
функций r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡), u(r0, 𝑡), 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕ρ(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕2u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2,
𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2, которые заданы на поверхности 𝑆 и согласуются сообразно условиям
(А.10)–(А.12). Пусть на этом решении линейная система (А.5)–(А.9) из 13 интегро-
дифференциальных уравнений и 13 неизвестных δr1, δr2, δρ с условием на поверхно-
сти 𝑆

δr1 = 0, δr2 = 0, δu1 = 0, δr2 = 0, δρ = 0, r0 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (A.13)

имеет только нулевое решение в пространстве R3. Тогда согласно самому способу получе-
ния системы уравнений (А.5)–(А.9) для решения r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡), u(r0, 𝑡), 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡,
𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕ρ(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕2u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2, 𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
2 выполняются соотношения (А.10)–

(А.12), но во всем пространстве R3. Кроме того, из левого равенства уравнения (11) и
первого равенства в уравнении (10), следует, что

−𝜕𝑃𝑆(ρ)

ρ𝜕ρ
∇ρ = −∇𝑃

ρ
=

𝜕u

𝜕𝑡
(r0, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑡

[︀
u(r0, 𝑡)

]︀
=

=
𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝜕r

𝜕𝑡
(r0, 𝑡)

]︂
=

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝜕

𝜕𝑡
[r(r0, 𝑡)]

]︂
. (A.14)

Система уравнений (А.14) с учетом уравнений (12)–(15) является системой урав-
нений Эйлера в переменных Лагранжа. Скорость и плотность тогда будут определяться
по формулам u = 𝜕r/𝜕𝑡(r0(r, 𝑡), 𝑡), ρ = ρ(r0(r, 𝑡), 𝑡).

Следует отметить, что r(r0, 𝑡), ρ(r0, 𝑡), u(r0, 𝑡), 𝜕u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡, 𝜕ρ(r0, 𝑡)/𝜕𝑡,
𝜕2u(r0, 𝑡)/𝜕𝑡

2, 𝜕2r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡
2 не могут быть заданы на поверхности произвольно. Они

фиксируются заранее из начального распределения r(r0, 𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=0

= r0, 𝜕r(r0, 𝑡)/𝜕𝑡|𝑡=0 =

= u0(r0) во всем пространстве R3. Эти данные могут быть найдены, например, из
независимых экспериментальных измерений.
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Abstract. Various ways of reducing the complete system of hydrodynamic
equations in volume to a system of equations on the surface are of great scientific
interest. In this article, the unsteady Euler equations of a compressible fluid
and the complete system of hydrodynamic equations are reduced to “stationary”
integral-differential equations where time derivatives are absent. Such a procedure
(3𝐷 → 2𝐷, 2𝐷 → 1𝐷) makes it possible to reduce the dimension of the
problem by one, which significantly reduces the necessary computing power
when modeling them. If to set the correct problem, then one can determine
the entire unsteady flow in the volume without solving the unsteady problem.
It is enough to set time-varying data only on some surface of this stream,
which must be determined independently. The peculiarity of this work is that
all equations reduced in dimension are obtained in explicit form, unlike previous
works of the authors, where up to 200–500 equations with reduced dimension
were proposed, which are very difficult to study and model. In previous authors’
work, dimensionality was reduced by reducing overdetermined systems of dif-
ferential equations. In this method, in the case of a successful choice of an
additional constraint equation for overdetermined systems of differential equations,
there is a reduction to PDE systems of dimension less than that of the original
PDE systems. The method that is used to reduce the dimension of the Euler
equations and the complete system of hydrodynamic equations in this paper is
actually a special case of the above. The technique of dimensional reduction
in overdetermined systems of PDEs is obviously generalized to the case of
integral-differential equations. The article also obtained integral equations in new
variables (Lagrangian and pseudo-Lagrangian), which determine the evolution of
the flow. Also, a new method is proposed for overdetermination of any system
of PDEs using the general integral space relation, which is consequence of the
Helmholtz decomposition theorem.

Key words: overdetermined systems of differential equations, dimension
of differential equations, hydrodynamics, Euler equations, compressible fluid,
integrodifferential equations, reduction.
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