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Аннотация. Применяемый в работе метод исследования двумерных син-
гулярных интегральных уравнений, не содержащих комплексное сопряжение
искомой функции, внешне подобен методу, разработанному Л.Г. Михайло-
вым, который состоит из редукции данного уравнения к соответствующим
однородным системам интегральных уравнений с ядрами однородными степе-
ни -1. Такие интегральные уравнения встречаются во многих задачах теории
обобщенных аналитических функций, теории квазиконформных отображений
и теории дифференциальных уравнений с частными производными. В работе
для одного двумерного сингулярного интегрального уравнения с разрывным
коэффициентом, не содержащего комплексное сопряжение искомой функции,
путем перехода к бесконечной системе интегральных уравнений с ядром Ко-
ши и с ядрами однородными степени -1 в лебеговом пространстве 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

(𝐷),

1 < 𝑝 < ∞, 0 < β < 2 получены необходимые и достаточные условия разре-
шимости и формула для подсчета индекса.

Ключевые слова: сингулярные интегральные уравнения, однородные
уравнения, неоднородное уравнение, безусловная разрешимость, условия раз-
решимости.
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Введение

Уравнения

𝑓(𝑧) =
λ

π

𝑧

𝑧

∫︁∫︁
|ζ|≤1

𝑓(ζ)

(ζ− 𝑧)2
𝑑𝑠ζ + 𝑔(𝑧), |𝑧| ≤ 1, (1)

близки к интегральному уравнению

𝑓(𝑧) =

∫︁∫︁
𝐺

𝑄(𝑧, ζ)𝑓(ζ)𝑑𝑠ζ + 𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺 = {𝑧 : |𝑧| ≤ 1, } (2)

с ядром 𝑄(𝑧, ζ) однородным порядка -2, то есть 𝑄(𝑡𝑧, 𝑡ζ) = 𝑡−2𝑄(𝑧, ζ) для любого
вещественного 𝑡 ̸= 0.

Теория разрешимости уравнения (2) при условии∫︁∫︁
𝐸2

|𝑄(1, ζ)||ζ|−β𝑑𝑠ζ < ∞, (3)

где β — некоторое вещественное число, а 𝐸2 — комплексная плоскость, построена
Л.Г. Михайловым [13]. Разработанный им метод, аналогичный известному методу раз-
деления переменных в теории дифференциальных уравнений, дал возможность не толь-
ко построить теорию Нетера, но также получить формулы для подсчета числа линейно
независимых решений однородного и числа условий разрешимости неоднородного урав-
нения (2) в пространстве 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

, 1 < 𝑝 < ∞, β — из условия (3). Отметим, что ядра

уравнений (1) условию суммируемости (3) не удовлетворяют. По этой причине к уравне-
ниям (1) не могут быть применены результаты разрешимости уравнения (2). Среди тех
уравнений, для ядер которых нарушается условие (3), наиболее близким к (1) является
уравнение

𝑎(𝑧)𝑓(𝑧) +
𝑏(𝑧)

π

∫︁∫︁
𝐺

𝑓(ζ)

(ζ− 𝑧)2
𝑑𝑠ζ = 𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺, (4)

где 𝐺 — область комплексной плоскости 𝐸2.
Уравнение (4) играет важную роль в теории обобщенных аналитических функ-

ций [1], а также в экстремальных проблемах конформных отображений [16]. В связи с
этим изучению (4) посвящено много работ [2; 3; 6].

И.Н. Векуа [1] на основе принципа сжатых отображений доказал, что (4) при
условии |𝑎(𝑧)| > |𝑏(𝑧)|, 𝑧 ∈ 𝐺 однозначно разрешимо в классе 𝐿𝑝, при 𝑝 близких к двум.

Дальнейшие существенные результаты относительно уравнения (4) и более общих
в случае ограниченной области G получены А. Джураевым [8; 9]. Им был разработан
способ, основанный на связи между решением уравнения (4) и теорией задач сопряже-
ния для обобщенных аналитических функций, и показано, что при |𝑎(𝑧)| ≠ |𝑏(𝑧)| 𝑧 ∈
∈ 𝐺; 𝑎(𝑡) ̸= 0, 𝑡 ∈ Γ, где 𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧) — функции класса 𝐶1(𝐺) ∩ 𝐶α(𝐺), уравнение (4)
является нетеровым в пространствах 𝐿𝑝, 2 < 𝑝 < ∞ и индекс равен 1

π
[arg 𝑎(𝑡)]Γ.

В случае круговой области 𝐺 = {𝑧 : |𝑧| ≤ 1} И.И. Комяк [10; 11], используя
локальный метод Н.Б. Симоненко, доказал, что указанные условия на коэффициенты
𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧) необходимы для нетеровости (4) в 𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < ∞. При этом он требование
гладкости коэффициентов 𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧) снизил до непрерывности.

Для 𝐺 = 𝐸2, когда под интегралом в (4) искомая функция входит без комплексного
сопряжения, В.С. Виноградовым [3] доказано, что при условии |𝑎(𝑧)| > |𝑏(𝑧)|, 𝑧 ∈ 𝐸2,
уравнение (4) однозначно разрешимо в пространствах 𝐿𝑝 при 2 ≤ 𝑝 < ∞.
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И.И. Комяк [12] распространил этот результат на более общее, чем (4), уравнение,
а также на случай 𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < 2.

Во всех перечисленных работах, касающихся уравнения (4), требуется непрерыв-
ность коэффициентов 𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧). В уравнениях (1) 𝑎(𝑧) ≡ 1, а коэффициент 𝑏(𝑧) содер-
жит множитель 𝑧

𝑧
или 𝑒𝑖𝑛φ, φ = arg 𝑧, который имеет существенный разрыв в точке

𝑧 = 0.

1. Вспомогательные утверждения

Пусть 𝑋 банахово пространство, 𝐴 линейный ограниченный оператор, действую-
щий в 𝑋, 𝐴* сопряженный к нему оператор, действующий в сопряженном пространстве
𝑋*. Множество Ker𝐴 всех решений уравнения

𝐴𝑥 = 0 (5)

называется множеством нулей или ядром оператора 𝐴. Множество Ker𝐴 является под-
пространством пространства 𝑋. Размерность подпространства Ker𝐴, то есть число ли-
нейно независимых решений уравнения (5), будем обозначать через α𝐴 = dimKer𝐴.
Через Ker𝐴* обозначим подпространства нулей оператора 𝐴*, то есть множество всех
решений уравнения

𝐴*𝑥 = 0, (6)

называемое ядром оператора 𝐴*, и, наконец, β𝐴 = α𝐴* = Ker𝐴*. Числа α𝐴, β𝐴 на-
зываются дефектными числами оператора 𝐴. Если хотя бы одно из чисел α𝐴 и β𝐴 —
конечное, то их разность называется индексом оператора 𝐴 и обозначается через Ind𝐴,

Ind𝐴 = α𝐴 − β𝐴. (7)

Очевидно, Ind𝐴 конечен тогда и только тогда, когда обе размерности α𝐴 и β𝐴 –
конечны.

Для того чтобы уравнение

𝐴𝑥 = 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑋, (8)

имело хотя бы одно решение, необходимо, чтобы свободный член 𝑦 был ортогонален
к Ker𝐴* (иначе говоря, чтобы элемент 𝑦 аннулировался любым функционалом 𝑢 ∈
∈ Ker𝐴*). Действительно, если уравнение (8) имеет решение 𝑥, а 𝑢 ∈ Ker𝐴*, то

(𝑦, 𝑢) = (𝐴𝑥, 𝑢) = (𝑥,𝐴*𝑢) = (𝑥, 0) = 0;

здесь круглыми скобками обозначено значение функционала на соответствующем эле-
менте.

Если упомянутое выше условие ортогональности достаточно для разрешимости
уравнения (8), то говорят, что оператор 𝐴 нормально разрешим. Таким образом, можно
дать следующее определение.

Оператор 𝐴 называется нормально разрешимым в смысле Хаусдорфа, если неодно-
родное уравнение (8) разрешимо тогда и только тогда, когда его правая часть 𝑦 ортого-
нальна всем решениям сопряженного однородного уравнения (6).
Определение 1. Оператор 𝐴 называется нетеровым в 𝑋, если он нормально разрешим
и числа α𝐴, β𝐴 конечны.
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Определение 2. Индексом нетерова оператора 𝐴 называется целое число Ind𝐴 = α𝐴 −
− β𝐴.

Определение 3. Нетеров оператор, индекс которого равен нулю, называется фредголь-
мовым.
Определение 4. Простую замкнутую гладкую кривую Γ назовем кривой Ляпунова, если
она удовлетворяет следующему условию: касательная к кривой образует с постоянным
направлением угол, удовлетворяющий условию Гельдера относительно дуги 𝑠 кривой Γ.

Пусть 𝐷 — конечная односвязная область комплексной плоскости, ограниченная
простой замкнутой кривой Ляпунова Γ и содержащая внутри точку 𝑧 = 0.

Пространства Lp
β−2/p(D) — это множество комплекснозначных измеримых в 𝐷

функций 𝑓(𝑧), для которых функция 𝐹 (𝑧) = |𝑧|β−2/𝑝𝑓(𝑧) суммируема с 𝑝-й степенью,
где 1 < 𝑝 < ∞, 0 < β < 2. Норма в 𝐿𝑝

β−2/𝑝(𝐷) вводится по формуле

‖𝑓(𝑧)‖𝐿𝑝
β−2/𝑝

=

(︂∫︁∫︁
𝐷

|𝐹 (𝑧)|𝑝𝑑𝑠𝑧
)︂1/𝑝

= ‖𝐹‖𝐿𝑝 .

Пространство 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

изометрично 𝐿𝑝, а потому является банаховым пространством.

Положим

𝑓𝑘(𝑟) =
1

2π

∫︁ 2π

0

𝑓(𝑧)𝑒−𝑖𝑘φ𝑑φ, 𝑘 = 0,±1,±2, . . . ,

где 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖φ.
Пространство L̃𝑝

β− 2
𝑝

. Будем говорить, что функция 𝑓(𝑧) принадлежит пространству

𝐿𝑝

β− 2
𝑝

, если функция

𝐹 (𝑧) = |𝑧|β−
2
𝑝𝑓(𝑧) ∈ 𝐿𝑝,

то есть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

и норма в этом пространстве вводится следующим образом:

||𝑓 || =
∞∑︁

𝑘=−∞

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹𝑘(𝑟)|𝑑𝑟
)︂

1
𝑝 .

Очевидно, что все аксиомы нормы выполняются.
Лемма 1. Пространство L̃𝑝

β− 2
𝑝

является полным, то есть банаховым.

Доказательство. Пусть |𝑧| ≤ 1 и {𝑓 (𝑚)(𝑧)} — фундаментальная последовательность
функций из L̃𝑝

β− 2
𝑝

, то есть для любого ε > 0 существует такой номер 𝑁, что

‖𝑓 (𝑚)(𝑧)− 𝑓 (𝑛)(𝑧)‖ =
∞∑︁

𝑘=−∞

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑚)
𝑘 (𝑟)− 𝐹

(𝑛)
𝑘 (𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 < ε,

как только 𝑚,𝑛 > 𝑁. Покажем, что для любого фиксированного 𝑘 последовательность
{𝑓 (𝑚)(𝑟)} сходится по норме 𝐿𝑝

β− 1
𝑝

на отрезке [0,1]. В самом деле, для любого ε > 0

‖𝑓 (𝑚)(𝑧)− 𝑓 (𝑛)(𝑧)‖𝐿𝑝

β− 1
𝑝
(0,1) =

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑚)
𝑘 (𝑟)− 𝐹

(𝑛)
𝑘 (𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 ≤
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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

≤
∞∑︁

𝑘=−∞

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑚)
𝑘 (𝑟)− 𝐹

(𝑛)
𝑘 (𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 < ε,

как только 𝑚,𝑛 > 𝑁 , то есть последовательность {𝑓 (𝑚)(𝑟)} ∈ 𝐿𝑝

β− 1
𝑝

(0, 1) — является

фундаментальной последовательностью. Поскольку пространство 𝐿𝑝

β− 1
𝑝

(0, 1) полно, то

{𝑓 (𝑚)(𝑟)} → 𝑓𝑘(𝑟) в 𝐿𝑝

β− 1
𝑝

(0, 1).

Покажем, что функция

𝑓(𝑧) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑓𝑘(𝑟)𝑒
𝑖𝑘φ, 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖φ,

принадлежит пространству 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

. Действительно, для любого ε > 0 существует такой

номер 𝑁, что как только 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁

∞∑︁
𝑘=−∞

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑚)
𝑘 (𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 ≤

∞∑︁
𝑘=−∞

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑚)
𝑘 (𝑟)− 𝐹

(𝑛)
𝑘 (𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 +

+
∞∑︁

𝑘=−∞

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑛)
𝑘 (𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 ≤ ε+ 𝐴.

Переходя к пределу при 𝑚 → ∞, получим

∞∑︁
𝑘=−∞

||𝑓𝑘||𝐿𝑝

β− 1
𝑝
(0,1) =

∞∑︁
𝑘=−∞

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹𝑘(𝑟)|𝑝𝑑𝑟
)︂

1
𝑝 ≤ ε+ 𝐴.

Следовательно, 𝑓(𝑧) ∈ �̃�𝑝

β− 2
𝑝

при |𝑧| ≤ 1.

Докажем теперь, что последовательность {𝑓 (𝑚)(𝑧)} → 𝑓(𝑧) по норме 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

. Из

‖𝑓 (𝑚)(𝑧)− 𝑓 (𝑛)(𝑧)‖ =
∞∑︁

𝑘=−∞

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑚)
𝑘 (𝑟)− 𝐹

(𝑛)
𝑘 (𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 < ε

следует, что для любого 𝑀 существует такой номер 𝑁, что

𝑀∑︁
𝑘=−𝑀

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑚)
𝑘 (𝑟)− 𝐹

(𝑛)
𝑘 (𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 ≤ ε,

как только 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁. Переходя в этом неравенстве к пределу при 𝑛 → ∞, имеем

𝑀∑︁
𝑘=−𝑀

(︂∫︁ 1

0

𝑟|𝐹 (𝑚)
𝑘 (𝑟)− 𝐹𝑘(𝑟)|𝑝𝑑𝑟

)︂
1
𝑝 ≤ ε,

при любых 𝑀,𝑚 ≥ 𝑁. Переходя здесь к пределу при 𝑀 → ∞, получим, что {𝑓 (𝑚)(𝑧)} →
→ 𝑓(𝑧) по норме 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

.
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2. Общее представление решения

В пространстве 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

(𝐷) pассматривается уравнение (1), то есть уравнение вида

𝑓(𝑧) =
λ

π

𝑧

𝑧

∫︁∫︁
|ζ|≤1

𝑓(ζ)

(ζ− 𝑧)2
𝑑𝑠ζ + 𝑔(𝑧), |𝑧| ≤ 1,

где λ — комплексный параметр; 𝑑𝑠ζ — плоская лебеговая мера; интеграл понимается в
смысле главного значения по Коши. Отметим, что в отличие от всех уравнений, рас-
смотренных в работах [4; 5], под интегралом в (1) искомая функция 𝑓(𝑧) не содержит
комплексное сопряжение. Уравнение, содержащее в ядре сингулярную особенность с
нечетной характеристикой и при сингулярном интеграле имеющее в 𝑧 = 0 существен-
ный разрыв вида 𝑧

|𝑧| , изучено в [6]. Как выясняется, оба эти обстоятельства существенно
влияют на нетеровость и индекс уравнения. В работе [15] исследуется уравнение вида
(1) с непрерывными коэффициентами и с добавлением оператора Бергмана. Найдено
необходимое и достаточное условие нетеровости двумерного сингулярного интегрально-
го уравнения и показано, что при его выполнении данное уравнение имеет единственное
решение, которое находится в явном виде. Исследование уравнения (1) ведется в про-
странстве L̃𝑝

β− 2
𝑝

, 0 < β < 2, 1 < 𝑝 < ∞.

Переходя в (1) к полярным координатам 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖φ, ζ = ρ𝑒𝑖α, умножая обе части
на 1

2π
𝑒−𝑖𝑘φ, интегрируя по φ в пределах от 0 до 2π и используя результаты работ [4; 5]

для нахождения коэффициентов Фурье решения уравнения (1), получим следующую
бесконечную систему независимых между собой одномерных интегральных уравнений
с ядрами, однородными степени -1:

𝑓𝑘(𝑟) = 2λ

∫︁ 𝑟

0

1− 𝑘

𝑟

(︂
ρ

𝑟

)︂
1−𝑘𝑓𝑘(ρ)𝑑ρ− λ𝑓𝑘(𝑟) + 𝑔𝑘(𝑟), 𝑘 ≤ 0,

𝑓𝑘(𝑟) = 2λ

∫︁ 1

𝑟

𝑘 − 1

𝑟

(︂
ρ

𝑟

)︂
1−𝑘𝑓𝑘(ρ)𝑑ρ− λ𝑓𝑘(𝑟) + 𝑔𝑘(𝑟), 𝑘 ≥ 1.

Полагая λ ̸= 1, перепишем эти уравнения в следующем виде:

𝑓𝑘(𝑟) =
2λ

1 + λ

∫︁ 𝑟

0

1− 𝑘

𝑟

(︂
ρ

𝑟

)︂
1−𝑘𝑓𝑘(ρ)𝑑ρ+

𝑔𝑘(𝑟)

1 + λ
, 𝑘 ≤ 0,

𝑓𝑘(𝑟) =
2λ

1 + λ

∫︁ 1

𝑟

𝑘 − 1

𝑟

(︂
ρ

𝑟

)︂
1−𝑘𝑓𝑘(ρ)𝑑ρ+

𝑔𝑘(𝑟)

1 + λ
, 𝑘 ≥ 1. (9)

В соответствии с исходным пространством 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

уравнения (9) должны рассмат-

риваться в пространстве 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

на отрезке [0,1]. Ядра этих уравнений удовлетворяют
надлежащим условиям суммируемости, и поэтому к каждому из них применимы резуль-
таты [16].

Пусть Γβ(𝑘) — окружность на λ-плоскости радиуса 𝑅β(𝑘) =
1−𝑘
β−𝑘

с центром в точ-

ке λβ(𝑘) = 1−β
β−𝑘

, 𝑘 = 0,±1,±2, . . . Тогда, применяя результаты [14] к (9), получим,
что для нормальной разрешимости 𝑘-го уравнения (𝑘 ̸= 1) необходимо и достаточно,
чтобы λ /∈ Γβ(𝑘). Если λ лежит внутри окружности Γβ(𝑘), то 𝑘-е уравнение безуслов-
но разрешимо единственным образом. Если λ лежит вне окружности Γβ(𝑘), то при
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𝑘 ≤ 0 однородное уравнение имеет точно одно линейно независимое (над полем ком-
плексных чисел) решение, по которому строится решение однородного уравнения (1)
вида 𝑓𝑘(𝑟)𝑒

𝑖𝑘φ, а неоднородное уравнение разрешимо безусловно; при 𝑘 ≥ 2 однород-
ное уравнение нетривиальных решений не имеет, а для разрешимости неоднородного
необходимо и достаточно одно условие. При этом решения и условия разрешимости
уравнений (9) выписываются в явном виде. Для (9) разрешимости условия |λ| ̸= 1,
λ /∈ Γβ(𝑘), 𝑘 = 0,−1,±2, . . . необходимы и достаточны. Здесь нуждается в доказатель-
стве необходимость условия |λ| ≠ 1. Очевидно, если |λ| ≠ 1, то оператор из (1) не может
быть Φ± оператором (ибо в окрестности точки λ содержится точки ненормальности). Ес-
ли 0 < β < 1, то однородное уравнение (9) нетривиальных решений не имеет, если же
1 < β < 2, то сопряженное к однородному уравнению (9) нетривиальных решений не
имеет, а следовательно |λ| = 1 не может быть линией нормальности.

Теперь переходим к неоднородным уравнениям (9). После нахождения их реше-
ний, мы должны еще показать, что они действительно образуют коэффициенты Фурье
функции из 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

, то есть ряд
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑓𝑘(𝑟)𝑒
𝑖𝑘φ

сходится. Это доказывается таким образом. Пусть все уравнения (9) разрешимы. Тогда,
благодаря частным видам уравнений (9), выпишем их частные решения. Оценивая эти
решения по норме соответствующих пространств, мы убедимся, что ряд Фурье, постро-
енный по этим решениям, сходится по норме 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

к искомой функции 𝑓(𝑧).

Теорема 1. Для нормальной разрешимости уравнения (1) в 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

, 0 < β < 2, 1 < 𝑝 <

< ∞, необходимо и достаточно, чтобы |λ| ≠ 1 и λ /∈ Γβ(𝑘), 𝑘 = 0,−1,±2, . . .

Далее в случае нормальной разрешимости будем обозначать через κ+ — размер-
ность подпространства решений однородного уравнения, а через κ− — число необхо-
димых и достаточных условий разрешимости неоднородного уравнения в 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

. Че-

рез 𝑆β(𝑘) обозначим открытую область, заключенную между Γβ(𝑘) и Γβ(𝑘 + 1), 𝑘 =
= −1,±2, . . .

Теорема 2. 1) Пусть 0 < β < 1. Тогда, если λ лежит внутри круга, ограниченного
окружностью Γβ(2), то уравнение (1) безусловно разрешимо единственным образом
в 𝐿𝑝

β− 2
𝑝

; если λ ∈ 𝑆β(𝑘0), 𝑘0 = 2, 3, . . . , то κ+ = 0, κ− = 𝑚0 − 1, причем условия

разрешимости неоднородного уравнения имеют вид∫︁∫︁
|𝑧|≤1

𝑔(𝑧)𝑧−𝑘|𝑧|
2λ(𝑘−1)

1+λ 𝑑𝑠ζ = 0, 𝑘 = 2, 3, ....., 𝑘0; (10)

если λ ∈ 𝑆β(𝑘0), (𝑘0 = −1,−2, . . . ) или лежит вне круга, ограниченного Γβ(0), то κ+

и κ− бесконечны, причем базис подпространства решений однородного уравнения (1)
имеет вид

|𝑧|
2λ(1−𝑘)

1+λ
−2+𝑘𝑒𝑖𝑘φ, (11)

где 𝑘 ≤ 𝑘0, а условия разрешимости неоднородного уравнения даются формулой
(10), в которой следует положить 𝑘 = 2, 3, . . .

2) Пусть 1 < β < 2. Тогда, если λ лежит внутри круга, ограниченного окружно-
стью Γβ(0), то κ+ = κ− = 0; если λ ∈ 𝑆β(𝑘0) (𝑘0 = −1,−2, . . . ), то κ+ = |𝑘0|, κ− = 0,
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причем базис подпространства решений однородного уравнения (1) имеет вид (11),
где 𝑘0+1 ≤ 𝑘 ≤ 0; если λ ∈ 𝑆β(𝑘0) (𝑘0 = 2, 3, . . . ) или лежит вне круга, ограниченного
Γβ(2), то κ+ и κ− бесконечны, причем базис подпространства решений однородного
уравнения имеет вид (11), в котором надо положить 𝑘 = 𝑘0 + 1, 𝑘0 + 2, . . .

3) Пусть β = 1. Тогда, если |λ| < 1, то κ+ = κ− = 0; если |λ| > 1, то κ+ и κ−

бесконечны, причем базис подпространства решений имеет вид (11), где 𝑘 ≤ 0, а
условия разрешимости имеют вид (10), где 𝑘 ≥ 2.

Заключение

В настоящей работе наряду с получением общих теорем Нетера и формулы для
подсчета индекса уравнения (1) особое внимание уделяется получению более конкрет-
ных результатов относительно уравнения (1): выяснение необходимых и достаточных
условий нормальной разрешимости; получение раздельных формул для подсчета чис-
ла линейно независимых решений однородных и числа условий разрешимости неодно-
родных уравнений и написание в явном виде базиса решений однородного и условия
разрешимости неоднородных уравнений.
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Abstract. The method of investigating two-dimensional singular integral
equations that do not contain complex conjugation of the desired function, used in
the study, is externally similar to the method developed by L.G. Mikhailov, which
consists of the reduction of this equation to the corresponding homogeneous
systems of integral equations with homogeneous kernels of degree -1. Such
integral equations occur in many problems in the theory of generalized analytic
functions, the theory of quasiconformal mappings and the theory of partial
differential equations. In this paper, for one two-dimensional singular integral
equations with a discontinuous coefficient not containing complex conjugation
of desired functions by passing to an infinite system of integral equations with
Cauchy kernel and with homogeneous kernels of degree -1 in the Lebesgue
space 𝐿𝑝

β− 2
2

(𝐷), 1 < 𝑝 < 1; 0 < β < 2, necessary and sufficient conditions of

solvability and the formula for calculating the index are obtained.

Key words: singular integral equations, homogeneous equations, non-homo-
geneous equation, unconditionally solvable, solvability conditions.
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