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МОДЕЛИРОВАНИЕ, ИНФОРМАТИКА И УПРАВЛЕНИЕ

Аннотация. Статья посвящена численному моделированию последствий
работ по дампингу грунта в прибрежных морских системах. Данная деятель-
ность связана с проведением дноуглубительных работ, при которых со дна
извлекаются донные осадки разного типа, а затем осуществляется их пере-
нос и отвал в отведенное место сброса. Работы по дампингу грунта приво-
дят к образованию участков с высокой концентрацией взвешенного вещества
(>50 мг/л), осаждением взвешенного вещества и формированием дополни-
тельного слоя осадков на дне. В процессе математического моделирования
этих процессов необходим учет данных о гидродинамических характеристи-
ках водного объекта, количестве и типе извлекаемых со дна грунтов, пере-
распределении грунтов и концентрации взвешенного вещества в водной среде.
В настоящей публикации представлены математические модели, позволяющие
учитывать многообразие этих факторов. На их основе создан комплекс па-
раллельных программ для высокопроизводительных вычислительных систем,
позволяющий моделировать данные процессы. Результаты его работы могут
быть использованы для оценки рисков и уязвимости по отношению к работам
по дампингу грунта, а также осуществлению экологического проектирования
применительно к конкретному водному объекту.

Ключевые слова: прибрежные морские системы, дампинг, дон-
ные осадки, гидродинамика, процессы диффузии-конвекции-осаждения,
пространственно-трехмерная модель, концентрация взвешенных веществ, чис-
ленный эксперимент.

Введение

Одним из наиболее распространенных видов работ, проводимых в море, являются
дноуглубительные работы. Целью извлечения донных отложений при дноуглубитель-
ных работах является удовлетворение растущих экономических и социальных потреб-
ностей в прибрежных зонах (развитие прибрежных городов, мелиорация земель, пита-
ние пляжей, поддержание навигационных глубин на подходных каналах и акватори-
ях) [4; 15; 16]. К сожалению, несмотря на то что данные виды работ выполняются на
протяжении многих десятков лет, технология их проведения за это время пока еще не
претерпела существенных изменений. Основная масса извлекаемых грунтов по своим
свойствам не может быть утилизирована и поступает на подводный отвал с целью за-
хоронения (дампинга). В настоящее время установлено, что объем захоронений в море
составляет около 10 % от общего числа захоронений отходов в мире [1]. Основани-
ем для проведения данных работ служит возможность к переработке поступивших ве-
ществ в морскую среду без особого ущерба для нее. Очевидно, что эта способность
не беспредельна и потому дампинг можно рассматривать, как некоторую вынужденную
меру [3; 9].

Изучение такого вида антропогенной деятельности, как дампинг грунта, носит, как
правило, локальный характер и не имеет постоянной направленности. Но даже основы-
ваясь на разрозненных фактах, с определенной достоверностью можно привести каче-
ственную картину влияния взвеси. Чтобы перенос взвешенных веществ из зон дампинга
не был критическим, при выборе места отвалов грунта учитывают глубину участка, его
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морфологические особенности и гидрологический режим (параметры волнения и тече-
ния), а также соотношение концентрации токсических веществ на литр морской воды от
размера полигона. Считают, что, если использовать в качестве зоны дампинга маленькие
площадки и располагать их на территориях водоемов со слабым течением, можно умень-
шить эффекты последствий «вторичных» загрязнений и в целом негативное воздействие
на окружающую среду.

Поступление взвешенных веществ в воду при работах по дампингу грунта влечет
изменение качественного и гранулометрического состава донных грунтов, образование
миллионов тонн наносов и, как следствие, перемену морфометрии и орографии дна.
Наиболее существенное воздействие связано с увеличением мутности воды и загряз-
нением веществами, находящимися в донных отложениях и тонкодисперсных взвесях.
Это приводит к быстрому развитию патогенных микроорганизмов и процессов эвтро-
фирования. В России накоплен значительный опыт в проведении исследований по мо-
ниторингу последствий дноуглубительных работ и дампингу грунта применительно к
различным водным объектам. Не претендуя на полноту, отметим следующих специа-
листов: Данилов-Данильян В.И., Полянин В.О., Демин А.П., Остякова А.В., Кирпич-
никова Н.В., Виницианов Е.В. (Институт водных проблем РАН); Шилин М.Б., Царь-
кова Н.С., Аверкиев А.С., Мамаева М.А., Шкодин Н.В. (Российский государственный
гидрометеорологический университет); Коробов В.Б., Котова Е.И., Бухарицин П.И., Ко-
теньков С.А. (Институт океанологии им. П.П. Ширшова РАН); Румянцев В.А., Позд-
няков Ш.Р. (Институт озероведения РАН) и др. [2; 7; 10; 14; 17]. Для проведения иссле-
дований в данной области необходимы научно-обоснованные математические модели,
которые не теряют свою достоверность при широком варьировании пространственных
и временных масштабов. Целью данной работы является углубление нашего понима-
ния вопросов моделирования распространения и трансформации взвешенных веществ
при проведении работ по дампингу грунта в прибрежных морских системах. Заметим,
что здесь не будут рассматриваться вопросы, связанные с загрязнением участка, где
происходит процесс извлечения грунта. С этой целью представленные в работе модели
могут быть дополнены моделью эвтрофикации вод, описанной, например, в работе [18].
В статье приведены результаты численных экспериментов по моделированию транспорта
взвешенного вещества применительно к мелководным водоемам Юга России — Азовское
море и однотипные с ним.

1. Постановка задачи транспорта многокомпонентных взвесей

Будем использовать прямоугольную декартову систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, где оси
𝑂𝑥 и 𝑂𝑦 проходят вдоль невозмущенной водной поверхности и направлены на север и
восток соответственно, ось 𝑂𝑧 направлена вниз.

Пусть 𝐺 ⊂ R3 — область, где происходит процесс, представляет собой параллеле-
пипед 𝐺 = {0 < 𝑥 < 𝐿𝑥, 0 < 𝑦 < 𝐿𝑦, 0 < 𝑧 ≤ 𝐿𝑧}. Обозначим нижнее основание
параллелепипеда — Σ𝑏, верхнее основание — Σ𝑓 , боковую поверхность — Σ𝑙. Считаем,
что в области 𝐺 находятся 𝑅 типов частиц взвеси, которые в точке (𝑥, 𝑦, 𝑧) и в момент
времени 𝑡 имеют концентрацию 𝑐𝑟 = 𝑐𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡); 𝑡 — временная переменная.

Пусть в области 𝐺 находится взвесь многофракционного состава. Система урав-
нений, описывающая концентрацию отдельных фракций взвешенного вещества, будет
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выглядеть следующим образом:

𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑡

+𝑢
𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑥

+𝑣
𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑦

+(𝑤+𝑤𝑔𝑟)
𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑧

=
𝜕

𝜕𝑥

(︂
µℎ𝑟

𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
µℎ𝑟

𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
µ𝑣𝑟

𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑧

)︂
+𝐹𝑟. (1)

Здесь и далее по тексту 𝑟 = 1, 𝑅.
В уравнениях (1) используются следующие обозначения: 𝑐𝑟 = 𝑐𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) — кон-

центрация частиц взвеси 𝑟-го типа в точке (𝑥, 𝑦, 𝑧) в момент времени 𝑡; 𝑢, 𝑣, 𝑤 —
компоненты вектора скорости движения водной среды; 𝑤𝑔𝑟 — гидравлическая крупность
частиц 𝑟-го типа; µℎ𝑟, µ𝑣𝑟 — коэффициенты горизонтальной и вертикальной турбулент-
ной диффузии частиц 𝑟-го типа соответственно.

Функции правых частей имеют вид:

𝐹1 = (α2𝑐2 − β1𝑐1) + γ1𝑐1,

𝐹𝑟 = (β𝑟−1𝑐𝑟−1 − α𝑟𝑐𝑟) + (α𝑟+1𝑐𝑟+1 − β𝑟𝑐𝑟) + γ𝑟𝑐𝑟, 𝑟 = 2, 𝑅− 1, (2)

𝐹𝑅 = (β𝑅−1𝑐𝑅−1 − α𝑅𝑐𝑅) + γ𝑅𝑐𝑅,

где α𝑟, β𝑟 — коэффициенты, определяющие интенсивность превращения частиц 𝑟-го
типа в (𝑟 − 1)-й и (𝑟 + 1)-й тип соответственно, α𝑟 ≥ 0, β𝑟 ≥ 0; γ𝑟 — мощность
внешнего источника частиц 𝑟-го типа.

Уравнения (1), (2) дополняются граничными и начальными условиями:

𝑐𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑐𝑟0(𝑥, 𝑦, 𝑧), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺; (3)

Σ𝑙 : 𝑐𝑟 = 𝑐′𝑟, 𝑐′𝑟 = const, если 𝑢�̄� < 0;
𝜕𝑐𝑟
𝜕�̄�

= 0, если 𝑢�̄� ≥ 0; (4)

где 𝑢�̄� — проекция вектора скорости на внешнюю нормаль �̄� к границе; 𝑐′𝑟 — известные
значения концентраций;

Σ𝑓 :
𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑧

= 0; Σ𝑏 :
𝜕𝑐𝑟
𝜕𝑧

= −𝑤𝑔𝑟

µ𝑣𝑟

𝑐𝑟. (5)

Решение задачи (1)–(5) отыскивается в некоторой заданной области

𝐺× [0 < 𝑡 ≤ 𝑇 ]

непрерывного изменения аргументов, представляющей собой четырехмерный цилиндр с
образующими параллельными оси времени 𝑂𝑡.

Из предположения, что существует классическое решение задачи (1)–(5), в рабо-
тах [13; 19] сформулированы достаточные условия его единственности.

Модели транспорта взвешенного вещества дополняются 3D-моделью гидродина-
мики [6; 8], позволяющей рассчитывать распределение трехмерного вектора скорости
водного потока.

2. Преобразование с «запаздыванием» задачи
транспорта многокомпонентных взвесей

Для того чтобы провести преобразование с «запаздыванием» задачи (1)–(5), по-
строим на временном отрезке 0 < 𝑡 ≤ 𝑇 равномерную сетку ωτ = {𝑡𝑛 = 𝑛τ, 𝑛 =
= 1, . . . 𝑁 ;𝑁τ ≡ 𝑇} с шагом τ.
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На временной сетке ωτ для исходной непрерывной начально-краевой задачи (1)–(5)
выполним преобразование с «запаздыванием» так, чтобы функции-концентрации взве-
сей, входящие в правые части уравнений (1), определялись на предыдущем временном
слое.

На каждом временном шаге с номером 𝑛 = 1, 2, . . . 𝑁 , 𝑡𝑛−1 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑛 рассмат-
риваются преобразованные уравнения (1), решениями которых являются функции 𝑐𝑛𝑟 ,
𝑛 = 1, 2, . . . 𝑁,𝑁 + 1:

𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑛𝜕𝑐
𝑛
𝑟

𝜕𝑥
+ 𝑣𝑛

𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑦

+ (𝑤𝑛 + 𝑤𝑔𝑟)
𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑧

=

=
𝜕

𝜕𝑥

(︂
µℎ𝑟

𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
µℎ𝑟

𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
µ𝑣𝑟

𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑧

)︂
+ 𝐹 𝑛

𝑟 , (6)

𝐹 𝑛
1 = (α2𝑐

𝑛−1
2 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1)− β1𝑐

𝑛
1 ) + γ𝑛

1𝑐
𝑛
1 ,

. . .

𝐹 𝑛
𝑟 = (β𝑟−1𝑐

𝑛−1
𝑟−1 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1)− α𝑟𝑐

𝑛
𝑟 ) + (α𝑟+1𝑐

𝑛−1
𝑟+1 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1)− β𝑟𝑐

𝑛
𝑟 ) + γ𝑛

𝑟 𝑐
𝑛
𝑟 , 𝑟 = 2, 𝑅− 1,

. . .

𝐹 𝑛
𝑅 = (β𝑅−1𝑐

𝑛−1
𝑅−1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1)− α𝑅𝑐

𝑛
𝑅) + γ𝑛

𝑅𝑐
𝑛
𝑅,

где 𝑐𝑛−1
𝑟 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1) — финальное значение концентрации частиц взвесей 𝑟-го типа,

рассчитанное на предыдущем временном слое 𝑡𝑛−2 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑛−1, 𝑛 = 2, . . . 𝑁 .
Если 𝑛 = 1, то в качестве 𝑐1𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡0) достаточно взять функцию начально-

го условия, то есть 𝑐1𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡0) = 𝑐𝑟0(𝑥, 𝑦, 𝑧). Если же 𝑛 = 2, . . . 𝑁 , то функции
𝑐𝑛𝑟 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1) = 𝑐𝑛−1

𝑟 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1) предполагаются известными, поскольку считается
решенной задача (1)–(5) для предыдущего временного промежутка 𝑡𝑛−2 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑛−1.

К уравнениям (6) добавим начальные условия вида:

𝑐1𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑐𝑟0, 𝑐𝑛𝑟 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1) = 𝑐𝑛−1
𝑟 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡𝑛−1), 𝑛 = 2, . . . 𝑁, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺, (7)

а также граничные условия, аналогичные условиям (3)–(5). Для всех 𝑡, 𝑡𝑛−1 < 𝑡 < 𝑡𝑛,
𝑛 = 1, . . . 𝑁 , имеем:

Σ𝑙 : 𝑐𝑛𝑟 = 𝑐′𝑟, если 𝑢�̄� < 0;
𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕�̄�

= 0, если 𝑢�̄� ≥ 0; (8)

Σ𝑓 :
𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑧

= 0; Σ𝑏 :
𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑧

= −𝑤𝑔𝑟

µ𝑣𝑟

𝑐𝑛𝑟 . (9)

Авторами доказано, что при выполнении условий:

4µℎ1

(︃
1

𝐿2
𝑥

+
1

𝐿2
𝑦

)︃
+ 4µ𝑣1min

1

𝐿2
𝑧

− α2

2
(1 +𝑀𝑛−1

2 ) + β1 − γ𝑛
1max > 0,

. . .

4µℎ𝑟

(︃
1

𝐿2
𝑥

+
1

𝐿2
𝑦

)︃
+ 4µ𝑣𝑟min

1

𝐿2
𝑧

+ α𝑟 + β𝑟 − γ𝑛
𝑟max −

β𝑟−1

2
𝑀𝑛−1

𝑟−1 − α𝑟+1

2
𝑀𝑛−1

𝑟+1 > 0,

𝑟 = 2, 𝑅− 1,

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2023. T. 26. № 3 41



МОДЕЛИРОВАНИЕ, ИНФОРМАТИКА И УПРАВЛЕНИЕ

. . .

4µℎ𝑅

(︃
1

𝐿2
𝑥

+
1

𝐿2
𝑦

)︃
+ 4µ𝑣𝑅min

1

𝐿2
𝑧

+ α𝑅 − γ𝑛
𝑅max −

β𝑅−1

2
𝑀𝑛−1

𝑅−1 > 0,

µ𝑣𝑟min
= max

(𝑥,𝑦,𝑧)∈𝐺
{µ𝑣𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, γ𝑛

𝑟max = max
(𝑥,𝑦,𝑧)∈𝐺

𝑡𝑛−1<𝑡≤𝑡𝑛

{︂
γ𝑛
𝑟 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

}︂
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑐𝑛−1

𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑀𝑛−1𝑟 ≡ const > 0, 𝑟 = 1, 𝑅

разности решений начально-краевых задач — исходной и преобразованной с «запаздыва-
нием» в функциях правых частей на временной сетке стремятся к нулю при стремлении
к нулю параметра τ со скоростью 𝑂(τ) в норме гильбертова пространства 𝐿2(𝐺).

3. Построение дискретной модели преобразованной с «запаздыванием»
задачи транспорта многокомпонентных взвесей

Член, описывающий адвективный перенос частиц взвеси в так называемой симмет-
ричной форме имеет вид:

1

2

[︂
𝑢
𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑦

+ (𝑤 + 𝑤𝑔𝑟)
𝜕𝑐𝑛𝑟
𝜕𝑧

+
𝜕(𝑢𝑐𝑛𝑟 )

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑣𝑐𝑛𝑟 )

𝜕𝑦
+

𝜕((𝑤 + 𝑤𝑔𝑟)𝑐
𝑛
𝑟 )

𝜕𝑧

]︂
, (10)

что позволяет в результате дискретизации построить разностный оператор адвективного
переноса, обладающий свойством кососимметричности.

В области �̄� построим связную сетку ω̄ℎ, ω̄ℎ = ω̄𝑥× ω̄𝑦 × ω̄𝑧, где ω̄𝑥 = {𝑥𝑖 : 𝑥𝑖 =
= 𝑖ℎ𝑥; 𝑖 = 0, 1 . . . 𝑁𝑥 : 𝑁𝑥ℎ𝑥 ≡ 𝐿𝑥}, ω̄𝑦 = {𝑦𝑖 : 𝑦𝑖 = 𝑖ℎ𝑦; 𝑖 = 0, 1 . . . 𝑁𝑦 : 𝑁𝑦ℎ𝑦 ≡
≡ 𝐿𝑦}, ω̄𝑧 = {𝑧𝑖 : 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ𝑧; 𝑖 = 0, 1 . . . 𝑁𝑧 : 𝑁𝑧ℎ𝑧 ≡ 𝐿𝑧}. Множество внутренних
узлов сеток ω̄ℎ, ω̄𝑥, ω̄𝑦, ω̄𝑧 будем обозначать соответственно, как ωℎ, ω𝑥, ω𝑦, ω𝑧.
На пространственно-временной сетке ωτℎ = ωτ × ωℎ аппроксимируем задачи (6)–(9)
на сетках «с заданием» в узлах, сдвинутых на половину скоростей шага сетки и по
соответствующему координатному направлению (рис. 1).

Далее символ «–» сверху над функциями 𝑐𝑛𝑟 , 𝑐𝑛−1
𝑟 и 𝐹 𝑛

𝑟 будет означать их при-
надлежность к классу сеточных функций 𝑐𝑛𝑟 , 𝑐𝑛−1

𝑟 и 𝐹 𝑛
𝑟 соответственно. Функция 𝑐𝑛𝑟

рассматривается как достаточно гладкая функция непрерывных переменныx.

Рис. 1. Шаблон разностной схемы
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На построенных сетках методами, изложенными в работах [5; 11; 12], получены
аппроксимации каждого из уравнений (6) во внутренних узлах сетки ω̄ℎ:

𝑐𝑛𝑟−𝑐𝑛−1
𝑟

τ
+

1

2ℎ𝑥

(︂
𝑢𝑛(𝑥𝑖+

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖+ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)−𝑢𝑛(𝑥𝑖−

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖−ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

)︂
+

+
1

2ℎ𝑦

(︂
𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝑦𝑗+

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘)𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+ℎ𝑦, 𝑧𝑘)− 𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘)𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗−ℎ𝑦, 𝑧𝑘)

)︂
+

+
1

2ℎ𝑧

(︂
(𝑤𝑛(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+

ℎ𝑧

2
)+𝑤𝑔𝑟)𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+ℎ𝑧)−

− (𝑤𝑛(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘−
ℎ𝑧

2
) + 𝑤𝑔𝑟)𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘−ℎ𝑧)

)︂
=

=
1

ℎ2
𝑥

(︂
µℎ𝑟(𝑥𝑖+

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) (𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖+ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘))− (11)

−µℎ𝑟(𝑥𝑖−
ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) (𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖−ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘))

)︂
+

+
1

ℎ2
𝑦

(︂
µℎ𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗+

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) (𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+ℎ𝑦, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘))−

−µℎ𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−
ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) (𝑐

𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗−ℎ𝑦, 𝑧𝑘))

)︂
+

+
1

ℎ2
𝑧

(︂
µℎ𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+

ℎ𝑧

2
) (𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+ℎ𝑧)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘))−

−µℎ𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘−
ℎ𝑧

2
) (𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘−ℎ𝑧))

)︂
+ 𝐹 𝑛

𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) ∈ ωℎ.

В уравнениях (11) аппроксимация членов, описывающих функции источников, име-
ет вид:

𝐹 𝑛
1 = α2𝑐

𝑛−1
2 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑛−1) + (−β1 + γ𝑛

1 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘))𝑐
𝑛
1 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘),

. . .

𝐹 𝑛
𝑟 = β𝑟−1𝑐

𝑛−1
𝑟−1 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑛−1) + (−α𝑟+1 − β𝑟 + γ𝑛

𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘))𝑐
𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘), 𝑟 = 2, 𝑅− 1,

. . .

𝐹 𝑛
𝑅 = β𝑅−1𝑐

𝑛−1
𝑅−1(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑛−1) + (−α𝑅 + γ𝑛

𝑅(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘))𝑐
𝑛
𝑅(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) ∈ ωℎ.

К разностным уравнениям (11) необходимо добавить начальные условия вида (7)
для (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ωℎ, а также аппроксимацию граничных условий. Для задания граничных
условий вида (8), (9) удобно ввести расширенную сетку

ω̄* =

{︂
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) : 𝑖 = −1, 0, . . . 𝑁𝑥 + 1, 𝑗 = −1, 0, . . . 𝑁𝑦 + 1, 𝑘 = −1, 0, . . . 𝑁𝑧 + 1;

𝑥𝑖 = 𝑖ℎ𝑥, 𝑦𝑗 = 𝑗ℎ𝑦, 𝑧𝑘 = 𝑘ℎ𝑧; 𝑁𝑥ℎ𝑥 = 𝐿𝑥, 𝑁𝑦ℎ𝑦 = 𝐿𝑦, 𝑁𝑦ℎ𝑦 = 𝐿𝑦

}︂
.

Для сетки ω̄* сетка ω̄ является внутренней. Будем предполагать, что 𝑐𝑛𝑟 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
= 0, если (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ω̄* ∖ ω̄. Кроме того, будем считать известными значения компонент
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вектора скоростей водной среды в узлах сетки ω̄* ∖ ω̄ с дробными значениями индексов,
например, 𝑢𝑛(−ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘), 𝑢𝑛(𝐿𝑥 +

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘), 𝑣𝑛(𝑥𝑖,−ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘), 𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 +

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) и т. д.

Для тех узлов сетки ω̄* ∖ ω̄, которые находятся вне водоема, значение компонент
вектора скорости водной среды предполагается равным нулю.

Аппроксимация граничных условий для поверхности Σ𝑙, на которой находятся гра-
ничные узлы сетки ω̄*, выглядит следующим образом:{︃

𝑐𝑛𝑟(0,𝑦,𝑧) = 0, если 𝑢𝑛(ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) + 𝑢𝑛(−ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) > 0,

𝑐𝑛𝑟 (𝐿𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) = 0, если 𝑢𝑛(𝐿𝑥 − ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) + 𝑢𝑛(𝐿𝑥 +

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) < 0;{︃

𝑐𝑛𝑟(𝑥𝑖,0,𝑧𝑘)
= 0, если 𝑣𝑛(𝑥𝑖,

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) + 𝑣𝑛(𝑥𝑖,−ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) > 0,

𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝐿𝑦, 𝑧𝑘) = 0, если 𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 − ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) + 𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 +

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) < 0.

В случае граничных условий, записываемых для поверхности Σ𝑙, при выполнении
условий

𝑢𝑛(
ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) + 𝑢𝑛(−ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) > 0, 𝑢𝑛(𝐿𝑥 −

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) + 𝑢𝑛(𝐿𝑥 +

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) < 0,

𝑣𝑛(𝑥𝑖,
ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) + 𝑣𝑛(𝑥𝑖,−

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) > 0, 𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 −

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) + 𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 +

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) < 0

имеют место граничные условия Неймана.
Приведем аппроксимации граничных условий для операторов конвективного и диф-

фузионного переносов:
— для оператора конвективного переноса

𝐶𝑥(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

≡ 1

2ℎ𝑥

𝑐𝑛𝑟 (ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

(︂
𝑢𝑛(

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)− 𝑢𝑛(−ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

)︂
,

𝐶𝑥(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

≡ 1

2ℎ𝑥

𝑐𝑛𝑟 (𝐿𝑥 − ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

(︂
𝑢𝑛(𝐿𝑥 +

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)− 𝑢𝑛(𝐿𝑥 −

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

)︂
,

𝐶𝑦(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

≡ 1

2ℎ𝑦

𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, ℎ𝑦, 𝑧𝑘)

(︂
𝑣𝑛(𝑥𝑖,

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘)− 𝑣𝑛(𝑥𝑖,−

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘)

)︂
,

𝐶𝑦(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

≡ 1

2ℎ𝑦

𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝐿𝑦 − ℎ𝑦, 𝑧𝑘)

(︂
𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 +

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘)− 𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 −

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘)

)︂
,

𝐶𝑧(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

≡ 1

2ℎ𝑧

𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, ℎ𝑧)

(︂
𝑤𝑛(𝑥𝑖, 𝑦𝑗,

ℎ𝑧

2
)− 𝑤𝑛(𝑥𝑖, 𝑦𝑗,−

ℎ𝑧

2
) + 2𝑤𝑔𝑟

)︂
,

𝐶𝑧(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

≡ 1

2ℎ𝑧

(︃(︂
𝑤𝑛(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧+

ℎ𝑧

2
)+𝑤𝑔𝑟

)︂(︂
𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧−ℎ𝑧)−2

𝑤𝑔𝑟

µ𝑣𝑟

ℎ𝑧𝑐
𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧)

)︂
−

−
(︂
𝑤𝑛(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧−

ℎ𝑧

2
)+𝑤𝑔𝑟

)︂
𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧−ℎ𝑧)

)︃
;
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— для оператора диффузионного переноса:

𝐷𝑥(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

≡ 1

ℎ2
𝑥

(︂
µℎ𝑟(

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) + µℎ𝑟(−

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

)︂(︂
𝑐𝑛𝑟 (ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (0, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

)︂
,

𝐷𝑥(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

≡ 1

ℎ2
𝑥

(︂
µℎ𝑟(𝐿𝑥 +

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘) + µℎ𝑟(𝐿𝑥 −

ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

)︂
×

×
(︂
𝑐𝑛𝑟 (𝐿𝑥 − ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (𝐿𝑥, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

)︂
,

𝐷𝑦(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

≡ 1

ℎ2
𝑦

(︂
µℎ𝑟(𝑥𝑖,

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) + µℎ𝑟(𝑥𝑖,−

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘)

)︂(︂
𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, ℎ𝑦, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 0, 𝑧𝑘)

)︂
,

𝐷𝑦(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

≡ 1

ℎ2
𝑦

(︂
µℎ𝑟(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 +

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) + µℎ𝑟(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 −

ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘)

)︂
×

×
(︂
𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝐿𝑦 − ℎ𝑦, 𝑧𝑘)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝐿𝑦, 𝑧𝑘)

)︂
,

𝐷𝑧(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

≡ 1

ℎ2
𝑧

µ𝑣𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗,
ℎ𝑧

2
)

(︂
𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, ℎ𝑧)− 𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 0)

)︂
,

𝐷𝑧(𝑐
𝑛
𝑟 )

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

≡ 1

ℎ2
𝑧

(︃(︂
µ𝑣𝑟(𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝐿𝑧+

ℎ𝑧

2
) + µ𝑣𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧−

ℎ𝑧

2
)

)︂
𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧−ℎ𝑧)−

−
(︂
2
𝑤𝑔𝑟

µ𝑣𝑟

ℎ𝑧µ𝑣𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧+
ℎ𝑧

2
) + µ𝑣𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧−

ℎ𝑧

2
)

)︂
𝑐𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝐿𝑧)

)︃
.

Заметим, что при аппроксимации операторов диффузионного переноса было учте-
но, что на свободной невозмущенной поверхности водоема отсутствует турбулентная
диффузия и потому µ𝑣𝑟(𝑥𝑖, 𝑦𝑗,−ℎ𝑧

2
) ≡ 0.

В отношении значений компонент вектора скоростей 𝑢𝑛(−ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘),

𝑢𝑛(𝐿𝑥 + ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘), 𝑣𝑛(𝑥𝑖,−ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘), 𝑣𝑛(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 − ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘), а также коэффициентов

µℎ𝑟(−ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘), µℎ𝑟(𝐿𝑥 + ℎ𝑥

2
, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘), µℎ𝑟(𝑥𝑖,−ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘), µℎ𝑟(𝑥𝑖, 𝐿𝑦 − ℎ𝑦

2
, 𝑧𝑘) предполагает-

ся, что в расширении области 𝐺 по горизонтальным направлениям (в ω*) существует
водная среда и эти величины могут быть определены в гидродинамическом блоке объ-
единенной модели «гидродинамика — транспорт взвешенного вещества».

4. Расчет изменения состава донных материалов

Одна из особенностей донных грунтов — это способность накапливать информацию
об экологическом состоянии рассматриваемого участка водной акватории. Не случайно
в ряде стран донный материал используют как основной индикатор экологического со-
стояния водного объекта. Накапливаясь в донных отложениях, высокие концентрации
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загрязнений могут, в свою очередь, послужить источником «вторичного» загрязнения
водного объекта, вызывая тем самым ухудшение его экологического состояния. В про-
цессе дампинга изъятого ранее грунта очевидным образом, негативное воздействие на
качество воды усиливается. Приобретает важное значение учет каждой из фракций в
расчете динамики зон с различными концентрациями взвешенных веществ.

Укажем некоторые особенности, связанные с проведением расчета изменения фрак-
ционного состава донного материала для временного промежутка 𝑡𝑛−1 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑛, 𝑛 =
= 1, 2, . . . 𝑁 .

Для работы алгоритма применительно к временному промежутку 𝑡𝑛−1 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑛, 𝑛 =
= 1, 2, . . . 𝑁 необходимо сформировать следующие массивы: 𝐷𝑛

𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) — массив,
описывающий высоту слоя наполнения взвесью ячейки (𝑥𝑖, 𝑦𝑖,𝑚𝑖𝑗); 𝐷𝑛

𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) —
массивы, описывающие концентрации 𝑟-й фракции взвешенного вещества в ячейке
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖,𝑚𝑖𝑗); 𝑚𝑖𝑗 — массив, описывающий количество ячеек, которые наполнены взве-
шенным веществом и расположены ниже данной.

Обозначим толщину слоя для фракции 𝑟 выпавшей в осадок взвеси за время 𝑡𝑛−1 <
< 𝑡 ≤ 𝑡𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . 𝑁 как 𝑑𝑛𝑟,𝑖𝑗 . При расчете данной величины в узле (𝑥𝑖, 𝑦𝑖,𝑚𝑖𝑗)
будем писать 𝑑𝑛𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗). Для толщины слоя взвеси, выпавшей в осадок, для
всех фракций за время 𝑡𝑛−1 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . 𝑁 будем писать 𝑑𝑛𝑖𝑗 и, соответственно,
в узле (𝑥𝑖, 𝑦𝑖,𝑚𝑖𝑗) она будет определяться как 𝑑𝑛𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗).

Алгоритм расчета изменения состава донных материалов для временного промежут-
ка 𝑡𝑛−1 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . 𝑁 представляет следующую последовательность шагов.

1. Толщина слоя взвеси, выпавшей в осадок, для каждой фракции рассчитывается
согласно формуле:

𝑑𝑛𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) =
𝑐𝑛𝑟 (𝑤(𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗) + 𝑤𝑔𝑟)τ

(1− ε𝑟)ρ𝑟
,

где ε𝑟 — пористость донных отложений 𝑟-й фракции; ρ𝑟 — плотность частиц
𝑟-й фракции взвеси.

2. Толщина слоя взвеси, выпавшей в осадок, для всех фракций рассчитывается по
формуле:

𝑑𝑛𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) =
𝑅∑︁

𝑟=1

𝑐𝑛𝑟 (𝑤(𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗) + 𝑤𝑔𝑟)τ

(1− ε𝑟)ρ𝑟
.

3. Если толщина слоя больше нуля (𝑑𝑛𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) > 0), то объемная концентра-
ция каждой фракции 𝑐𝑛𝑣,𝑟 в слое выпавшей взвеси рассчитывается по формуле:

𝑐𝑛𝑣,𝑟 =
𝑑𝑛𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)

𝑑𝑛𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)
.

4. Выпавшая взвесь размещается между ячейками на основе следующего алгоритма.
Пока толщина слоя больше нуля (𝑑𝑛𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) > 0), выполняются следующие
действия:

4.1. Рассчитывается уровень слоя осадка в ячейке (𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗) после осаждения
взвеси:

𝑠𝑛𝑖𝑗 = 𝑑𝑛𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) +𝐷𝑛
𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)ℎ𝑧.
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4.2. Рассчитывается уровень слоя осадка, который была способна принять ячейка
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗):

𝑙𝑛𝑖𝑗 = ℎ𝑧 −𝐷𝑛
𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)ℎ𝑧.

4.3. Если ячейка (𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗) после осаждения взвеси переполняется (𝑠𝑛𝑖𝑗 > ℎ𝑧), то
выполняется расчет концентраций фракций взвеси и переход к заполнению
следующей ячейки.

4.3.1. Пересчитываются концентрации для каждой фракции в ячейке (𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗):

𝐷𝑛
𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) =

𝑑𝑛𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)𝑙
𝑛
𝑖𝑗

ℎ𝑧

+

+𝐷𝑛
𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)𝐷

𝑛
𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗).

4.3.2. Ячейка (𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗) считается наполненной взвесью, когда

𝐷𝑛
𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) = 1.

4.3.3. Осуществляется переход к заполнению следующей ячейки 𝑚𝑖𝑗 = 𝑚𝑖𝑗 +1.

4.4. Если слой взвеси помещается в ячейку (𝑠𝑛𝑖𝑗 ≤ ℎ𝑧), то выполняется пересчет
концентраций фракций взвеси описанным ниже способом:

4.4.1. Пересчитываются концентрации каждой фракции в ячейке (𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗):

𝐷𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) =

𝑑𝑛𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)𝑑
𝑛
𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)

ℎ𝑧

+

+𝐷𝑛
𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)𝐷

𝑛
𝑖,𝑗,𝑚𝑖𝑗

(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗).

4.4.2. Пересчитывается уровень заполненности ячейки (𝑥𝑖, 𝑦𝑗,𝑚𝑖𝑗):

𝐷𝑛
𝑟 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) =

𝑠𝑛𝑖𝑗
ℎ𝑧

.

4.5. Уменьшается часть слоя взвеси, не размещенная между ячейками:

𝑑𝑛𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗) = 𝑑𝑛𝑟,𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛,𝑚𝑖𝑗)− 𝑙𝑛𝑖𝑗.

5. Результаты численных экспериментов

Для численного решения задачи транспорта многокомпонентной взвеси был разра-
ботан программный комплекс на языке С++, учитывающий большое количество фак-
торов, среди которых можно выделить сложную геометрию дна и береговой линии,
ветровые течения и трение о дно и наличие существенного градиента плотности водной
среды и включающий в себя следующие блоки:

— блок для расчета скорости течения водного потока на основе уравнения Навье —
Стокса;

— блок расчета транспорта взвешенных частиц в толще воды;

— блок расчета оседания и движения наносов по дну.
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Приведем пример работы программного комплекса на задаче транспорта многоком-
понентной взвеси (четыре различные фракции) при моделировании процесса дампинга
грунта в ходе проведения дноуглубительных работ.

Параметры расчетной области: длина 1 км; ширина 720 м; глубина 10 м.
Параметры расчетной сетки: шаги по горизонтальной и вертикальной простран-

ственным координатам составили 10 и 1 м, соответственно; расчетный интервал —
2 часа, шаг по времени — 5 секунд.

Входные параметры модели: средняя скорость седиментации (осаждения) взвесей
(по Стоксу) — 2,042 мм/с; среднее расстояние от точки выгрузки до дна водоема в
районе проведения дноуглубительных работ — 5,5 м; скорость течения на глубинах от 4
до 10 м — 0,075 м/с (течения направлены слева направо); плотность пресной воды при
нормальных условиях 1 000 кг/м3; плотность взвесей 2 700 кг/м3; скорость осаждения
фракции А — 2,4 мм/с, процентное содержание фракции А в пылеватых частицах —
20 %; скорость осаждения фракции Б — 1,775 мм/с, процентное содержание фракции
Б — 30 %; скорость осаждения фракции В — 0,833 мм/с, процентное содержание фрак-
ции В — 30 %; скорость осаждения фракции Г — 0,3702 мм/с, процентное содержание
фракции Г — 20 %. На рисунках 2–5 представлены результаты моделирования процесса
транспорта четырехкомпонентной взвеси для каждой из четырех фракций в отдельности.
Горизонтальная ось на рисунках 2–5 направлена вдоль течения и в месте максимальной
концентрации взвешенных частиц (в плоскости 𝑦 = 350 м). Рисунки 2,а, 3,а, 4,а и
5,а показывают поля концентраций трех фракций взвеси в толще воды. Рисунки 2,б,
3,б, 4,б и 5,б показывают концентрацию соответствующей фракции взвеси в донных
отложениях.

а) концентрация взвеси в толще воды б) концентрация взвеси
в донных отложениях

Рис. 2. Поля концентраций фракции А взвеси спустя 2 часа после выгрузки
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а) концентрация взвеси в толще воды б) концентрация взвеси
в донных отложениях

Рис. 3. Поля концентраций фракции Б взвеси спустя 2 часа после выгрузки

а) концентрация взвеси в толще воды б) концентрация взвеси
в донных отложениях

Рис. 4. Поля концентраций фракции В взвеси спустя 2 часа после выгрузки
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а) концентрация взвеси в толще воды б) концентрация взвеси
в донных отложениях

Рис. 5. Поля концентраций фракции В взвеси спустя 2 часа после выгрузки

Из рисунков 2–5 видно, что более тяжелая фракция А осаждается ближе к зоне
проведения дноуглубительных работ и залегает глубже в осадочных породах, чем более
легкие фракции Б, В и Г.

Проведенные численные эксперименты по моделированию процесса транспорта мно-
гокомпонентной взвеси позволяют моделировать процесс распространения и осаждения
взвеси на дно, а также изучать влияние процесса транспорта взвеси на изменение ре-
льефа и состава дна рассматриваемой акватории.

Заключение

В данной работе представлена пространственно-трехмерная модель транспорта взве-
сей, которая учитывает следующие физические параметры и процессы: скорость движе-
ния водной среды, многофракционный состав взвесей, конвекцию, диффузию и оса-
ждение частиц, взаимный переход (преобразование) частиц, имеющих различную гид-
равлическую крупность, и др. На временной сетке с шагом τ проведено преобразова-
ние с «запаздыванием» начально-краевой задачи, соответствующей построенной модели.
В этом случае концентрации фракций, присутствующие в правых частях уравнений и не
входящие в левые части уравнений диффузии-конвекции, вычисляются на правом конце
предыдущего шага по времени. Такой подход позволяет упростить последующую чис-
ленную реализацию каждого из уравнений диффузии-конвекции. Кроме того, появляет-
ся возможность на каждом временном шаге организовать независимое — параллельное
решение уравнения транспорта взвесей для каждой из фракций на данном временном
слое.

Преобразованная начально-краевая задача аппроксимируется с заданием оператора
конвективного переноса в симметричной форме, что обеспечивает кососимметричность
оператора конвективного переноса, в построенной разностной схеме, которая при уста-
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новленных ранее физически мотивированных ограничениях на шаг по времени обладает
свойствами монотонности и устойчивости. Построение разностной схемы второго поряд-
ка точности относительно шагов по пространству и первого — относительно временного
шага осуществляется на равномерной расширенной сетке с учетом граничных условий
первого-третьего родов.

Построенная дискретная модель дополнена вытекающим из нее дискретным алго-
ритмом вычисления функции глубины водоема, которая изменяется (уменьшается) при
дампинге донного грунта в местах его свалок. На основе разработанного комплекса
программ, базирующегося на построенных дискретных моделях и алгоритмах, для мо-
дельной задачи дампинга грунта выполнены численные эксперименты, которые проде-
монстрировали физическую валидность построенной дискретной модели. Подводя итоги,
можно сказать, что разработанный комплекс моделей, алгоритмов и программ позволя-
ет выполнять прогностическое моделирование процессов распространения и осаждения
многофракционных взвесей на дно, а также изучать влияние данных процессов на изме-
нение рельефа дна и гранулометрического состава донных отложений, в частности, при
выполнении дноуглубительных работ в местах свалки извлекаемых со дна грунтов.
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Abstract. The work is devoted to numerical simulation of the consequences
of soil dumping in coastal marine systems. These works are associated with
dredging, in which bottom sediments of various types are extracted from the
bottom, and then transferred and dumped to a designated discharge site. Soil
dumping works lead to the formation of areas with a high concentration of
suspended matter (>50 mg/l), the sedimentation of suspended matter and the
formation of an additional layer of sediment on the bottom. In the process of
mathematical modeling of these processes, it is necessary to consider data on
the hydrodynamic characteristics of a water body, the amount and type of soils
extracted from the bottom, the redistribution of soils and the concentration of
suspended matter in the aquatic environment. This paper presents mathematical
models that allow taking into account the diversity of these factors. Based on
them, a complex of parallel programs for high-performance computing systems
has been developed that allows modeling these processes. The results of work of
this complex can be used to assess risks and vulnerabilities in relation to soil
dumping, as well as the implementation of environmental design in relation to a
specific water body.

Key words: coastal marine systems, dumping, bottom sediments, hydrodynamics,
diffusion-convection-deposition processes, spatial-three-dimensional model, suspended
matter concentration, numerical experiment.
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