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Аннотация. Изучена первая краевая задача для нагруженного уравне-
ния теплопроводности с переменными коэффициентами. Для численного ре-
шения поставленной задачи построена разностная схема высокого порядка
точности. Методом энергетических неравенств получена априорная оценка в
разностной форме. Из этой оценки следуют единственность и устойчивость
решения по правой части и начальным данным, а также сходимость решения
разностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи со ско-
ростью 𝑂(ℎ4 + τ2). Построен алгоритм приближенного решения, проведены
численные расчеты тестовых примеров, иллюстрирующие полученные в рабо-
те теоретические результаты.

Ключевые слова: первая краевая задача, нагруженное уравнение, урав-
нение теплопроводности, разностная схема, априорная оценка, устойчивость
и сходимость.

Введение

Нагруженными дифференциальными уравнениями в литературе принято называть
уравнения, содержащие значения решения или его производных на многообразиях мень-
шей размерности, чем размерность области определения искомой функции [9].

Настоящая работа посвящена приближенному методу решения первой начально-
краевой задачи для нагруженного уравнения теплопроводности с переменными коэф-
фициентами. На равномерной сетке построена разностная схема повышенного порядка
точности. Для решения разностной задачи с помощью метода энергетических неравенств
получена априорная оценка, откуда следуют единственность и непрерывная зависимость
решения от входных данных задачи, а также сходимость решения разностной зада-
чи к решению исходной дифференциальной задачи со скоростью 𝑂(ℎ4 + τ2). Построен
алгоритм приближенного решения первой начально-краевой задачи для нагруженного
уравнения теплопроводности, проведены численные расчеты тестовых примеров, иллю-
стрирующие полученные в работе теоретические результаты.

Численным методам решения различных краевых задач для нагруженных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных посвящены работы [1–4; 14]. Построе-
нию разностных схем повышенного порядка аппроксимации посвящены работы авторов
[13; 16–18].

Настоящая работа является непосредственным продолжением серии работ авторов
в этом направлении [6; 7; 13; 14], в которых в основном были предложены разностные
методы решения локальных и нелокальных краевых задач для нагруженных уравнений
теплопроводности и Аллера.

1. Постановка задачи

В замкнутом прямоугольнике 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} рассмотрим
первую краевую задачу для нагруженного уравнения теплопроводности

𝑢𝑡 = 𝑘(𝑡)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠(𝑥, 𝑡)𝑢(ξ𝑠, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, (1)
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𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, (3)

где
0 < 𝑐0 ≤ 𝑘(𝑡) ≤ 𝑐1, |𝑞𝑠(𝑥, 𝑡)|, |𝑞𝑠,𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐2, 𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶6,3(𝑄𝑇 ), 𝑘(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ], 𝑞𝑠(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,1(𝑄𝑇 ), (4)

ξ𝑠, (𝑠 = 1, 2, ...,𝑚) — произвольные точки интервала (0, 𝑙): 0 < ξ1 < ... < ξ𝑚 < 𝑙.

Задачи такого типа возникают при изучении переноса примеси вдоль русла рек,
когда в водоем поступает загрязняющее вещество из 𝑚 источников определенной ин-
тенсивности [5].

2. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (1)–(3) применим метод конечных разностей. Для этого на
равномерной сетке ωℎτ = ωℎ × ωτ, где ωℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 𝑁, ℎ = 𝑙/𝑁}, ωτ =
= {𝑡𝑗 = 𝑗τ, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0, τ = 𝑇/𝑗0} дифференциальной задаче (1)–(3) поставим в
соответствие разностную схему порядка аппроксимации 𝑂(ℎ4 + τ2):

ℋℎ𝑦𝑡 =
1

2
𝑎𝑌�̄�𝑥 −

1

2

𝑚∑︁
𝑠=1

ℋℎ𝑑𝑠𝑌 (ξ𝑠, 𝑡𝑗) +ℋℎφ, (5)

𝑦
(σ)
0 = 𝑦

(σ)
𝑁 = 0, 𝑦(𝑥𝑖, 0) = 𝑢0(𝑥𝑖), (6)

где

𝑦𝑡 =
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

τ
, ℋℎ𝑦

𝑗
𝑖 =

1

12

(︁
𝑦𝑗𝑖+1 + 10𝑦𝑗𝑖 + 𝑦𝑗𝑖−1

)︁
= 𝑦𝑗𝑖 +

ℎ2

12
𝑦𝑗�̄�𝑥,𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1,

𝑌 𝑗+1 = 𝑦𝑗+1 + 𝑦𝑗, 𝑎𝑗 = 𝑘(𝑡𝑗+ 1
2
), 𝑑𝑗𝑠,𝑖 = 𝑞𝑠(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+ 1

2
), φ𝑗

𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+ 1
2
), 𝑥𝑖𝑠 ≤ ξ𝑠 ≤ 𝑥𝑖𝑠+1 ,

η𝑗𝑠 =
(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)

−6ℎ3
𝑦𝑗𝑖𝑠−1 +

(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)

2ℎ3
𝑦𝑗𝑖𝑠 +

+
(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)

−2ℎ3
𝑦𝑗𝑖𝑠+1 +

(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)

6ℎ3
𝑦𝑗𝑖𝑠+2, (7)

где η𝑗𝑠 = 𝑦(ξ𝑠, 𝑡𝑗), 𝑌 (ξ𝑠, 𝑡𝑗) = η𝑗+1
𝑠 + η𝑗𝑠.

В дальнейшем будем считать, что ℎ < min{ξ1, 𝑙 − ξ𝑚}.
Найдем априорную оценку решения (5), (6) методом энергетических неравенств, в

связи с чем введем скалярные произведения и норму в виде:

(︀
𝑢, 𝑣
)︀
=

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ,
(︀
𝑢, 𝑣
]︀
=

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ,
(︀
𝑢, 𝑢

)︀
=
(︀
1, 𝑢2

)︀
= ‖𝑢(·, 𝑡)‖20 = ‖𝑢‖20.

Справедлива следующая лемма [10, c. 120].
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Лемма 1. Для всякой функции 𝑦(𝑥), заданной на равномерной сетке

ω̄ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, 𝑥0 = 0, 𝑥𝑁 = 𝑙}

и обращающейся в нуль при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙, справедливы оценки

ℎ2

4
‖𝑦�̄�]|2 ≤ ‖𝑦‖2 ≤ 𝑙2

8
‖𝑦�̄�]|2.

Получим теперь некоторые вспомогательные неравенства с учетом леммы 1:

(𝑦,ℋℎ𝑦) =

(︂
𝑦, 𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂
= (𝑦, 𝑦) +

(︂
𝑦,

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂
= (𝑦, 𝑦)−

(︂
𝑦�̄�,

ℎ2

12
𝑦�̄�

]︂
≥

≥
(︂
1, 𝑦2 − 1

3
𝑦2
)︂
=

(︂
1,

2

3
𝑦2
)︂
=

2

3
‖𝑦‖20. (8)(︃

1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃

=

(︂
1, 𝑦2 +

2ℎ2

12
𝑦𝑦�̄�𝑥 +

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
=

(︂
1, 𝑦2 − 2ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2 +
ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
.

Из последнего находим(︂
1, 𝑦2 − 2ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2

)︂
≤
(︃
1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃

≤
(︂
1, 𝑦2 +

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
или

(︀
1, 𝑦2

)︀
−
(︂
1,

2ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2

)︂
≤
(︃
1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃

≤
(︀
1, 𝑦2

)︀
+

(︂
1,

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
.

Тогда из последнего получим

(︀
1, 𝑦2

)︀
− 2

3

(︀
1, 𝑦2

)︀
≤
(︃
1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃

≤
(︀
1, 𝑦2

)︀
+

1

9

(︀
1, 𝑦2

)︀
.

Итак,
1

3
‖𝑦‖20 ≤ ‖ℋℎ𝑦‖20 ≤

10

9
‖𝑦‖20. (9)

Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), тогда существует такое τ0, что если
τ ≤ τ0, то для решения разностной задачи (5), (6) справедлива априорная оценка

‖𝑦𝑗+1‖20 +
𝑗∑︁

𝑗 ′=0

(︁
‖𝑦𝑗+1

�̄� ]|20 + ‖𝑦𝑗�̄�]|20
)︁
τ ≤ 𝑀

⎛⎝‖𝑦0‖20 +
𝑗∑︁

𝑗 ′=0

‖φ𝑗 ′‖20τ

⎞⎠ ,

где 𝑀 = const > 0, не зависящая от ℎ и τ.

Доказательство. С целью найти априорную оценку решения задачи (5), (6), умножим
уравнение (5) скалярно на 𝑌 = 𝑦𝑗 + 𝑦𝑗+1:

(𝑌,ℋℎ𝑦𝑡) =
1

2
(𝑎𝑌�̄�𝑥, 𝑌 )− 1

2

(︃
𝑚∑︁
𝑠=1

ℋℎ𝑑𝑠𝑌 (ξ𝑠, 𝑡𝑗), 𝑌

)︃
+ (ℋℎφ, 𝑌 ) , (10)

8 М.Х. Бештоков, В.А. Водахова, М.М. Исакова. Приближенное решение первой краевой задачи
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Преобразуем слагаемые, входящие в (10)

(𝑌,ℋℎ𝑦𝑡) =

(︂
𝑦𝑗+1 + 𝑦𝑗, 𝑦𝑡 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥𝑡

)︂
=
(︀
𝑦𝑗+1 + 𝑦𝑗, 𝑦𝑡

)︀
+

(︂
𝑦𝑗+1 + 𝑦𝑗,

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥𝑡

)︂
=

=

(︂
𝑦𝑗+1 + 𝑦𝑗,

1

τ

(︀
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

)︀)︂
− ℎ2

12

(︂
𝑦𝑗+1
�̄� + 𝑦𝑗�̄�,

1

τ

(︁
𝑦𝑗+1
�̄� − 𝑦𝑗�̄�

)︁]︂
=

=
(︀
‖𝑦‖20

)︀
𝑡
− ℎ2

12

(︀
‖𝑦�̄�]|20

)︀
𝑡
;

1

2
(𝑎𝑌�̄�𝑥, 𝑌 ) = −1

2

(︁
𝑎, (𝑌�̄�)

2
]︁
≥ −𝑐0

2
‖𝑌�̄�]|20;

−1

2

(︃
𝑚∑︁
𝑠=1

ℋℎ𝑑𝑠𝑌 (ξ𝑠, 𝑡𝑗), 𝑌

)︃
= −1

2

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌 (ξ𝑠, 𝑡𝑗)
(︁
ℋℎ𝑑𝑠, 𝑌

)︁
≤

≤
𝑚∑︁
𝑠=1

(︂
1

4
𝑌 2(ξ𝑠, 𝑡𝑗) +

𝑐22
4

(︁
1, 𝑌

)︁2)︂
≤ 𝑀1

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌 2(ξ𝑠, 𝑡𝑗) +
𝑚𝑙𝑐22
4

(︁
1, 𝑌 2

)︁
≤

≤ 𝑀2

(︂
ε‖𝑌�̄�]|20 +

1

4ε
‖𝑌 ‖20

)︂
+

𝑚𝑙𝑐22
4

(︁
1, 𝑌 2

)︁
≤ ε𝑀2‖𝑌�̄�]|20 +𝑀 ε

3‖𝑌 ‖20;

(ℋℎφ, 𝑌 ) ≤ 1

2
‖𝑌 ‖20 +

1

2
‖ℋℎφ‖20.

Учитывая полученные преобразования, из (6) находим

(︀
‖𝑦‖20

)︀
𝑡
− ℎ2

12

(︀
‖𝑦�̄�]|20

)︀
𝑡
+
(︁𝑐0
2
−𝑀2ε

)︁
‖𝑌�̄�]|20 ≤

(︂
1

2
+𝑀 ε

3

)︂
‖𝑌 ‖20 +

1

2
‖ℋℎφ‖20. (11)

Выбирая ε = 𝑐0
4𝑀2

, из (11) находим

(︀
‖𝑦‖20

)︀
𝑡
− ℎ2

12

(︀
‖𝑦�̄�]|20

)︀
𝑡
+

𝑐0
4
‖𝑌�̄�]|20 ≤ 𝑀4‖𝑌 ‖20 +

1

2
‖ℋℎφ‖20, (12)

где 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 = const > 0, зависящие только от входных данных рассматриваемой
задачи (1)–(3).

Просуммируем (12) по 𝑗′ от 0 до 𝑗, умножив обе части на τ, тогда с помощью
леммы получаем

2

3
‖𝑦𝑗+1‖20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

�̄� ]|20τ ≤ 𝑀5

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′‖20τ+𝑀6

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖ℋℎφ
𝑗′‖20τ+ ‖𝑦0‖20

⎞⎠ . (13)

Преобразуем первое слагаемое в правой части (13), тогда с учетом (𝑎 + 𝑏)2 ≤
≤ 2 (𝑎2 + 𝑏2), имеем

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′‖20τ =
𝑗∑︁

𝑗′=0

‖𝑦𝑗′+1 + 𝑦𝑗
′‖20τ ≤ 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

(︁
‖𝑦𝑗′+1‖20 + ‖𝑦𝑗′‖20

)︁
τ =
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= 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′+1‖20τ+ 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′‖20τ = 2

𝑗+1∑︁
𝑗′=1

‖𝑦𝑗′‖20τ+ 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′‖20τ =

= 2‖𝑦𝑗+1‖20 + 2‖𝑦0‖20 + 4

𝑗∑︁
𝑗′=1

‖𝑦𝑗′‖20τ. (14)

Учитывая (14), из (13) находим(︂
2

3
− 2𝑀5τ

)︂
‖𝑦𝑗+1‖20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

�̄� ]|20τ ≤

≤ 𝑀5

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′‖20τ+𝑀6

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖ℋℎφ
𝑗′‖20τ+ ‖𝑦0‖20

⎞⎠ . (15)

Выбирая τ ≤ τ0 =
1

6𝑀5
, из (15) находим

‖𝑦𝑗+1‖20 +
𝑗∑︁

𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

�̄� ]|20τ ≤ 𝑀7

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′‖20τ+𝑀8

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖ℋℎφ
𝑗′‖20τ+ ‖𝑦0‖20

⎞⎠ , (16)

где 𝑀5, 𝑀6, 𝑀7, 𝑀8 = const > 0, зависящие только от входных данных рассматриваемой
задачи (1)–(3).

Применяя разностный аналог леммы Гронуолла [11] к (16), находим оценку

‖𝑦𝑗+1‖20 +
𝑗∑︁

𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

�̄� ]|20τ ≤ 𝑀9

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖ℋℎφ
𝑗′‖20τ+ ‖𝑦0‖20

⎞⎠ , (17)

где 𝑀9 = const > 0, зависящее только от входных данных рассматриваемой задачи
(1)–(3).

Из априорной оценки (17) следуют единственность решения разностной задачи (5),
(6), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных.

Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) — решение задачи (1)–(3), 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦𝑗𝑖 — решение разностной задачи
(5), (6). Для оценки точности разностной схемы (5), (6) рассмотрим разность 𝑧𝑗𝑖 = 𝑦𝑗𝑖 −
− 𝑢𝑗

𝑖 , где 𝑢𝑗
𝑖 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑗). Тогда, подставляя 𝑦 = 𝑧 + 𝑢 в соотношения (5), (6), получаем

задачу для функции 𝑧:

ℋℎ𝑧𝑡 =
1

2
𝑎𝑍�̄�𝑥 −

1

2

𝑚∑︁
𝑠=1

ℋℎ𝑑𝑠𝑍(ξ𝑠, 𝑡𝑗) +ℋℎΨ, (18)

𝑧
(σ)
0 = 𝑧

(σ)
𝑁 = 0, 𝑧(𝑥𝑖, 0) = 0, (19)

где ℋℎΨ = 𝑂
(︁
ℎ4+τ2

)︁
— погрешности аппроксимации дифференциальной задачи (1)–(3)

разностной схемой (5), (6) в классе решений 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(3).
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Применяя априорную оценку (17) к решению задачи (18), (17), получаем неравен-
ство

‖𝑧𝑗+1‖20 +
𝑗∑︁

𝑗′=0

‖𝑍𝑗′

�̄� ]|20τ ≤ 𝑀9

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖ℋℎΨ
𝑗′‖20τ, (20)

где 𝑀9 не зависит от ℎ и τ.
Из априорной оценки (20) следует сходимость решения разностной задачи (5), (6)

к решению дифференциальной задачи (1)–(3) в смысле нормы ‖𝑧𝑗+1‖21 на каждом слое
так, что существует такое τ0, что при τ ≤ τ0 справедлива оценка

‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖1 ≤ 𝑀
(︁
ℎ4 + τ2

)︁
,

где ‖𝑧𝑗+1‖21 = ‖𝑧𝑗+1‖20 +
𝑗∑︀

𝑗′=0

‖𝑍𝑗′

�̄� ]|20τ.

3. Алгоритм численного решения

Для приближенного решения задачи (1)–(3) приведем разностную схему (5), (6) к
расчетному виду. Тогда уравнение (5) приводится к следующему виду [8]:

𝐴𝑖𝑦
𝑗+1
𝑖−1 −𝐶𝑖𝑦

𝑗+1
𝑖 +𝐵𝑖𝑦

𝑗+1
𝑖+1 −

1

24

𝑚∑︁
𝑠=1

(︁
𝑑𝑗𝑠,𝑖−1+10𝑑𝑗𝑠,𝑖+𝑑𝑗𝑠,𝑖+1

)︁
η𝑗+1
𝑠 = −𝐹 𝑗

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 − 1, (21)

где

𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 = − 1

12τ
+

𝑎𝑗

2ℎ2
, 𝐶𝑖 =

5

6τ
+

𝑎𝑗

ℎ2
,

𝐹 𝑗
𝑖 = 𝐴𝐴𝑖𝑦

𝑗
𝑖−1−𝐶𝐶𝑖𝑦

𝑗
𝑖+𝐵𝐵𝑖𝑦

𝑗
𝑖+1−

1

24

𝑚∑︁
𝑠=1

(︁
𝑑𝑗𝑠,𝑖−1+10𝑑𝑗𝑠,𝑖+𝑑𝑗𝑠,𝑖+1

)︁
η𝑗𝑠+

1

12

(︁
φ

𝑗
𝑖−1+10φ𝑗

𝑖+φ
𝑗
𝑖+1

)︁
,

𝐴𝐴𝑖 = 𝐵𝐵𝑖 =
1

12τ
+

𝑎𝑗

2ℎ2
, 𝐶𝑖 = − 5

6τ
+

𝑎𝑗

ℎ2
.

Таким образом, с учетом (21), разностная схема (5), (6) приводится к следующей систе-
ме линейных алгебраических уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐴𝑖𝑦
𝑗+1
𝑖−1 − 𝐶𝑖𝑦

𝑗+1
𝑖 +𝐵𝑖𝑦

𝑗+1
𝑖+1 − 1

24

𝑚∑︀
𝑠=1

(︁
𝑑𝑗𝑠,𝑖−1 + 10𝑑𝑗𝑠,𝑖 + 𝑑𝑗𝑠,𝑖+1

)︁
η𝑗+1
𝑠 = −𝐹 𝑗

𝑖 ,

𝑦0 = 𝑦𝑁 = 0,

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥).

(22)

Решение системы (22) будем искать в виде

𝑦𝑖 = α𝑖+1𝑦𝑖+1 +
𝑚∑︁
𝑠=1

β𝑠,𝑖+1η𝑠 + δ𝑖+1, 𝑖 = 0, 𝑁 − 1. (23)

Найдем теперь α𝑖, β𝑠,𝑖+1, δ𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 − 1.
Для первой краевой задачи

α1 = β𝑠,1 = δ1 = 0.

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2023. T. 26. № 4 11
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Определим 𝑦𝑖−1 c учетом (23)

𝑦𝑖−1 = α𝑖𝑦𝑖 +
𝑚∑︁
𝑠=1

β𝑠,𝑖η𝑠 + δ𝑖 = α𝑖α𝑖+1𝑦𝑖+1 +
𝑚∑︁
𝑠=1

(α𝑖β𝑠,𝑖+1 + β𝑠,𝑖) η𝑠 + α𝑖δ𝑖+1 + δ𝑖. (24)

Подставляя (23), (24) в (21), получим

α𝑖+1 =
𝐵𝑖

𝐶𝑖 − 𝐴𝑖α𝑖

, β𝑠,𝑖+1 =
𝐴𝑖β𝑠,𝑖 − 𝑑𝑖,𝑠
𝐶𝑖 − 𝐴𝑖α𝑖

, δ𝑖+1 =
𝐹 𝑗
𝑖 + 𝐴𝑖δ𝑖

𝐶𝑖 − 𝐴𝑖α𝑖

, 𝑖 = 1, 𝑁 − 1, (25)

где 𝑑𝑖,𝑠 =
1
24

(︁
𝑑𝑗𝑠,𝑖−1 + 10𝑑𝑗𝑠,𝑖 + 𝑑𝑗𝑠,𝑖+1

)︁
, 𝑠 = 1,𝑚.

Выразим в (23) неизвестные 𝑦𝑖, 𝑦𝑖+1, 𝑖 = 0, 𝑁 через η𝑠. В связи с чем решение
будем искать в виде

𝑦𝑖 =
𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖η𝑠 + Φ𝑖, 𝑦𝑖+1 =
𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖+1η𝑠 + Φ𝑖+1. (26)

Подставим (26) в (23) и определим 𝐻𝑠,𝑖,Φ𝑖

𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖η𝑠 + Φ𝑖 = α𝑖+1

𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖+1η𝑠 + α𝑖+1Φ𝑖+1 +
𝑚∑︁
𝑠=1

β𝑠,𝑖+1η𝑠 + δ𝑖+1,

откуда следует

𝐻𝑠,𝑖 = α𝑖+1𝐻𝑠,𝑖+1 + β𝑠,𝑖+1, Φ𝑖 = α𝑖+1Φ𝑖+1 + δ𝑖+1, 𝑖 = 𝑁 − 1, 0, 𝑠 = 1,𝑚. (27)

Для первой краевой задачи 𝐻𝑁 = Φ𝑁 = 0.

Определим теперь η𝑠, для этого вычислим 𝑦𝑖 =
𝑚∑︀
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖η𝑠 + Φ𝑖 в узловых точках

𝑖 = {𝑖𝑠 − 1, 𝑖𝑠, 𝑖𝑠 + 1, 𝑖𝑠 + 2} и получим выражения:

𝑦𝑖𝑠−1 =
𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖𝑠−1η𝑠 + Φ𝑖𝑠−1, (28)

𝑦𝑖𝑠 =
𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖𝑠η𝑠 + Φ𝑖𝑠 , (29)

𝑦𝑖𝑠+1 =
𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖𝑠+1η𝑠 + Φ𝑖𝑠+1, (30)

𝑦𝑖𝑠+2 =
𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖𝑠+2η𝑠 + Φ𝑖𝑠+2, (31)

где 𝑠 = 1, 2, ...,𝑚.
Подставляя (28)–(31) в (7) вместо 𝑦𝑖𝑠−1, 𝑦𝑖𝑠 , 𝑦𝑖𝑠+1, 𝑦𝑖𝑠+1, получим систему из 𝑚

уравнений относительно η𝑝, 𝑝 = 1, 2, . . . ,𝑚:

η𝑝 = 𝑥(1)
𝑝

𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖𝑝−1η𝑠 + 𝑥(1)
𝑝 Φ𝑖𝑝−1 + 𝑥(2)

𝑝

𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖𝑝η𝑠 + 𝑥(2)
𝑝 Φ𝑖𝑝+
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+𝑥(3)
𝑝

𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖𝑝+1η𝑠 + 𝑥(3)
𝑝 Φ𝑖𝑝+1 + 𝑥(4)

𝑝

𝑚∑︁
𝑠=1

𝐻𝑠,𝑖𝑝+2η𝑠 + 𝑥(4)
𝑝 Φ𝑖𝑝+2, (32)

где
𝑥(1)
𝑝 = (ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)/(−6ℎ3),

𝑥(2)
𝑝 = (ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)/(2ℎ

3),

𝑥(3)
𝑝 = (ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)/(−2ℎ3),

𝑥(4)
𝑝 = (ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(ξ𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)/(6ℎ

3).

Решая систему (32) методом Гаусса и далее подставляя найденные η𝑝, 𝑝 = 1,𝑚 в
(26), находим искомое решение 𝑦𝑖 системы (22).

Замечание 1. Предложенный алгоритм численного решения реализуется с использо-
ванием метода прогонки и метода Гаусса [12]. Хорошо известно, что вычислительная
сложность последовательного метода прогонки для решения системы линейных урав-
нений с трехдиагональной матрицей коэффициентов размерности 𝑁 составляет 𝑂(𝑁)
(количество операций умножений и делений 𝑄 ≈ 5𝑁 [15, с. 422]), или линейную слож-
ность, то есть время выполнения метода прогонки растет линейно с увеличением разме-
ра матрицы. Вычислительная сложность последовательного варианта метода Гаусса для
решения системы линейных уравнений размерности 𝑚 составляет 𝑂 (𝑚3) (количество
операций умножений и делений 𝑄 ≈ 𝑚3

3
[15, с. 401]), или кубическую сложность, то

есть время выполнения метода Гаусса растет кубически с увеличением размера матри-
цы. Это связано с тем, что основным шагом алгоритма является приведение матрицы
к треугольному виду, что требует 𝑂 (𝑚3) операций для обычных матриц. Для систем
линейных уравнений с размерностью 𝑚 > 20 метод Гаусса может потребовать значи-
тельных вычислительных ресурсов и занять много времени.

Следовательно, общая вычислительная сложность предлагаемого алгоритма чис-
ленного решения, представляющего собой комбинацию метода прогонки и метода Гаусса
для матриц, близких к трехдиагональным, зависит от размерности исходной матрицы
коэффициентов разностной схемы 𝑁 и размерности матрицы коэффициентов системы
уравнений, используемой для определения значения решения в узлах нагрузки, 𝑚 и со-
ставляет с учетом (22)–(32) 𝑂(𝑚𝑁 +𝑚3) (количество операций умножений и делений
𝑄 ≈ (6𝑚+ 20)𝑁 + 𝑚3

3
). Как видно, эффективность алгоритма в целом зависит от соот-

ношения величин 𝑁 и 𝑚, поэтому для исключения (или уменьшения) влияния метода
Гаусса на эффективность (сложность) предлагаемого алгоритма рекомендуется выбирать
величину 𝑚 ≤ 𝑚0 следующим образом:

𝑚0 =

{︃
𝑁

1
3 , если 𝑁 < 104

20, если 𝑁 ≥ 104.

Отметим, что данный алгоритм численного решения реализован с использованием
метода Гаусса для решения системы линейных уравнений размерности 𝑚, однако, су-
ществуют более эффективные методы и техники, позволяющие уменьшить количество
арифметических операций при 𝑚 > 20, например, итерационные методы.

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2023. T. 26. № 4 13



МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

4. Тестовая задача и численные результаты

Рассмотрим следующий тестовый пример

𝑢𝑡 = 𝑒𝑡
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑒4𝑥+𝑡𝑢(ξ1, 𝑡)− cos(𝑥+ 𝑡)𝑢(ξ2, 𝑡)− sin(𝑥+ 𝑡)𝑢(ξ3, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡),

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),

где 𝑓(𝑥, 𝑡) = 3𝑡2(𝑥8 − 𝑙𝑥7) − 𝑒𝑡𝑡3(56𝑥6 − 42𝑙𝑥5) + 𝑒(4𝑥+𝑡)𝑡3(ξ81 − 𝑙ξ71) + cos(𝑥 + 𝑡)𝑡3(ξ82 −
− 𝑙ξ72) + sin(𝑥+ 𝑡)𝑡3(ξ83 − 𝑙ξ73), 𝑙 = 1, 𝑇 = 1.

Точным решением задачи является функция

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3(𝑥8 − 𝑙𝑥7).

Ниже в таблице при уменьшении шагов сетки приведены максимальные значения
погрешности (𝑧 = 𝑦−𝑢) и вычислительный (апостериорный) порядок сходимости (ПС) в
нормах ‖ · ‖𝐿2(�̄�ℎτ) и ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎτ), где ‖𝑦‖𝐶(�̄�ℎτ) = max

(𝑥𝑖,𝑡𝑗)∈�̄�ℎτ

|𝑦|, когда ℎ2 = τ. Погрешность

уменьшается в соответствии с порядком аппроксимации 𝑂(ℎ4 + τ2).
Вычислительный (апостериорный) порядок сходимости будем определять по прин-

ципу Рунге

ПС = log2
||𝑧1||
||𝑧2||

,

где 𝑧1 и 𝑧2− погрешности, соответствующие шагам 0, 5ℎ, ℎ.

Изменение погрешности и порядка сходимости
в нормах ‖ · ‖0 и ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎτ) для задачи (1)–(3)

при уменьшении размера сетки при различных значениях
ξ1 = 0, 21; ξ2 = 0, 51; ξ3 = 0, 91 на 𝑡 = 1, когда ℎ2 = τ, 𝑚 = 3

ξ1 ξ2 ξ3 ℎ max
0<𝑗<𝑚

‖𝑧𝑗‖0 ПС в ‖ · ‖0 ‖𝑧‖𝐶(�̄�ℎτ) ПС в ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎτ)

0,21 0,51 0,91 1/10 8,29313e-5 1,24647e-4
1/20 5,16237e-6 4,005811 7,80617e-6 3,997098
1/40 3,20023e-7 4,011789 4,87835e-7 4,000150
1/80 2,01599e-8 3,988608 3,04689e-8 4,000984
1/160 1,24992e-9 4,011581 1,90533e-9 3,999224

Замечание 2. Основным результатом исследования является разработка новой числен-
ной схемы повышенного порядка аппроксимации для приближенного решения первой
начально-краевой задачи для нагруженного уравнения теплопроводности. Исследование
проводится методом энергетических неравенств, получена априорная оценка в разност-
ной форме для решения разностной задачи. Из полученной оценки следуют единствен-
ность и устойчивость решения относительно входных данных, а также сходимость ре-
шения разностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи со скоростью
𝑂(ℎ4 + τ2) (в предположении существования последнего в классе достаточно гладких
функций). Построен алгоритм приближенного решения, проведены численные расчеты
тестового примера, иллюстрирующие полученные в работе теоретические результаты.
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Abstract. The first boundary value problem for the loaded heat equation
with variable coefficients is studied. For the numerical solution of the problem
posed, a difference scheme of a high order of accuracy is constructed. An a priori
estimate in difference form is obtained by the method of energy inequalities. This
estimate implies the uniqueness and stability of the solution with respect to the
right-hand side and initial data, as well as the convergence of the solution of
the difference problem to the solution of the original differential problem at a
rate of 𝑂(ℎ4+τ2). An algorithm for the approximate solution is constructed, and
numerical calculations of test examples are carried out, illustrating the theoretical
results obtained in the work.
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difference scheme, a priori estimate, stability and convergence.
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