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Аннотация. В статье исследуется задача о построении приближенных
полиномиальных решений уравнения минимальной поверхности. На основе
представления Вейерштрасса — Эннепера разработан алгоритм численного
моделирования минимальных поверхностей. На языке Python был реализован
алгоритм, позволяющий рассчитывать приближенные минимальные поверхно-
сти в классе полиномиальных вектор-функций, заданных на единичном круге
и удовлетворяющих краевому условию Дирихле (задача Плато).
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Введение

В современном мире уравнения минимальной поверхности получили широкое рас-
пространение в таких смежных науках, как биология, механика и математическая фи-
зика, и сыграли незаменимую роль в таких прикладных отраслях производства, как
архитектура и строительство [13].

Первым, кто проложил дорогу к изучению минимальных поверхностей, был Жозеф
Плато (1801–1889). Опыты Плато заключались в конструировании мыльных пленок,
затягивающих проволочные контуры. При извлечении замкнутого контура из мыльно-
го раствора на нем образуется радужная мыльная пленка, ограниченная контуром. Ее
энергия пропорциональна площади. Поэтому жидкая пленка превращается в эластичную
поверхность, стремящуюся минимизировать свою площадь. Так, из работ физика Жозе-
фа Плато выросла теория минимальных поверхностей, ставшая важнейшей областью в
вариационном исчислении. «Проблема Плато» формулируется следующим образом: вер-
но ли, что на любой замкнутый контур можно натянуть минимальную поверхность, и
если «да», то сколько таких поверхностей и каковы их топологические свойства. Важ-
ные результаты в этом направлении были получены А.Т. Фоменко [16], Р. Курантом [7],
Т. Радо [18], Д. Дугласом [15], В.М. Миклюковым, В.Г. Ткачевым, А.Д. Веденяпиным
[2; 8–10] и другими [14; 17].

В своей статье при решении задачи Плато в классе полиномиальных отображений
мы отталкиваемся от работы [6]. В работе [7] исследуется вопрос о равномерной схо-
димости полиномиальных приближенных решений уравнения минимальной поверхно-
сти, построенных с помощью алгебраических многочленов. В работе [4] дано описание
численной реализации метода конечных элементов, основанного на кусочно-линейных
функциях. В работе [6] доказана равномерная сходимость полиномиальных решений в
плоских областях. Целью данной работы является разработка и реализация алгоритма
для вычисления и построения минимальной поверхности для различных граничных кон-
туров Г с использованием математического пакета для численного вычисления на языке
Python. Широкий функционал программы удобен для реализации чиcленного расчета,
описанного в парадигме процедурного программирования. А благодаря своему широ-
кому распространению и простоте интерфейса позволяет решать задачи, связанные с
прикладной математикой.

1. Постановка задачи

Рассмотрим плоскость с декартовыми координатами 𝑢, 𝑣. Пусть B круг единичного
радиуса с центром в начале координат. Обозначим через 𝑆 параметрически заданную
поверхность радиус-вектором �⃗� = �⃗�(𝑢, 𝑣), где 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐵. Будем считать, что координаты
вектора �⃗� являются гладкими функциями 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣). Таким
образом:

�⃗� = 𝑥(𝑢, 𝑣)⃗𝑖+ 𝑦(𝑢, 𝑣)⃗𝑗 + 𝑧(𝑢, 𝑣)�⃗�.

Известно [7], что поверхность 𝑆 является минимальной, если выполнены следую-
щие условия:

△�⃗� = 0, (1)
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𝐸 −𝐺 = 0, 𝐹 = 0, (2)

где

△�⃗� = �⃗�𝑢𝑢 + �⃗�𝑣𝑣, 𝐸 = 𝑥2
𝑢 + 𝑦2𝑢 + 𝑧2𝑢,

𝐺 = 𝑥2
𝑣 + 𝑦2𝑣 + 𝑧2𝑣, 𝐹 = 𝑥𝑢𝑥𝑣 + 𝑦𝑢𝑦𝑣 + 𝑧𝑢𝑧𝑣.

Рассмотрим следующую задачу (задача Плато): требуется построить минимальную
поверхность 𝑆, имеющую в качестве границы заданную в пространстве кривую Г. Дру-
гими словами, нужно найти такую вектор-функцию �⃗�(𝑢, 𝑣), удовлетворяющую условиям
(1), (2) и отображающую непрерывную границу области B на кривую Г. Отметим, что в
работе [7] показано, что вектор-функция, доставляющая минимум функционалу

𝐼(�⃗�) =

∫︁∫︁
𝐵

(�⃗� 2
𝑢 + �⃗� 2

𝑣 )𝑑𝑢𝑑𝑣 =

∫︁∫︁
𝐵

(𝑥2
𝑢 + 𝑦2𝑢 + 𝑧2𝑢 + 𝑥2

𝑣 + 𝑦2𝑣 + 𝑧2𝑣) 𝑑𝑢 𝑑𝑣 (3)

при фиксированных граничных условиях на функции 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣), задает ми-
нимальную поверхность. Более того, решение этой вариационной задачи существует.
Сформулированная нами вариационная задача может быть заменена следующей экви-
валентной задачей для вектора �⃗�(𝑢, 𝑣) с 3 компонентами 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣), 𝐵 —
единичный круг 𝑢2 + 𝑣2 < 1 с границей 𝐶 : 𝑢2 + 𝑣2 = 1. Требуется найти мини-
мум интеграла Дирихле (3). Будем рассматривать в единичном круге 𝐵 плоскости
𝑢, 𝑣 векторы 𝑟 с 3 компонентами 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣), обладающими внутри круга
кусочно-непрерывными производными, непрерывные в замкнутом единичном круге 𝐵∪𝐶
и взаимно-отображающие непрерывную границу 𝐶 единичного круга на заданную кри-
вую Γ трехмерного пространства 𝑟. Среди этих векторов требуется найти тот, для кото-
рого интеграл Дирихле

𝐷[𝑟] =

∫︁∫︁
𝐵

(�⃗� 2
𝑢 + �⃗� 2

𝑣 ) 𝑑𝑢 𝑑𝑣

принимает минимальное значение 𝑑.

2. Способ решения

Пусть задана некоторая вектор-функция ϕ⃗ : �̄� ↔ R3, являющаяся взаимно-одно-
значным отображением круга �̄� на пространство R3. Ее сужение на окружность 𝜕𝐵
будет задавать граничный контур Γ. Контур Γ в таком случае является не слишком
сильно изогнутым, то есть его можно взаимно-однозначно спроектировать на выпук-
лый контур (окружность). Известно, что в таком случае существует одна и только одна
минимальная поверхность, затягивающая данный контур [12]. Для приближенного ре-
шения поставленной задачи будем использовать вектор-функции вида

�⃗�(𝑢, 𝑣) = ϕ⃗(𝑢, 𝑣) + (1− 𝑢2 − 𝑣2)
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑢
𝑖𝑣𝑗.
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В этом случае при изменении коэффициентов �⃗�𝑖𝑗 значения вектор-функции �⃗� изменяются
во внутренних точках круга 𝐵, но не изменяются на его границе. Тогда

�⃗�𝑢(𝑢, 𝑣) = ϕ⃗𝑢(𝑢, 𝑣) + (1− 𝑢2 − 𝑣2)
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑖𝑢
𝑖−1𝑣𝑗 − 2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑢
𝑖+1𝑣𝑗,

�⃗�𝑣(𝑢, 𝑣) = ϕ⃗𝑣(𝑢, 𝑣) + (1− 𝑢2 − 𝑣2)
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑗𝑢
𝑖𝑣𝑗−1 − 2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑢
𝑖𝑣𝑗+1.

Далее подсчитываем подынтегральное выражение в интеграле 𝐼(�⃗�):

�⃗� 2
𝑢 + �⃗� 2

𝑣 =

(︃
ϕ⃗𝑢(𝑢, 𝑣) + (1− 𝑢2 − 𝑣2)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑖𝑢
𝑖−1𝑣𝑗 − 2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑢
𝑖+1𝑣𝑗

)︃2

+

+

(︃
ϕ⃗𝑣(𝑢, 𝑣) + (1− 𝑢2 − 𝑣2)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑗𝑢
𝑖𝑣𝑗−1 − 2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑢
𝑖𝑣𝑗+1

)︃2

.

После того как посчитаем выражение �⃗� 2
𝑢 + �⃗� 2

𝑣 , нужно проинтегрировать его по кру-
гу 𝐵. Подынтегральное выражение представляет собой линейную комбинацию функций
вида 𝑢𝑘𝑣𝑙. Поэтому интегралы от этих функций по единичному кругу вычисляются.
В итоге после вычисления интеграла получим квадратичное выражение относительно
искомых коэффициентов 𝑐𝑖𝑗 . Нам нужно найти такой набор значений этих коэффициен-
тов, на котором достигает минимума этот интеграл. Для этого вычисляем производные
𝜕𝐼
𝜕𝑐𝑖𝑗

, приравниваем их к нулю и получаем линейную систему алгебраических уравнений.
В итоге после решения этой системы получим конкретную вектор-функцию, кото-

рая и будет приближенно описывать искомую минимальную поверхность.

3. Алгоритм решения

Итак, мы имеем приближенное решение поставленной задачи, представленное вектор-
функцией:

�⃗�(𝑢, 𝑣) = ϕ⃗(𝑢, 𝑣) + (1− 𝑢2 − 𝑣2)
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝑢
𝑖𝑣𝑗.

Введем обозначения 𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣) = (1− 𝑢2 − 𝑣2)𝑢𝑖𝑣𝑗, где 𝑖, 𝑗 = 0 . . . 𝑛. Тогда

�⃗� 2
𝑢 + �⃗� 2

𝑣 =

(︃
ϕ⃗𝑢(𝑢, 𝑣) +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗

)︃2

𝑢

+

(︃
ϕ⃗𝑢(𝑢, 𝑣) +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗�𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗

)︃2

𝑣

.

Проинтегрировав выражения по единичному кругу 𝐵, получаем:

∫︁∫︁
𝐵

(�⃗� 2
𝑢 + �⃗� 2

𝑣 ) 𝑑𝑢 𝑑𝑣 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=0

�⃗� 2
𝑖𝑗𝐵𝑖𝑗𝑖𝑗 − 2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

�⃗� 2
𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗 +

⎛⎝(︃𝜕ϕ⃗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢

)︃2

+

(︃
𝜕ϕ⃗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

)︃2
⎞⎠+
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+2�⃗�00�⃗�01𝐵0002 + 2�⃗�00�⃗�02⏟  ⏞  𝐵0002 + . . .+ 2�⃗�(𝑛−1)𝑛�⃗�𝑛𝑛𝐵(𝑛−1)𝑛𝑛𝑛,

где

𝐵𝑖𝑗𝑖𝑗 =

∫︁∫︁
𝐵

(︃(︂
𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢

)︂2

+

(︂
𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

)︂2
)︃

𝑑𝑢 𝑑𝑣,

𝐵𝑖𝑗𝑝𝑞 =

∫︁∫︁
𝐵

(︂
𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢

𝜕𝐴𝑝𝑞(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
+

𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

𝜕𝐴𝑝𝑞(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

)︂
𝑑𝑢 𝑑𝑣,

𝐶𝑖𝑗 = −
∫︁∫︁
𝐵

(︃
𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢

𝜕ϕ⃗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
+

𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

𝜕ϕ⃗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

)︃
𝑑𝑢 𝑑𝑣.

Вычисляя производные по каждой компоненте векторов �⃗�𝑖𝑗, приравниваем их к
нулю и получаем линейную систему алгебраических уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

�⃗�00𝐵0000 + �⃗�01𝐵0001 + · · ·+ �⃗�𝑛0𝐵00𝑛0 + · · ·+ �⃗�𝑛𝑛𝐵00𝑛𝑛 = 𝐶00

�⃗�00𝐵0100 + �⃗�01𝐵0101 + · · ·+ �⃗�𝑛0𝐵01𝑛0 + · · ·+ �⃗�𝑛𝑛𝐵01𝑛𝑛 = 𝐶01

· · ·
�⃗�00𝐵𝑛𝑛00 + �⃗�01𝐵𝑛𝑛01 + · · ·+ �⃗�𝑛0𝐵𝑛𝑛𝑛0 + · · ·+ �⃗�𝑛𝑛𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝐶𝑛𝑛.

Стоит заметить, что система является симметричной относительно главной диагонали,
так как 𝐵𝑖𝑗𝑝𝑞 = 𝐵𝑝𝑞𝑖𝑗 . А размерность матрицы (𝑛+1)2. Все полиномы в интегралах 𝐵𝑖𝑗𝑝𝑞

являются линейными комбинациями и соответственно вычисляются. Таким образом,
задача Плато сводится к вычислению всех интегралов 𝐵𝑖𝑗𝑝𝑞 и 𝐶𝑖𝑗 на единичном круге и
решению линейной системы алгебраических уравнений размерности (𝑛+ 1)2.

4. Вывод рекурентной формулы

Все интегралы вида∫︁∫︁
𝐵

(︂
𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢

𝜕𝐴𝑝𝑞(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
+

𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

𝜕𝐴𝑝𝑞(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

)︂
𝑑𝑢 𝑑𝑣

не зависят от вектор-функции ϕ⃗. Поэтому нахождение всех таких интегралов можно
свести к явному виду. Найдем общий вид полинома

𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢

𝜕𝐴𝑝𝑞(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
+

𝜕𝐴𝑖𝑗(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

𝜕𝐴𝑝𝑞(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣
=

= 𝑢𝑖+𝑞+2𝑣𝑗+𝑝(2𝑞 + 2𝑖+ 2𝑝+ 2𝑗 + 4 + 𝑖𝑝+ 2𝑗𝑝)+

+𝑢𝑖+𝑞𝑣𝑗+𝑝+2(2𝑞 + 2𝑖+ 2𝑝+ 2𝑗 + 4 + 𝑖𝑝+ 2𝑗𝑝)+

+𝑢𝑖+𝑞𝑣𝑗+𝑝(−2𝑞 − 2𝑖− 2𝑝− 2𝑗 − 2𝑖𝑞 − 2𝑗𝑝)+

+ 𝑖𝑞𝑢𝑖+𝑞−2𝑣𝑗+𝑝+4 + 𝑖𝑞𝑢𝑖+𝑞−2𝑣𝑗+𝑝 + 𝑗𝑝𝑢𝑖+𝑞𝑣𝑗+𝑝−2+

+ 𝑖𝑝𝑢𝑖+𝑞+4𝑣𝑗+𝑝−2 − 2𝑖𝑞𝑢𝑖+𝑞−2𝑣𝑗+𝑝−2 − 2𝑗𝑝𝑢𝑖+𝑞+2𝑣𝑗+𝑝−2.
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Так как интегрируем выражение по единичному кругу, можно перейти к полярной
системе координат:∫︁∫︁

𝐵

𝑢𝑛𝑣𝑚 𝑑𝑢 𝑑𝑣 =

∫︁ 1

0

∫︁ 2π

0

ρ𝑛+𝑚+1 sin𝑛 α cos𝑚 α 𝑑α 𝑑ρ.

Далее положим

𝐼𝑛,𝑚 =

∫︁ 1

0

∫︁ 2π

0

ρ𝑛+𝑚+1 sin𝑛 α cos𝑚 α 𝑑α 𝑑ρ .

Поскольку пределы интегрирования не являются функциями, можно переписать
интеграл в виде:

𝐼𝑛,𝑚 =

∫︁ 1

0

ρ𝑛+𝑚+1 𝑑ρ

∫︁ 2π

0

sin𝑛 α cos𝑚 α 𝑑α =
1

𝑛+𝑚+ 2

∫︁ 2π

0

sin𝑛 α cos𝑚 α 𝑑α .

Рассмотрим интеграл: 𝐽𝑛,𝑚 =
∫︀ 2π

0 sin𝑛 α cos𝑚 α 𝑑α . Если хотя бы одна из степеней 𝑛
или 𝑚 будет нечетной, он будет равняться нулю. Проинтегрируем по частям данный
интеграл, занеся под дифференциал cosα:

𝐽𝑛,𝑚 =

∫︁ 2π

0

sin𝑛 α cos𝑚−1 α 𝑑(sinα ) =

= sin𝑛+1(α) cos𝑛−1 α
⃒⃒2π
0

−
∫︁ 2π

0

(𝑛 sinα𝑛+1 cos𝑚−1 α− (𝑚− 1) sin𝑛 α cos𝑚 α) 𝑑α .

Так как при двойной подстановке sin𝑛+1 α cos𝑛−1 α
⃒⃒2π
0

= 0, перепишем интеграл в рекур-
рентной форме:

𝐽𝑛,𝑚 =
𝑛+ 1

𝑚− 1
𝐽𝑛+2,𝑚−2.

Таким образом,

𝐽𝑛,𝑚 =

𝑚/2∏︁
𝑖=1

𝑚− (2𝑖− 1)

𝑛+ (2𝑖− 1)

∫︁ 2π

0

sin𝑛+𝑚 α𝑑α ,

где 𝑚 — четное. Аналогично запишем рекуррентную формулу для

𝐽𝑛,𝑚 =

∫︁ 2π

0

sin𝑛+𝑚 α𝑑α =
𝑛+𝑚− 1

𝑛+𝑚
𝐽𝑛,𝑚−2

или

𝐽𝑛,𝑚 =

(𝑛+𝑚)/2∏︁
𝑖=1

𝑛+𝑚− (2𝑖− 1)

𝑛+𝑚+ (2𝑖− 2)
2π,

где (𝑛+𝑚) нацело делится на 2. Суммируя вышеперечисленное, получаем:

𝐼𝑛,𝑚 =

∫︁ 1

0

∫︁ 2π

0

ρ𝑛+𝑚+1 sin𝑛 α cos𝑚 α𝑑α 𝑑ρ =

=
2π

𝑛+𝑚+ 2

𝑚/2∏︁
𝑖=1

𝑚− (2𝑖− 1)

𝑛+ (2𝑖− 1)

(𝑛+𝑚)/2∏︁
𝑖=1

𝑛+𝑚− (2𝑖− 1)

𝑛+𝑚+ (2𝑖− 2)
.
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В случае 𝑛 = 0 или 𝑚 = 0 считаем интеграл как рекуррентную формулу для sin𝑛 α

и cos𝑚 α соответственно:

𝐼𝑛,0 =

∫︁ 1

0

∫︁ 2π

0

ρ𝑛+1 sin𝑛 α 𝑑α 𝑑ρ =
2π

𝑛+ 2

𝑛/2∏︁
𝑖=1

𝑛− (2𝑖− 1)

𝑛− (2𝑖− 2)
,

𝐼0,𝑚 =

∫︁ 1

0

∫︁ 2π

0

ρ𝑚+1 cos𝑚 α 𝑑α 𝑑ρ =
2π

𝑚+ 2

𝑚/2∏︁
𝑖=1

𝑚− (2𝑖− 1)

𝑚− (2𝑖− 2)
.

Таким образом, алгоритм вычисления полиномиальных функций подынтегрального вы-
ражения сводится к нахождению для каждого 𝑖, 𝑗, 𝑝 и 𝑞 линейной комбинации, а также
интеграла от функции 𝑢𝑙𝑣𝑘 через рекуррентную формулу. При этом точность вычисле-
ния является максимальной, что полностью освобождает от необходимости применять
методы для приближенного численного интегрирования.

5. Оптимизация алгоритма, связанная с четностью
подынтегральных выражений

Как упоминалось ранее, подынтегральное выражение 𝐵𝑖𝑗𝑝𝑞, интегрируемое на еди-
ничном круге, имеет ряд особенностей. Так, например, это выражение будет всегда
равно нулю, если 𝑖 и 𝑗 не имеет кратность два. Каждый раз, когда рассматриваем ли-
нейную комбинацию 𝑢𝑙𝑣𝑘, будем выбирать такие степени, где 𝑙 𝑚𝑜𝑑 2 = 0 и 𝑘 𝑚𝑜𝑑
2 = 0. Рассмотрим пример для 𝑛 = 1. Для удобства записи будем использовать вместо
четырех индексов 𝑖, 𝑗, 𝑝, 𝑞 два индекса 𝑘, 𝑡:

𝑘 = 𝑖(𝑛+ 1) + 𝑗, 𝑡 = 𝑝(𝑛+ 1) + 𝑞.

Это возможно, так как в ранней записи матрицы 𝐵 индексы 𝑖, 𝑗 представляли собой не
два разных числа, а одно в системе счисления с основанием (𝑛 + 1). Таким образом,
число 𝑖𝑗 можно преобразовать по вышеуказанным формулам в число 𝑘 в десятичной
системе счисления. Аналогично для индексов 𝑝, 𝑘:

𝐵0,0 = 4𝑢2 + 4𝑣2, 𝐵0,1 = 6𝑢2𝑣 + 6𝑣3 − 2𝑣,
𝐵0,2 = 6𝑢3 + 6𝑢𝑣3 − 2𝑢, 𝐵0,3 = 8𝑢𝑣 + 8𝑢𝑣3 − 4𝑢𝑣,
𝐵1,0 = 6𝑢2𝑣 + 6𝑣3 − 2𝑣, 𝐵1,1 = 4𝑢4 + 10𝑢2𝑣2 − 2𝑢+9𝑣4 − 6𝑣2 + 1,
𝐵1,2 = 8𝑢3𝑣 + 8𝑢𝑣3 − 4𝑢𝑣, 𝐵1,3 = 𝑢5 + 12𝑢3𝑣2 − 2𝑢3 + 11𝑢𝑣4 − 8𝑢𝑣2 + 𝑢,
𝐵2,0 = 6𝑢3 + 6𝑢𝑣3 − 2𝑢, 𝐵2,1 = 8𝑢3𝑣 + 8𝑢𝑣3 − 4𝑢𝑣,
𝐵2,2 = 9𝑢4 + 10𝑢2𝑣2 − 6𝑢+𝑣4 − 2𝑣2 + 1, 𝐵2,3 = 11𝑢4𝑣 + 12𝑢2𝑣3 − 8𝑢2𝑣 + 𝑣5 − 2𝑣3 + 𝑣,
𝐵3,0 = 8𝑢3𝑣 + 8𝑢𝑣3 − 4𝑢𝑣, 𝐵3,1 = 𝑢5 + 12𝑢3𝑣2 − 2𝑢3 + 11𝑢𝑣4 − 8𝑢𝑣2 + 𝑢,
𝐵3,2 = 11𝑢4𝑣 + 12𝑢2𝑣3 − 8𝑢2𝑣 + 𝑣5 − 2𝑣3 + 𝑣, 𝐵3,3 = 𝑢6 + 15𝑢4𝑣2 − 2𝑢4 + 15𝑢2𝑣4 −
− 12𝑢2𝑣2 + 𝑢2 + 𝑣6 − 2𝑣4 + 𝑣2.

С учетом ограничений на степени можно переписать матрицу 𝐵 в виде:

𝐵0,0 = 4𝑢2 + 4𝑣2, 𝐵0,1 = 0, 𝐵0,2 = 0, 𝐵0,3 = 0,
𝐵1,0 = 0, 𝐵1,1 = 4𝑢4 + 10𝑢2𝑣2 − 2𝑢+9𝑣4 − 6𝑣2 + 1, 𝐵1,2 = 0, 𝐵1,3 = 0,
𝐵2,0 = 0, 𝐵2,1 = 0, 𝐵2,2 = 9𝑢4 + 10𝑢2𝑣2 − 6𝑢+𝑣4 − 2𝑣2 + 1, 𝐵2,3 = 0,
𝐵3,0 = 0, 𝐵3,1 = 0, 𝐵3,2 = 0, 𝐵3,3 = 𝑢6+15𝑢4𝑣2−2𝑢4+15𝑢2𝑣4−12𝑢2𝑣2+𝑢2+𝑣6−2𝑣4+𝑣2.
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Или

𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
𝑣𝑎𝑙 0 0 0
0 𝑣𝑎𝑙 0 0
0 0 𝑣𝑎𝑙 0
0 0 0 𝑣𝑎𝑙

⎞⎟⎟⎠ , где 𝑣𝑎𝑙 — некоторая линейная комбинация 𝑢 и 𝑣. Для

𝑛 = 2 вид матрицы будет немного другой:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙
0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0
𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙
0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0
0 0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0 0
0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0
𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙
0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0
𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙 0 0 0 𝑣𝑎𝑙 0 𝑣𝑎𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

На индексы 𝑖, 𝑗, 𝑞 и 𝑝 можно наложить условие: если 𝑖 + 𝑞 𝑚𝑜𝑑 2 = 0 и 𝑗 + 𝑝 𝑚𝑜𝑑
2 = 0, то 𝐵 = 0, иначе считаем интеграл по рекуррентной формуле. Так как инте-
грал на единичном круге от нечетной функции всегда равен нулю, мы можем частично
предсказать результат и для интеграла, содержащего ϕ. В общем виде мы будем по
отдельности сравнивать ((1 − 𝑢2 − 𝑣2)𝑢𝑖𝑣𝑗)

′
𝑢 и ϕ(𝑢, 𝑣). Если хотя бы одна из функций

четная, а другая нет, то интеграл на единичном круге будет равен нулю, в противном
случае вычисляем его. Аналогично и для ((1− 𝑢2 − 𝑣2)𝑢𝑖𝑣𝑗)

′
𝑣 и ϕ(𝑢, 𝑣). Таким образом

мы частично сократим алгоритм вычисления, что существенно для больших значений 𝑛.

6. Реализация алгоритма на языке Python

Для реализации алгоритма нам необходимо ввести ряд вспомогательных функций,
которые отвечали бы за вычисление линейных комбинаций и интегралов в явном виде.
При написании кода, реализующего алгоритм минимизации поверхностей, использова-
лась библиотека NumPy для удобства хранения данных в виде массивов и реализации
математических вычислений. За погрешность вычислений возьмем среднее значение раз-
ницы точного решения от вычисляемого для каждой координаты. Было выявлено, что,
если уравнение координаты радиус-вектора исходной поверхности не отличается от ко-
ординаты радиус-вектора минимальной поверхности, то погрешность вычисления этой
координаты будет нулевой. Так как тестирование проводилось на поверхностях, где ко-
ординаты радиус-векторов отличались от координат минимальной поверхности лишь на
одно уравнение, можем принять за общую погрешность вычислений погрешность для
изменяемой координаты. В приведенной ниже таблице представлены погрешности ми-
нимизации для разных поверхностей и степеней полиномиальной функции.

Программа была протестирована на различных поверхностях. На рисунках пред-
ставлен интерфейс программы. В верхней части окна приложения пользователю предла-
гается ввести степень полиномиальной функции 𝑛 и уравнения вектор-функции, далее
необходимо нажать на кнопку «Минимизировать поверхность!». После этого в верхнем
окне появляется график исходной поверхности, а в нижнем минимизированной.
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Пример 1 Пример 2
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Пример 3 Пример 4

Пример 5 Пример 6

Заключение

На языке Python был реализован алгоритм, позволяющий рассчитывать прибли-
женные минимальные поверхности в классе полиномиальных вектор-функций, заданных
на единичном круге и удовлетворяющих краевому условию Дирихле (задача Плато). Бы-
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ли рассмотрены вектор-функции с различными граничными контурами Γ. В примерах
1–5 были рассмотрены нетривиальные поверхности, которые после работы алгоритма
минимизации переходят в приближенные минимальные поверхности. Также был рас-
смотрен случай минимизации уже минимальной поверхности и, как видно из примера 6,
программа работает корректно и не изменяет поверхность, являющуюся минимальной.
В таблице приведены погрешности вычислений для некоторых поверхностей. Можно
заметить, что погрешность вычисления данной программы довольно мала, и для боль-
шинства поверхностей достаточно взять степень полиномиальной функции 𝑛 = 1.
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Abstract. In this paper we consider the polynomial approximate solutions
of the Dirichlet problem for minimal surface equation. It is shown that under
certain conditions on the geometric structure of the domain the absolute values
of the gradients of the solutions are bounded as the degree of these polynomials
increases. The obtained properties imply the uniform convergence of approximate
solutions to the exact solution of the minimal surface equation. In numerical
solving of boundary value problems for equations and systems of partial differential
equations, a very important issue is the convergence of approximate solutions.
The study of this issue is especially important for nonlinear equations since
in this case there is a series of difficulties related with the impossibility of
employing traditional methods and approaches used for linear equations. At
present, a quite topical problem is to determine the conditions ensuring the
uniform convergence of approximate solutions obtained by various methods for
nonlinear equations and system of equations of variational kind. In this case, it is
natural to employ variational methods of solving boundary value problems. And
this is an issue on the justification of these methods arises, which is reduced to
studying general properties of approximate solutions. In the course of this work,
an algorithm for numerical modeling of minimal surfaces was developed based on
the Weierstrass-Enneper representation. An algorithm was also implemented in
Python that allows you to calculate approximate minimal surfaces in the class of
polynomial vector functions defined on the unit disk and satisfying the boundary
condition Dirichlet (Plateau problem).

Key words: minimal surface equation, uniform convergence, approximate
solution, approximation equation, accuracy equal convergence.
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