
www.volsu.ru ФИЗИКА И АСТРОНОМИЯ

DOI: https://doi.org/10.15688/mpcm.jvolsu.2024.4.5

УДК 544.52 Дата поступления статьи: 23.09.2024
ББК 24.5 Дата принятия статьи: 30.10.2024

ПОЛНОСТЬЮ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ПЕРВОГО
СПЕКТРАЛЬНОГО МОМЕНТА РАСТВОРА ФЛУОРОФОРА

Игорь Петрович Ермоленко

Кандидат физико-математических наук, ассистент кафедры
теоретической физики и волновых процессов,
Волгоградский государственный университет
yermolenkoigor@volsu.ru
https://orcid.org/0000-0001-9085-7005
просп. Университетский, 100, 400062 г. Волгоград, Российская Федерация

Татьяна Владимировна Михайлова

Кандидат физико-математических наук, старший преподаватель кафедры
теоретической физики и волновых процессов,
Волгоградский государственный университет
mikhailova.tv@volsu.ru
https://orcid.org/0000-0002-9135-0262
просп. Университетский, 100, 400062 г. Волгоград, Российская Федерация

Валентина Александровна Михайлова

Доктор физико-математических наук, заведующий кафедрой
теоретической физики и волновых процессов,
Волгоградский государственный университет
mikhailova.va@volsu.ru
https://orcid.org/0000-0002-9123-0391
просп. Университетский, 100, 400062 г. Волгоград, Российская Федерация

56

©
Е
рм

ол
ен

ко
И

.П
.,

М
их

ай
ло

ва
Т
.В

.,
М

их
ай

ло
ва

В
.А

.,
20

24

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2024. T. 27. № 4



ФИЗИКА И АСТРОНОМИЯ

Аннотация. Одним из распространенных способов оценки динамики
сольватации флуорисцирующей системы в полярной среде является анализ
поведения первого спектрального момента. Существует потребность в постро-
ении модели, которая учитывает важные физические процессы и в то же вре-
мя не требовательна с точки зрения вычислений. В данной работе предложен
подход, который при построении динамики сольватации позволяет учитывать
параметры возбуждающего лазерного импульса и внутримолекулярную коле-
бательную релаксацию. Показан способ построения аналитического решения
для динамики первого спектрального момента. Данная модель не требует ис-
пользования численных методов и представляет собой простую конструкцию,
использующую базовые функции и дополнительную функцию ошибок. Про-
иллюстрировано влияние всех ключевых параметров на релаксацию системы
и показано, что делокализованность во времени импульса накачки, а также
увеличение вклада в энергию реорганизации диффузионных и инерционных
процессов на ранних этапах релаксации подавляют осциллирующее поведение
первого момента и скрывают информацию о затухающей внутримолекулярной
моде. Представленная модель может быть обобщена для учета квантовых пе-
реходов между колебательными подуровнями высокочастотных внутримоле-
кулярных колебаний.

Ключевые слова: динамика сольватации, первый спектральный момент,
несущая частота, моды растворителя, релаксация внутримолекулярных коле-
баний.

Введение

Передача энергии в химических реакциях критически зависит от поступательных,
вращательных и колебательных типов движения молекул растворителя. Одним из ша-
гов к более полному пониманию механизмов, стоящих за химическими превращениями,
является анализ сольватационной релаксации, поскольку это обеспечивает доступ к
временным масштабам динамики растворителя. Релаксация растворителя – это простой
процесс, посредством которого среда приспосабливается к электронному возбуждению
и сопутствующему внезапному изменению распределения заряда в молекуле раство-
ренного вещества. Соответственно, эта тема привлекала значительное внимание экспе-
риментаторов, теоретиков и специалистов в области компьютерного моделирования на
протяжении многих лет, и ей были посвящены исследования все более сложных систем,
таких как среды, в которых происходит перенос ионов [4; 43; 49], ионные жидкости
[18; 53], белки и биомолекулы [9; 25; 27; 41; 57], неорганические комплексы [20; 44; 47],
и активные вещества [13].

Теоретические и вычислительные методы полезны для получения недоступной для
экспериментов информации о переносе энергии в растворах. Моделирование молекуляр-
ной динамики (МД) является типичным методом получения такой информации. Дина-
мика сольватации небольших молекул растворенных веществ, таких как кумарин, до
сих пор широко изучалась с помощью МД-моделирования [33; 37; 52]. Последние дости-
жения в области компьютерного моделирования позволяют исследовать динамику соль-
ватации макромолекул, таких как дезоксирибонуклеиновые кислоты (ДНК) [19] и бел-
ки [40] в водных растворах. Ab initio МД моделирование [36] также является мощным

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2024. T. 27. № 4 57



ФИЗИКА И АСТРОНОМИЯ

инструментом для реалистичного описания динамики сольватации [7; 58]. Например,
применение этого метода к динамике сольватации бетаина N-метил-6-оксихинолиния
(N-methyl-6-oxyquinolinium betaine) в воде показало, что доминирующий режим дви-
жения в растворителе варьируется в зависимости от масштаба времени, и коллективная
перегруппировка растворителя играет важную роль в пикосекундном масштабе [58]. Од-
нако точное вычисление зависящих от времени корреляционных функций в длительном
масштабе времени часто страдает из-за недостаточной выборки.

Теории, позволяющие описать динамику системы с помощью интегральных уравне-
ний, широко используются для исследования динамики сольватации различных раство-
ренных веществ в молекулярных жидкостях. Этот класс моделей имеет математически
замкнутую форму как для статических, так и для динамических свойств решений, а,
следовательно, и информация о динамике может быть получена путем решения урав-
нений алгебраическим способом, а это означает, что полученные результаты свободны
от проблемы выборки [17; 28; 32; 62]. Применение этих теорий к описанию релакса-
ции растворителя возможна с помощью модифицированной теории линейного отклика
или теории зависящего от времени функционала плотности (TD-DFT) [63–65]. Однако
из-за ориентационного среднего молекул растворителя, введенного во избежание явного
рассмотрения ориентационных степеней свободы, такого рода формализмы применимы
только к простым многоатомным растворителям. Кроме того, в этих теориях предпола-
гается жесткость молекул. Однако, как известно, гибкость молекул влияет на динами-
ческое поведение растворов [55].

Движение молекул растворителя вокруг растворенного вещества отличается от про-
стой диффузии из-за неоднородности среды, создаваемой растворенным веществом [50].
Полезную информацию о взаимодействии растворенного вещества с растворителем в
большинстве случаев можно получить с помощью методов спектроскопии. Локальную
среду растворителя можно определить по спектрам флуоресценции чувствительных к
растворителю зондов — флуорофоров. Спектры часто описываются с использованием
таких физико-химических характеристик, как стоксовы сдвиги и полярность [16; 23],
связанных напрямую с реакцией растворителя на изменение электронной структуры
растворенного вещества в результате фотовозбуждения. Динамика сольватации или ди-
намический стоксов сдвиг отражает нестационарные свойства растворителей [8; 38; 50].

Фотовозбуждение флуорофора вызывает последующую люминисценцию, претерпе-
вающую батохромный сдвиг, который отражает в целом сложную динамику, обеспечи-
вающую минимизацию свободной энергии — процесс устанавления равновесия раство-
рителя с новым распределением заряда. Этот зависящий от времени сдвиг стал основной
наблюдаемой величиной, имеющей важную роль при изучение процесса сольватации. В
связи с этим стандартной практикой является как экспериментально, так и теоретически
сосредоточиться на функции нормированного динамического сдвига частоты:

𝑆(𝑡) =
ω(𝑡)−ω(∞)

ω(0)−ω(∞)
, (1)

где ω(𝑡) обозначает зависящую от времени частоту излучения флуоресценции, которая
определяется величиной энергетической щели Δ𝐺 между возбужденным и основным
электронными состояниями растворенной молекулы. Эта несущая частота определяется
как пик на спектре либо как спектральный первый момент, вычисляемый для, во многих
случаях, размытого и имеющего сложную структуру профиля спектра флуоресценции.

Важной особенностью 𝑆(𝑡), впервые обнаруженной при численном моделировании,
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является ее мультимодальный характер: быстрое субпикосекундное начальное затуха-
ние, за которым следуют медленные компоненты в пикосекундном диапазоне. Экспери-
ментальное подтверждение этого характера произошло в работе Хименес Р., Марончел-
ли М. и др. [22] по возбуждению кумаринового красителя в воде, где сообщалось о
начальном доминирующем распаде с временным масштабом менее 50 фс. Такая муль-
тимодальность была учтена при моделировании с помощью идеализированной моде-
ли нейтрального одноатомного растворенного вещества, которое мгновенно приобретает
положительный/отрицательный единичный заряд в полярном растворителе — часто во-
де [45].

Поскольку сам по себе стоксов сдвиг (экспериментальный или смоделированный)
предоставляет только косвенную (в отличие от подробной информации на молекулярном
уровне) информацию о динамике сольватации, численное моделирование было незаме-
нимо для его теоретической интерпретации. Обычный подход основан на вычислении
зависящих от времени корреляционных функций, которые являются приближением к
подходу прямой неравновесной динамики. Но даже при наличии этих методов остается
ряд нерешенных вопросов, касающихся сольватационной динамики, особенно относи-
тельно начальных этапов релаксации. Это вызывает особую озабоченность, по крайней
мере, по двум причинам: во-первых, потому что эта динамика часто может составлять
значительную часть релаксации растворителя, и, во-вторых, этот начальный режим ча-
сто является ключевым для динамического влияния растворителя на скорость химиче-
ских реакций [3; 11; 15; 26; 31; 35].

1. Аналитическое описание сольватации

Как правило, описание сольватационной динамики осуществляется в терминах ко-
ординаты реакции, связанной с поляризацией растворителя. Эволюция системы вдоль
этой фиктивной степени свободы описывается в рамках формализмов, изначально воз-
никших для описания макропроцессов в сплошных средах. Это уравнения Зусмана
[24; 39], Смолуховского — Власова [48], обобщенной диффузии [30] и пр. Но наиболь-
шую распространенность получило обобщенное уравненние Ланжевена
[10; 14; 29; 30; 42; 46]:

𝑧 = − 1

𝑚L

𝜕𝑉 (𝑧)

𝜕𝑧
−
∫︁ 𝑡

0

η(𝑡− τ)�̇�dτ+𝑅(𝑡), (2)

где 𝑅(𝑡) — внешняя сила стохастической природы (шум); η(𝑡) — ядро трения. Ассо-
циируемая с координатой реакции переменная 𝑧 может быть нормализована так, чтобы
принимать значение 𝑧 = 0 в состоянии реагентов и 𝑧 = 1 в состоянии продуктов. Эти
состояния соответствуют минимумам поверхности потенциальной энергии 𝑉 . Масса 𝑚L

связана с «инертностью» поляризации среды и может быть извлечена из моделирования
вращательного движения отдельных молекул растворителя [30]. Слагаемое с интегра-
лом обозначает немарковское трение против движения вдоль координаты реакции и
реализует эффект «памяти». Следует иметь ввиду, что в данном контексте это трение
не является чисто механическим, а отражает сопротивление диэлектрика изменению
электрического поля, вызванного перераспределением заряда в растворенном веществе.

Это трение имеет то же происхождение, что и шум, который представляет собой
колебание конфигурации растворенное вещество-растворитель. Трение и шум связаны
второй флуктуационно-диссипационной теоремой [34; 61]. В простейшем гармоническом
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приближении для электронных состояний первое слагаемое в правой части (2) будет
равно −ω2

L𝑧, где продольная («longitudinal») частота растворителя, определяющая коле-
бания вдоль координаты реакции вблизи минимумов энергетических термов, задается
как:

ω2
L =

(2𝜖0 + 𝜖∞)(2𝜖0 + 1)

3𝜖0(2𝜖∞ + 1)
ω2

f , (3)

ω2
f = 2

𝑘B𝑇

𝐽
. (4)

Здесь 𝜖∞ и 𝜖0 — высоко- и низкочастотные диэлектрические постоянные [4], а ω2
f —

среднеквадратичная частота термического вращения диполя растворителя, рассматрива-
емого как линейная молекула с моментом инерции 𝐽 .

Динамику координаты реакции часто можно охарактеризовать зависящей от вре-
мени корреляционной функцией. Согласно теории линейного отклика, эта релаксация
описывается формулой

𝑆(𝑡) ≈ Δ(𝑡) =
⟨𝑧(0)𝑧(𝑡)⟩

⟨𝑧2⟩ . (5)

В случае простейшего приближения Дебая — Онзагера, рассматривающего среду как
диэлектрический континуум, корреляционная функция имеет вид:

Δ(𝑡) = 𝑒−𝑡/τs , (6)

где τs — характерное время достижения средой равновесного состояния. С другой сто-
роны, для чисто дебаевских растворителей характерно пренебрежение эффектами па-
мяти [29], так что отклик описывается тривиальнейшим образом с помощью дельта-
функции Дирака (η(𝑡) = γδ(𝑡)), и тогда уравнение Ланжевена превращается в известное
уравнение для затухающего осциллятора, дающего решение:

Δ(𝑡) = 𝑒−ω2
LτL𝑡/2

[︂
cos(ωLγ𝑡) +

(︂
ωLτL

2γ

)︂
sin(ωLγ𝑡)

]︂
, (7)

γ =
√︁
1− (ωLτL/2)2. (8)

где параметр γ характеризует демпфирование («трение»), испытываемое системой.
Такое поведение соответствует случаю, когда дипольная релаксация растворителя

имеет инерционную составляющую: диполи могут переориентироваться за счет свобод-
ного инерционного движения [59]. При явном учете слагаемого отвечающего за шум
(внешняя стохастическая сила) блуждающее движение вдоль координаты реакции опи-
сывается броуновским осциллятором, чья автокорреляционная функция также имеет
вид (7).

В случае передемпфированного растворителя, ωLτL > 2 (сильное «трение»), когда
диполи среды релаксируют за счет вращательной диффузии, корреляционная функция
имеет экспоненциальную форму:

Δ(𝑡) = 𝑒−𝑡/τL , (9)

τL =
2𝜖∞ + 1

2𝜖0 + 1
τD. (10)
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Такое экспоненциальное поведение чаще всего и наблюдается в экспериментах. Здесь
τL — время продольной релаксации. В сильнополярных растворителях оно значитель-
но меньше времени дебаевской релаксации одиночной молекулы τD. Этот факт иногда
упускается из виду в экспериментальных исследованиях, которые пытаются соотнести
времена сдвига из корреляционной функции со временем дебаевской диэлектрической
релаксации. Такой эффект возникает из-за электрических взаимодействий между дипо-
лями в растворителе, которые ускоряют релаксацию.

Наиболее важным моментом является то, что значительная часть начальной релак-
сации хорошо описывается простым гауссовым поведением [45; 51]:

Δ(𝑡) = exp(−ω2
L𝑡

2/2), (11)

ω2
L =

⟨�̇�2⟩
⟨𝑧2⟩ . (12)

Эта важная особенность динамики сольватации была впервые указана И. Картером
и Дж. Хайнсом [14] и многократно подтверждалась моделированием и эксперимента-
ми [45]. Гауссовый распад физически возникает из начального простого инерционного
движения молекул растворителя: в момент времени 𝑡 = 0 эти молекулы будут двигаться
со своими поступательными и вращательными скоростями, определяемыми максвеллов-
скими распределениями, и тем самым изменят значение 𝑧(𝑡 = 0). Следует обратить
внимание, что никакие межмолекулярные силы или крутящие моменты не управляют
этим начальным движением (хотя 𝑧(𝑡) зависит от межмолекулярных взаимодействий).
Как отмечалось в [46], поскольку каждый раз корреляционная функция изначально
должна быть гауссовой, примечательно не существование этой компоненты; скорее важ-
на степень, в которой этот компонент доминирует в Δ(𝑡). Эта гауссова составляющая
также наблюдается экспериментально [15; 18; 22; 50]. Сейчас считается, что эта компо-
нента динамики сольватации, ранее не наблюдаемая в экспериментах из-за проблем с
временным разрешением, важна для ряда физических систем.

В марковском приближении (η(𝑡) = γδ(𝑡)) уравнение Ланжевена полностью игно-
рирует зависящие от времени аспекты η(𝑡), предполагая, что они быстрые по сравнению
с временным масштабом скорости �̇�(𝑡), так что все трение действует мгновенно. Хотя
в этом приближении инерция сохраняется, на практике гауссова составляющая Δ(𝑡)
в значительной степени подавляется мгновенным действием суммарного трения. Даль-
нейшим и более частным приближением было бы предположить, что �̇�(𝑡) изменяется
быстро по сравнению с самим 𝑧(𝑡) таким образом, что «потенциальные» силы и силы
трения сокращаются в уравнении (2), так что результирующее ускорение незначитель-
но и его можно игнорировать; теперь нет никаких инерционных эффектов. Это сильно
затухающий диффузионный предел, в котором Δ(𝑡) затухает экспоненциально (9). Та-
ким образом, возникает необходимость более детального анализа функции памяти в
обобщенном уравнении Ланжевена, так как она имеет непосредственную связь с на-
блюдаемой релаксацией.

В начале 80-х гг. A. Леггеттом и A. Калдеиром был предложен способ описа-
ния квантовой диссипативной динамики в рамках обобщенного уравнения Ланжеве-
на [12; 21; 61]. Начиная с гамильтониана некоторой избранной степени свободы (в част-
ном случае – координаты реакции), связанной с термостатом из гармонических осцил-
ляторов, они открыли новый путь для трактовки решения уравнения Ланжевена и его
диссипативного ядра имеющего смысл функции памяти. Общность подхода позволяет
рассматривать как квантовые, так и классические степени свободы систем.
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Согласно недавнему теоретическому подходу [56], точное решение обобщенного
уравнения Ланжевена для нормированной автокорреляционной функции классической
системы многих тел может быть выражено как бесконечная сумма экспоненциальных
(действительных и/или комплексных) функций как

Δ(𝑡) =
∞∑︁
𝑗

𝐴𝑗𝑒
ω𝑗𝑡, (13)

где 𝐴𝑗 и ω𝑗 — амплитуды и частоты мод. Информация о связи этих собственных мод
с каналами релаксации в системе содержится в диссипативном ядре, явный вид кото-
рого задается подобранной специальным образом либо полученной из моделирования
молекулярной динамики спектральной плотностью.

В общем, использование обобщенного уравнения Ланжевена для оценки вкладов и
времен различных каналов релаксации предполагает получение зависимости от времени
некоторой эволюционирующей к новому положению равновесия наблюдаемой величины
(в частности, динамику несущей частоты или первого момента спектра флуоресценции)
с последующей аппроксимацией полученной кривой путем подбора параметров в яд-
ре трения, представленном суммой затухающих экспонент или более общих функций.
Так, например, использование ядра в виде функции Миттега-Леффлера [60] позволяет
воспроизводить все распространенные типы релаксации.

Тем не менее, в спектрах флуоресценции фотовозбужденного красителя, находяще-
гося в жидкой полярной среде, содержится информация о множестве конкурирующих
процессов, которые сложно идентифицировать и оценить, используя лишь обобщенное
уравнение Ланжевена. Этой проблемой была мотивирована недавняя работа [1; 2; 54],
в которой представлена модель, учитывающая параметры возбуждающего и стробирую-
щего лазерных импульсов и которая позволяет оценивать важные стационарные энерге-
тические и релаксационные переменные, в частности времена релаксации мод раствори-
теля и внутримолекулярных колебаний флуорофора.

1.1. Новый теоретический подход

Модель, представленная в работах [1; 2; 54], базируется на предложенном ранее
[21; 61] способе представления гамильтониана открытой квантовой системы, но вместо
построения обобщенного уравнения Ланжевена для координаты реакции записывается
решение уравнения фон Неймана для двухуровневой системы в рамках теории возму-
щения по оператору взаимодействия электронной подсистемы с электрическим полем
возбуждающего импульса. Методика подразумевает решение систем дифференциаль-
ных уравнений со слагаемыми, содержащими интегралы, что при анализе эксперимен-
тальных данных требует существенных временных затрат при выполнении расчетов.
С другой стороны, модель учитывает переходы между колебательными подуровнями
внутримолекулярных мод растворенного вещества, а также релаксацию растворителя,
что позволяет весьма точно воспроизводить как форму, так и динамику спектра флу-
оресценции [54]. Также учет высокочастотных внутримолекулярных колебаний играет
важную роль при построении моделей нарушения симметрии в возбужденных квадру-
польных молекулах [5].

В некоторых случаях учитываемая в модели информация избыточна. Такое про-
исходит, когда экспериментальные данные не позволяют однозначно идентифицировать
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проявление в спектре внутримолекулярных колебаний растворенной молекулы. Также в
ряде приложений достаточно использовать информацию, содержащуюся только в зави-
сящем от времени положении первого спектрального момента

𝑀1(𝑡) =

∫︀∞
−∞ ω𝐼(ω, 𝑡)dω∫︀∞
−∞ 𝐼(ω, 𝑡)dω

. (14)

Здесь 𝐼(ω, 𝑡) определяет нормированную интенсивность флуоресценции [2; 54] на ча-
стоте ω в момент времени 𝑡:

𝐼(ω, 𝑡) = ω3𝑍−1

∫︁ 𝑡

−∞
σ−1
𝑒 (𝑡− τ)ϕ (ℎ̄ω+ 𝐸, 𝑡− τ) dτ, (15)

ϕ(𝑦, 𝑡) = exp

{︃
− ℎ̄2ω̃2

ε
− 2τ2

τ2e
− (𝑈 − ℎ̄ω̃𝑄)2

2σ2
e

}︃
,

𝑍 = τeπ

√︁
ε/σ exp

{︀
−𝑈2/σ

}︀
,

σ2
e(𝑡) = ε/2

(︀
1−𝑄2(𝑡)

)︀
+ ℎ̄2τ−2

e ,

σ = 2σ2
e(∞) = ε+ 2ℎ̄2τ−2

e ,

ℎ̄ω̃(𝑡) = 𝑦 − 2𝐸r𝑄(𝑡),

где ε = 4𝐸r𝑘B𝑇 ; 𝑈 = ℎ̄ωe+Δ𝐺−𝐸r; 𝐸 = Δ𝐺+𝐸r. Здесь 𝑘B — постоянная Больцмана;
ℎ̄ — редуцированная постоянная Планка (в работе используется натуральная система
единиц, в которой ℎ̄ = 1); 𝑇 — температура среды; 𝑦 = ℎ̄ω + 𝐸 — координата реак-
ции; τe и ωe — длительность и частота импульса накачки («exitation»); Δ𝐺 — разность
между энергетическими уровнями основного и возбужденного состояний электронной
подсистемы флуорофора; 𝐸r — суммарная энергия реорганизации среды и внутримоле-
кулярных колебаний. Функция 𝑄(𝑡) содержит в себе информацию о релаксации среды
и классических внутримолекулярных колебаний. Она задается аналогично диссипатив-
ному ядру η(𝑡) обобщенного уравнения Ланжевена посредством выбора спектральной
плотности. Для данного этапа исследования ограничимся видом:

𝑄(𝑡) = 𝑤1 exp

(︂
− 𝑡2

τ21

)︂
+ 𝑤2 exp

(︂
− 𝑡

τ2

)︂
+

+ 𝑤3 exp (−γ𝑡)
(︁
cosΩ𝑡+

γ

Ω
sinΩ𝑡

)︁
, (16)

Ω =
√︁
Ω2

r − γ2, (17)

где весовые коэффициенты 𝑤1 + 𝑤2 + 𝑤3 = 1 определяют вклад каждой моды в об-
щую энергию реорганизации; τ1 и τ2 — характерные времена релаксации, связанные
с инерционными и диффузионными процессами в растворителе соответственно, а γ и
Ωr — коэффициент затухания и резонансная частота классического внутримолекуляр-
ного колебания. Установление детальной связи 𝑄(𝑡), η(𝑡) и Δ(𝑡) требует отдельного
тщательного обсуждения, что выходит за рамки данной работы.

Как нетрудно заметить, выражение (14) подразумевает решение двойных инте-
гралов. В работе [2], посвященной проявлению низкочастотных внутримолекулярных
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колебаний в динамике сольватации, строилась динамика спектра в заданном частотном
окне с помощью выражения (15), а затем определялось положение максимума (частота)
на каждом временном шаге. В ряде случаев динамика максимума спектра не совпа-
дает с поведением первого момента, особенно на ранних этапах релаксации. И хотя
нахождение максимума может быть проще с вычислительной точки зрения (скорость
и точность поиска максимума можно улучшить с использованием численных методов
минимизации), определение первого момента предпочтительнее. Это возможно осуще-
ствить полностью аналитическим способом.

Для этого подынтегральное выражение в (15) можно представить в форме:

ϕ(ω, 𝑡, τ) = exp
{︀
−𝐴𝑦2 + β𝑦 − ξ

}︀
= exp

{︀
−𝐴ω2 −𝐵ω− 𝐶

}︀
, (18)

𝐴 =
1

ε
+

𝑄2

2σ2
e

,

𝐵 = 2𝐴𝐸 − β,

𝐶 = 𝐴𝐸2 − β𝐸 + ξ,

β =
4𝐸r𝑄

ε
+

𝑄(𝑈 + 2𝐸r𝑄
2)

σ2
e

,

ξ =
(𝑈 + 2𝐸r𝑄

2)2

2σ2
e

+
4𝐸2

r𝑄
2

ε
+

2τ2

τ2e
.

Воспользовавшись теоремой Фубини — Тонелли и поменяв порядок интегрирования,
запишем выражение для динамики первого момента как частное 𝑀1(𝑡) = 𝐹1(𝑡)/𝐹2(𝑡),
где:

𝐹1,2(𝑡) =

∫︁ 𝑡

−∞
σ−1
𝑒 (𝑡− τ)Φ1,2(𝑡− τ, τ)dτ, (19)

Φ1(𝑡, τ) =

∫︁ ∞

−∞
ω4ϕ(ω, 𝑡, τ)dω =

=

√
π

16
𝐴−9/2

(︀
12𝐴2 + 12𝐴𝐵2 +𝐵4

)︀
exp

{︂
𝐵2

4𝐴
− 𝐶

}︂
, (20)

Φ2(𝑡, τ) =

∫︁ ∞

−∞
ω3ϕ(ω, 𝑡, τ)dω =

= −
√
π

8
𝐴−7/2𝐵

(︀
6𝐴+𝐵2

)︀
exp

{︂
𝐵2

4𝐴
− 𝐶

}︂
. (21)

Интегралы в Φ1,2 легко берутся с использованием известного решения интеграла Гаус-
са — Пуассона и формулы Лейбница. Выполнив ряд преобразований, нетрудно получить:

𝐹1(𝑡) =

√
π

16

∫︁ 𝑡

−∞

(︀
3𝐺2 + 6𝐺𝐷2 +𝐷4

)︀
exp

{︂
−2τ2

τ2e

}︂
dτ, (22)

𝐹2(𝑡) = −
√
π

8

∫︁ 𝑡

−∞
𝐷
(︀
3𝐺+𝐷2

)︀
exp

{︂
−2τ2

τ2e

}︂
dτ, (23)

𝐺(𝑡) = ε
(︀
2− κ𝑄(𝑡)2

)︀
,

𝐷(𝑡) = 𝐵/𝐴 = 2𝐸 −𝑊𝑄(𝑡),

где 𝑊 = 4𝐸r + κ𝑈 , κ = 2ε/σ.
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Данные интегралы можно решать, используя численные методы и, в принципе, этот
способ нахождения зависимости от времени первого момента уже быстрее предложен-
ного ранее, и он применим для произвольной функции 𝑄(𝑡). К тому же, как числитель
𝐹1(𝑡), так и знаменатель 𝐹2(𝑡) в функции 𝑀1(𝑡) определены на одном временном ин-
тервале, их можно вычислять одновременно, передавая их в имплементацию метода
численного интегрирования парой. С другой стороны, в случае учета низкочастотных
колебаний следует соблюдать осторожность, так как для большинства методов числен-
ного интегрирования осциллирующее подынтегральное выражение приводит к быстрому
росту ошибки. Дальнейшие преобразования помогают избежать этих проблем. Предста-
вим выражения (22) и (23) в виде полиномов:

𝐹1(𝑡) =

√
π

16

∫︁ 𝑡

−∞

(︃
4∑︁

𝑛=0

𝑝𝑛𝑄(𝑡− τ)𝑛
)︃
exp

{︂
−2τ2

τ2e

}︂
dτ, (24)

𝐹2(𝑡) = −
√
π

8

∫︁ 𝑡

−∞

(︃
3∑︁

𝑛=0

𝑞𝑛𝑄(𝑡− τ)𝑛
)︃
exp

{︂
−2τ2

τ2e

}︂
dτ, (25)

где

𝐾 = 3κε−𝑊 2, 𝐿 = 2𝐸2 + ε,
𝑝0 = 4 (𝐿2 + 2ε(𝐿+ 2𝐸2)), 𝑞0 = 4𝐸(𝐿+ 2ε),
𝑝1 = −16𝐸𝑊 (𝐿+ 2ε), 𝑞1 = −6𝑊𝐿,
𝑝2 = −4𝐿(𝐾 − 2𝐿2), 𝑞2 = −2𝐸 (𝐾 − 2𝑊 2),
𝑝3 = 8𝐸𝑊𝐾, 𝑞3 = 𝐾𝑊 ,
𝑝4 = 𝐾2 − 6κ2ε2.

Функция 𝑄(𝑡) представима в виде четырех слагаемых, содержащих экспоненты:

𝑄(𝑡) = 𝑄1 +𝑄2 +𝑄3 +𝑄4 =

= 𝑤1 exp

(︂−𝑡2

τ21

)︂
+ 𝑤2 exp

(︂−𝑡

τ2

)︂
+

+
𝑤3

2
exp (γ𝑡)

{︂(︂
1 +

𝑖γ

Ω

)︂
exp (−𝑖Ω𝑡) +

(︂
1− 𝑖γ

Ω

)︂
exp (𝑖Ω𝑡)

}︂
. (26)

Тогда, воспользовавшись мультиномиальной теоремой, решим полученные интегралы в
терминах дополнительной функции ошибок:

𝑃 (𝑡, 𝑁) =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑄𝑁(𝑡− τ) exp

{︂
−2τ2

τ2e

}︂
dτ = (27)

=
∑︁

𝑘+𝑙+𝑚+𝑛=𝑁

𝑁 !

𝑘!𝑙!𝑚!𝑛!
Ξ(𝑡, 𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛), (28)

где

Ξ(𝑡, 𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛) =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑄𝑘

1𝑄
𝑙
2𝑄

𝑚
3 𝑄

𝑛
4 exp

{︂
−2τ2

τ2e

}︂
dτ =

= 𝑤N

∫︁ 𝑡

−∞
exp

{︀
−𝑎τ2 − 𝑏(𝑡− τ)− 𝑐(𝑡− τ)2

}︀
dτ =

=
1

2
𝑤N

√︂
π

𝑎+ 𝑐
exp

{︂
𝑏2 − 4𝑎𝑏𝑡− 4𝑎𝑐𝑡2

4(𝑎+ 𝑐)

}︂
erfc

{︂
𝑏− 2𝑎𝑡

2
√
𝑎+ 𝑐

}︂
. (29)
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И, таким образом, выражение для динамики первого момента имеет вид:

𝑀1(𝑡) = −1

2

∑︀4
𝑁=0 𝑝𝑁𝑃 (𝑡, 𝑁)∑︀3
𝑁=0 𝑞𝑁𝑃 (𝑡, 𝑁)

, (30)

𝑎 = 2/τ2e,

𝑐(𝑘) = 𝑘/τ1,

𝑏(𝑚,𝑛) = (𝑚+ 𝑛)γ+ 𝑖Ω(𝑚− 𝑛) + 𝑙/τ2,

𝑤N(𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛) = 𝑤𝑘
1𝑤

𝑙
2(𝑤3/2)

𝑚+𝑛(1 + 𝑖γ/Ω)𝑚(1− 𝑖γ/Ω)𝑛.

Выражение (30) является точным решением для (14) и (15). В результате, построение
𝑀1(𝑡) сводится к многократному вызову функции erfc, доступной во множестве вы-
числительных программных пакетов. Число слагаемых в (27) определяется как число
различных мультимножеств мощности 𝑚, состоящих из элементов, выбранных из мно-
жества мощности 𝑁 , и может быть вычислено как биномиальный коэффициент 𝐶𝑁+𝑚−1

𝑚−1 ,
где в нашем случае 𝑚 = 4 количество слагаемых в 𝑄(𝑡). Например, в 𝑃 (𝑡, 4) будет 35
слагаемых, а в 𝑃 (𝑡, 3) — 20. Это нужно иметь ввиду при попытке обобщить 𝑄(𝑡) на
большее количество мод, хотя для многих растворителей достаточно использовать три
моды [24; 54].

2. Результаты и обсуждение

На рисунках 1–3 представлена динамика первого спектрального момента в за-
висимости от различных параметров. Аргументы по умолчанию для всех графиков:
τe = 0, 1 пс, ℎ̄ωe = 3 эВ, Δ𝐺 = −2, 5 эВ, 𝐸r = 0, 2 эВ, τ1 = 1 пс, τ2 = 2 пс,
ℎ̄γ = 5 · 10−3 эВ, ℎ̄Ωr = 0, 01 эВ и 𝑤𝑖 = (0, 3, 0, 3, 0, 4).

Рис. 1. Зависимость положения несущей частоты от времени.
𝐸r = 0, 5 эВ — сплошные линии, 𝐸r = 0, 1 эВ — штрих-пунктирные линии

На рисунке 1 проиллюстрировано влияние энергетического зазора Δ𝐺 и суммарной
энергии реорганизации 𝐸r на зависящее от времени положение несущей частоты. Эти
параметры коррелируют с полярностью среды [1; 54], и, как видно, с ростом полярности
и, следовательно, параметров |Δ𝐺| и 𝐸r, все сильнее проявляется батохромный сдвиг,
а также явственнее проступает осцилляция первого момента, что дает информацию о
характеристиках затухающей внутримолекулярной моды.
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Рис. 2. Зависимость положения несущей частоты от времени.
ℎ̄ωe = 3 эВ — сплошные линии;

ℎ̄ωe = 3, 5 эВ, τe = 0, 2 пс — пунктирная линия;
ℎ̄ωe = 2, 5 эВ, τe = 0, 2 пс — штриховая линия

Рис. 3. Зависимость положения несущей частоты от времени.
𝑤𝑖 = (0, 3; 0, 3; 0, 4) — сплошные линии;

𝑤𝑖 = (0, 5; 0, 3, 0, 2) — штрих-пунктирные линии

На рисунке 2 показано влияние на динамику сольватации параметров имеюще-
го гауссову форму импульса накачки. Изменение частоты возбуждения ωe изображено
черными линиями различных типов. Примечательно, что чем больше энергия возбужда-
ющего импульса, тем менее положение несущей частоты спектра 𝑀1(𝑡 = 0) совпадает с
ωe (в случае ℎ̄ωe = 3, 5 эВ разница составляет 0,1 эВ), но при этом сильнее проявля-
ется внутримолекулярная колебательная мода. Действительно, возбуждение некоторых
молекул в ультрафиолетовом диапазоне позволяет наблюдать колебательное поведение
в сольватационной динамике первого момента [6]. Влияние длительности воздействия
импульса накачки τe обсуждалось в [2]. Там было показано, что чем более лазерный
импульс делокализован по времени, тем меньше шансов наблюдать колебательное пове-
дение в динамике релаксации.

Графики на рисунке 3 иллюстрируют влияние вклада каждого типа мод на про-
явление внутримолекулярного колебания в динамике сольватации. Сплошные линии
соответствуют почти равному вкладу с предпочтением к моде, ответственной за релак-
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сацию внутримолекулярного колебания, а штрихпунктирные линии показывают более
типичный случай, когда гауссов и экспоненциальный спад имеют большую долю в энер-
гии реорганизации. Такое поведение весьма ожидаемо, так как инерция в отклике во
время действия лазерного импульса и диффузионные процессы во время релаксации
конкурируют и даже подавляют процессы, происходящие в молекуле флуорофора. Так-
же линиями разного цвета показаны случаи с разной длительностью экспоненциальной
релаксации (τ2), что характерно для веществ с разной полярностью и вязкостью.
Время гауссова экспоненциального спада (τ1) не варьировалось, так как эта ответ-
ственная за начальные инерционные процессы мода является самой быстрой [1] и не
превышает 1 пс.

Выводы

В данной работе предложен теоретический подход для анализа динамики сольвата-
ции фотовозбужденных молекул в полярной среде. Полностью аналитическим способом
построено выражение для динамики первого спектрального момента. Данная модель, в
отличие от распространенных методик, основанных на решении обобщенного уравнения
Ланжевена или на использовании тривиальной мультимодальной функции релаксации,
позволяет учитывать влияние характеристик возбуждающего импульса и связанных с
реорганизацией полярных сред параметров, получаемых из анализа стационарных спек-
тров поглощения и излучения. По сравнению с предыдущими результатами [2] текущая
реализация повысила скорость вычисления динамики первого момента на несколько
порядков (до сотых долей секунды на ноутбуке базовой архитектуры), что позволит
использовать данную методику для анализа и аппроксимации экспериментальных дан-
ных. Также предложенные выражения могут быть легко обобщены для использования
функции релаксации с варьируемым количеством мод и для учета релаксации высоко-
частотных внутримолекулярных колебаний. Весь использованный код опубликован на
github [66].
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Abstract. One of the common methods for assessing the solvation dynamics
of a fluorescent system in a polar medium is the analysis of the first spectral
moment behavior. So there is a need to build a model that takes into account
important physical processes and at the same time is not demanding in terms of
calculations. In this paper, an approach is proposed that considers the parameters
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of the exciting laser pulse and intramolecular vibrational relaxation for con-
structing the solvation dynamics. A method for building an analytical solution
for the dynamics of the first spectral moment is presented. This model is free
of numerical methods using, and it is a simple construction built by basics
functions and an additional error function. The influence of all key parameters
on the system relaxation is illustrated. It is shown that delocalization in time
of the pump pulse suppresses the oscillatory behavior of the first moment and
hides information about the damped intramolecular mode. The similar effect is
also observed with the diffusion and inertial processes contribution insreasion
to the reorganization energy at early stages of relaxation. The presented model
can be generalized to take into account quantum transitions between vibrational
sublevels of high-frequency intramolecular vibrations.

Key words: solvation dynamics, first spectral moment, carrier frequency,
solvent modes, relaxation of intramolecular vibrations.
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