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Аннотация. Работа посвящена моделированию процесса низкотемпера-
турного воздействия на биоткани при деструкции тканей сферическими и
полусферическими аппликаторами в одномерном приближении. Решена ста-
ционарная задача с фазовыми переходами для модели на основе уравнения
типа Эмдена — Фаулера. Решение нестационарной задачи найдено в виде сум-
мы тепловых потенциалов. Обсуждаются алгоритмы, которые легли в основу
программных комплексов. Проведены некоторые численные решения при раз-
личных условиях. Построена математическая модель гипотермии, основанная
на интегральном уравнении.

Ключевые слова: математическая модель, задача с фазовыми перехо-
дами, интегральные уравнения, конечно-разностный аналог, аппроксимация.

Введение

Математическое моделирование тепловых процессов, возникающих при низкотем-
пературном воздействии на биоткани, является важным инструментом анализа в прило-
жении для различных областей медицины и биотехнологий [13; 34–36]. Особо следует
выделить применение математических методов с целью повышения эффективности ме-
дицинской диагностики на основе радиотермометрии [21; 37]. Это связано с развитием
новых криогенных технологий и использованием их в разных областях человеческой
деятельности.
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Имеется целый ряд математических моделей, описывающих тепловые процессы в
биологических тканях. Однако возникает проблема создания новых математических мо-
делей для моделирования фазовых переходов, возникающих при воздействии низких
температур на биологические ткани. Эти модели требуют разработки численных алго-
ритмов для их решения и создания соответствующих программных продуктов.

Математическое описание тепловых процессов с фазовыми переходами, восходит к
работам Г. Ламе и Б. Клайперона. Развитием стала модель Йозефа Стефана [39], позже
названная «задачей Стефана» [29; 30]. Среди работ, посвященных вопросам разрешимо-
сти задач с фазовыми переходами, можно выделить работы А.А. Самарского, О.А. Олей-
ника и др. [9; 10; 23; 24; 30].

Основные теоретические результаты, связанные с изучением нелинейных процес-
сов теплопроводности в активных средах с источниками или стоками, зависящими
от искомых полей получены в работах: А.А. Самарского, С.П. Курдюмова, Г.Г. Елени-
на, А.П. Михайлова, В.А. Галактионова, К.Б. Павлова, Л.К. Мартинсона, А.Н. Тихоно-
ва, Н.С. Пискунова, О.А. Олейника, О.А. Ладыженской, Т.Д. Вентцеля, В.П. Маслова,
М.И. Вишика, С.И. Похожаева, А.С. Калашникова, С.Н. Кружкова, С.Н. Антонцева, Ж.-
Л. Лионса, Ф. Браудера, Х. Брезиса [1; 2; 9; 10; 14; 20; 22–24; 27; 28; 31; 33; 38].

Цель данной работы является изучение динамики температурного поля биологиче-
ских тканей при низкотемпературном воздействии на биоткани криозондом со сфериче-
ски — симметричной формой аппликатора с использованием численных методов.

1. Постановка задачи

Для охлаждения или замораживания биологических тканей используются инстру-
менты со сферическими и полусферическими формами аппликаторы. В качестве при-
ложения укажем на задачу разрушения тканей в медицине [3; 5; 6; 11; 37]. Указанная
форма аппликаторов позволяет изучать динамику температурного поля биологических
тканей на основе решения следующей задачи со свободной границей [12; 16; 17]:

𝑢𝑥𝑥 − 𝜒2 [𝑘 + (1− 𝑘) η (𝑥− 𝑢)]
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜒2𝑥1−β𝑢βη (𝑥− 𝑢) , 1 < 𝑥 < 𝑠 (𝑡) , 𝑡 > 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 0, 1 < 𝑥 < 𝑠 (0) ,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− [𝐻 + (ℎ−𝐻) η (1− 𝑢)]𝑢 = −𝑔 (𝑡) + (1− γ)µη (𝑢− 1) , 𝑥 = 1, 𝑡 > 0, (1)

𝑢 (𝑠 (𝑡) , 𝑡) = 0,
𝜕𝑢 (𝑠 (𝑡) , 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑡 > 0,

[𝑢]𝑥* = 0,

[︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

]︂
𝑥*

= 𝜒2𝑃𝑥*𝑑𝑥
*

𝑑𝑡
, 𝑡 > 0,

Используются следующие обозначения:

ℎ = 1 + µ, µ =
α𝑟0

λ
, 𝑔 (𝑡) = µ

𝑇 − 𝑇𝐴 (𝑡)

𝑇 − 𝑇 *
,

𝑤 =
𝑐𝑘𝑚𝑘𝑇

1−β(︀
𝑇 − 𝑇 *

)︀1−β , 𝐻 = 1 + µγ, γ =
λ

λ
,
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𝑘 =
𝑐ρ

𝑐ρ
, 𝑃 =

Λ

𝑐
(︀
𝑇 − 𝑇 *

)︀ , 𝜒 =

√︂
𝑤

λ
𝑟0,

𝑇 = 36,6 ℃, 𝑇 * = 0 ± 3 ℃, 𝑇𝐴 — температура аппликатора криозонда, λ, 𝑐, ρ, Λ—
являются теплофизическими характеристиками биологической ткани, 𝑐𝑘, 𝑚𝑘 — теплоем-
кость и скорость массы крови; 𝜒 > 0— означает параметр выхода на заданный режим
охлаждения; β является параметром нелинейности. Знак черта над или под символами
обозначает соответственно незамороженную или замороженную области биологической
ткани, [ ]𝑥* — означает скачок соответствующей функции.

В задаче (1) определению подлежат температурное поле 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), свободная
граница 𝑠 = 𝑠(𝑡) и граница раздела фаз 𝑥* = 𝑥*(𝑡).

Стационарная задача, которая соответствует задаче (1), при β = 0 имеет точное
аналитическое решение

𝑢 (𝑥) = 𝑢+ (1− 𝑥)
(𝑢− 𝑥*)

(𝑥* − 1)
, 1 < 𝑥 < 𝑥*,

𝑢 (𝑥) =
𝜒2

6
(2𝑠+ 𝑥*)

(︀
𝑠− 𝑠2

)︀
, 𝑥* < 𝑥 < 𝑠, (2)

где

𝑢 = 𝑥* +
𝐻 (ϕ− 𝑥*) (𝑥* − 1)

1 +𝐻 (𝑥* − 1)
, ϕ =

−𝑔∞ + (1− γ)µ
𝐻

,

а 𝑥* и 𝑠 являются положительными решениями следующей нелинейной системы

𝑥* − 𝜒2

6
(2𝑠+ 𝑥) (𝑠− 𝑥*)2 = 0,

𝑠2 − 𝑥*2 +
2𝐻 (ϕ− 𝑥*)

𝜒2 (1 +𝐻)
(𝑥* − 1) = 0. (3)

Пусть 𝑥*(0) = 1,1, 𝑠0 = 1,1— начальное приближение,

𝐹1 (𝑥
*, 𝑠) = 𝑥* + 𝐴 (2𝑠+ 𝑥*) (𝑠− 𝑥*) ,

𝐹2 (𝑥
*, 𝑠) = 𝑠2 − 𝑥*2 +𝐵 (ϕ− 𝑥*) (𝑥* − 1)

где 𝐴 = −𝜒2

6
, 𝐵 = 2𝐻(1+𝐻)

𝜒2 .
Согласно методу Ньютона [1; 3; 7; 24–26; 30; 37], получаем:

𝜕𝐹1

𝜕𝑥* = 1− 𝐴 (𝑠+ 2𝑥*) ,
𝜕𝐹1

𝜕𝑠
= 𝐴 (4𝑠− 𝑥*) ,

𝜕𝐹2

𝜕𝑥* = −2𝑥* +𝐵 (−2𝑥* + ϕ− 1) ,
𝜕𝐹2

𝜕𝑠
= 2𝑠.

Δ𝑥*(0) =
Δ1

Δ
=

−2,42 + 3,3𝐴𝐵 (ϕ− 1,1) 0,1

2,2 + 10,23𝐵 − 3,3𝐵ϕ
,

Δ𝑠(0) =
Δ2

Δ
=

𝐵ϕ− 3,31𝐵 + 0,33𝐴𝑏ϕ− 0,3𝐴𝐵 − 2,42

2,2 + 10,23𝐵 − 3,3𝐵ϕ
.
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Если для ε = 0,0001 выполняется неравенство max
(︀⃒⃒
Δ𝑥*(0)

⃒⃒
,
⃒⃒
Δ𝑠(0)

⃒⃒)︀
6 ε, то вы-

числения заканчиваются. Если неравенство max
(︀⃒⃒
Δ𝑥*(0)

⃒⃒
,
⃒⃒
Δ𝑠(0)

⃒⃒)︀
6 ε не выполняется,

то тогда 𝑥*(0) = 𝑥*(1), 𝑠(0) = 𝑠(1) и строим новую систему уравнений. Аналогичный
процесс проводим для последующих итераций.

Начальное приближение определяем графическим способом и в качестве начально-
го приближения можно взять 𝑥(0) = 1,1, 𝑠(0) = 1,2.

Применяя метод итерации, процесс вычисления неизвестных границ строится по
следующим формулам:

𝑥*(𝑘+1) = 𝐴
(︁
2𝑠(𝑘) + 𝑥*(𝑘)

)︁(︁
𝑠(𝑘) − 𝑥*(𝑘)

)︁2

,

𝑠(𝑘+1) = ±
√︁
(𝑥*(𝑘))

2 −𝐵 (ϕ− 𝑥*(𝑘)) (𝑠(𝑘) − 𝑥*(𝑘))
2
, 𝑘 = 0, 1, . . .

Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока изменения всех неизвестных
на двух последовательных итерациях не станут малыми в соответствии со следующим
неравенством: ⃒⃒⃒

𝑥
(𝑘+1)
𝑖 − 𝑥

(𝑘)
𝑖

⃒⃒⃒
< ε, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Для определения условия сходимости используется принцип сжатых отображений.

2. Интегральные уравнения для задачи гипотермии

Для описания динамики охлаждения биологических тканей поставим следующую
задачу со свободной границей:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜒2𝑥1−β𝑢β, 1 < 𝑥 < 𝑠 (𝑡) , 𝑡 > 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 0, 1 < 𝑥 < 𝑠 (0) ,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− ℎ𝑢 = −ℎϕ (𝑡) , 𝑥 = 1, 𝑡 > 0, (4)

𝑢 (𝑠 (𝑡) , 𝑡) = 0,
𝜕𝑢 (𝑠 (𝑡) , 𝑡)

𝜕𝑥
= 0, 𝑡 > 0,

где ϕ (𝑡) = 𝑔(𝑟)
ℎ

.
Асимптотическая устойчивость решения задачи (4), позволяет искать решение в

виде суммы 𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥) + 𝑣 (𝑥, 𝑡), где 𝑢 (𝑥) является решением соответствующей
стационарной задачи с 𝑠 (𝑡) = 𝑠 = const. Функция 𝑣 (𝑥, 𝑡) является решением следующей
задачи:

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝐹 (𝑥, 𝑣) , 1 < 𝑥 < 𝑠 (𝑡) , 𝑡 > 0,

𝑣 (𝑥, 0) = 𝑣0 (𝑥) , 1 < 𝑥 < 𝑠 (0) ,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜗𝑣 = −𝜗ϕ (𝑡) , 𝑥 = 1, 𝑡 > 0, (5)

𝑣 (𝑠 (𝑡) , 𝑡) = −𝑢 (𝑠 (𝑡)) ,
𝜕𝑣 (𝑠 (𝑡) , 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝜕𝑢 (𝑠 (𝑡) , 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑡 > 0,
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Пусть выполняется 𝜗 ≫ 1 (ℎ ≫ 1). Тогда верно равенство 𝑣 (1, 𝑡) = ψ (𝑡). Решение
задачи (5) будем искать в виде суммы тепловых потенциалов [8; 18; 19; 21]:

𝑣 (𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑥(0)

1

𝐺 (𝑥, 𝑡; ξ, 0) 𝑣0 (ξ)𝑑ξ+

∫︁ 1

0

𝜕𝐺 (𝑥, 𝑡; 1, 𝑡′)

𝜕ξ
ψ (𝑡′)𝑑𝑡′+

+

∫︁ 𝑥(0)

1

𝐺 (𝑥, 𝑡; 𝑠 (𝑡′) , 𝑡′)µ (𝑡′) 𝑑𝑡+

∫︁ 1

0

∫︁ 𝑥(𝑡′)

1

𝐺 (𝑥, 𝑡; ξ, 𝑡′)𝐹 (ξ, 𝑣)𝑑ξ𝑑𝑡′
(6)

где
𝐺 (𝑥, 𝑡; ξ, 𝑡′) = 𝐺0 (𝑥− 1, 𝑡; ξ− 1, 𝑡′)−𝐺0 (1− 𝑥, 𝑡; ξ− 1, 𝑡′) ,

𝐺0 (𝑥, 𝑡; ξ, 𝑡
′) =

1

2
√︀
π (𝑡− 𝑡′)

𝑒
− (𝑥−ξ)2

4(𝑡−𝑡′) . (7)

Для любой дифференциальной плоскости и подлежащей определению функции 𝑠 (𝑡)
уравнение (6) удовлетворяет дифференциальному уравнению, начальному условию и
краевому условию 𝑢 (1, 𝑡) = ψ (𝑡) искомой задачи (5). Если потребовать, чтобы выпол-
нялись оставшиеся условия задачи (5), то получается следующая система интегральных
уравнений: ∫︁ 𝑥(0)

1

𝐺 (𝑠 (𝑡) , 𝑡; ξ, 0) 𝑣0 (ξ)𝑑ξ+

∫︁ 𝑡

0

𝐺ξ (𝑠 (𝑡) , 𝑡; 1, 𝑡
′)𝑑𝑡′+

+

∫︁ 𝑡

1

𝐺 (𝑠 (𝑡) , 𝑡; 𝑠 (𝑡′) , 𝑡′)µ (𝑡′)𝑑𝑡′ +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥(𝑡)

1

𝐺 (𝑠 (𝑡) , 𝑡; ξ, 𝑡′)𝐹 (ξ, 𝑣)𝑑ξ𝑑𝑡′ =

= −𝑢 (𝑠 (𝑡)) ,

(8)

µ (𝑡)

2
+

∫︁ 𝑥(0)

1

𝐺𝑥 (𝑠 (𝑡) , 𝑡; ξ, 0) 𝑣0 (ξ)𝑑ξ+

∫︁ 𝑥(0)

1

𝜕𝐺 (𝑠 (𝑡) , 𝑡; 1, 𝑡′)

𝜕ξ
ψ (𝑡′)𝑑𝑡′+

+

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝐺 (𝑠 (𝑡) , 𝑡; 𝑠 (𝑡′) , 𝑡′)

𝜕𝑥
µ (𝑡′)𝑑𝑡′−

−
∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥(0)

1

𝜕𝐺 (𝑠 (𝑡) , 𝑡; 𝑠 (𝑡′) , 𝑡′)

𝜕𝑥
µ (𝑡′)𝑑ξ𝑑𝑡′−

−
∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥(0)

1

𝜕𝐺 (𝑠 (𝑡) , 𝑡; 𝑠 (𝑡′) , 𝑡′)

𝜕𝑥
𝐹 (ξ, 𝑣)𝑑ξ𝑑𝑡′ = −𝜕𝑢 (𝑠 (𝑡))

𝜕𝑥
.

(9)

Таким образом, имеем уравнения (6)–(9), которые образовывают замкнутую систе-
му нелинейных интегральных уравнений для определения 𝑣 (𝑥, 𝑡), µ (𝑡) и 𝑠 (𝑡).

Для поиска неизвестных 𝑢 = 𝑢 (𝑥) и 𝑠 требуется решить стационарную задачу [1].
Далее, для поиска пары 𝑢 = 𝑢 (𝑥) и 𝑠 применяется функция Грина. В итоге полу-

чается нелинейное интегральное уравнение Вольтера [8; 15; 18; 19]

𝑢 (𝑥) = 𝜒2

∫︁ 𝑠

𝑥

(ξ− 𝑥)𝑢β (ξ)𝑑ξ (10)

и нелинейное уравнение

𝜒2

∫︁ 𝑠

𝑥

[1 + ℎ (ξ− 1)]𝑢β (ξ) ξ1−β𝑑ξ = ℎϕ. (11)
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Если β = 0, то получается

𝑢 (𝑥) =
𝜒2

6
(2𝑠+ 𝑥) (𝑠− 𝑥)2 . (12)

Если 0 6 β < 1, то (10), (11) не имеет точного решения, поэтому ее приближенное
решение ищется в виде ̃︀𝑢 = 𝐴 (𝑠− 𝑥)β , (13)

где параметры 𝐴, 𝑠, 𝑏 относятся к неизвестным и их требуется тоже определить.
В случае, когда β = 0, получаем:

− 1

2
√
π𝑡

∫︁ 𝑥(0)

1

{︃
exp

[︃
−(𝑠 (𝑡)− ξ)2

4𝑡

]︃
− exp

[︃
−(2− 𝑠 (𝑡)− ξ)2

4𝑡

]︃}︃
𝑢 (ξ)𝑑ξ+

+
1

2
√
π

∫︁ 𝑡

0

𝑠 (𝑡)− 1

(𝑡− 𝑡′)
3
2

exp

[︃
(𝑠 (𝑡)− 1)2

4 (𝑡− 𝑡′)

]︃
ψ (𝑡′)𝑑𝑡′+

+
1

2
√
π

∫︁ 𝑡

0

𝑡
1

(𝑡− 𝑡′)
3
2

exp

{︃
exp

[︃
−(𝑠 (𝑡)− 1)2

4 (𝑡− 𝑡′)

]︃
−

− exp

[︃
−(2− 𝑠 (𝑡)− 𝑡′)2

4 (𝑡− 𝑡′)

]︃}︃
µ (𝑡′) 𝑑𝑡′

(14)

µ (𝑡)

2
− 1

4
√
π3/2

{︃
[𝑠 (𝑡)− ξ] exp

[︃
(𝑠 (𝑡)− ξ)2

4𝑡

]︃
+

+ [2− 𝑠 (𝑡)− ξ] exp
[︃
−(2− 𝑠 (𝑡)− ξ)2

4𝑡

]︃}︃
𝑢 (ξ) 𝑑ξ+

+
1

2
√
π

∫︁ 𝑡

0

{︃
1

(𝑡− 𝑡′)3/2
− (𝑠 (𝑡)− 1)2

2 (𝑡− 𝑡′)3/2
exp

[︂
−𝑠 (𝑡)− 𝑠 (𝑡′)

4 (𝑡− 𝑡′)

]︂
+

+ [2− 𝑠 (𝑡)− 𝑠 (𝑡′)] exp

[︃
−(2− 𝑠 (𝑡)− 𝑠 (𝑡′))2

4𝑡

]︃}︃
µ (𝑡) 𝑑𝑡′ = −𝑢𝑥 (𝑠 (𝑡)) .

(15)

Определив из системы функции µ = µ (𝑡) и 𝑠 = 𝑠 (𝑡), c помощью квадратуры (6)
(𝐹 (ξ, 𝑣) = 0), находим 𝑣 (𝑥, 𝑡), 1 < 𝑥 < 𝑠 (𝑡), 𝑡 > 0.

Относительно µ (𝑡) система (14), (15) является системой интегральных уравнений
Вольтера. Поскольку неизвестная функция 𝑠 = 𝑠 (𝑡) входит в систему сложным образом,
то вопрос разрешимости данной системы остается открытым. Полагая 𝑡 = 𝑇 , получаем,
что при 𝑇 → ∞, первое из данных уравнений системы обращается в тождество, а второе
уравнение системы преобразуется к виду:

µ (𝑇 ) + 2

∫︁ 𝑇

0

𝐺𝑥 (𝑠 (𝑇 ) , 𝑇 ; 𝑠 (𝑡
′) , 𝑡′)µ (𝑡′)𝑑𝑡′ = 0. (16)

Согласно (6) 𝑣 (𝑥, 𝑇 ) → 0, и поэтому 𝑢 (𝑥, 𝑇 ) → 𝑢 (𝑥), при 𝑇 → ∞.
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Применение конечномерной аппроксимации дает систему из нелинейных алгебраи-
ческих уравнений для определения узловых значений 𝑢𝑖 = 𝑢 (𝑥𝑖) и числа 𝑘.

Использование программного комплекса для ЭВМ «Сферически — симметричная
гипотермия и криодеструкция биологической ткани в медицине» [16], позволяет опре-
делить режимы охлаждения, динамику температурного поля в случае 0 6 β < 1 и
визуализировать температурные поля.

Проведены численные расчеты на ЭВМ с применением разработанного программ-
ного комплекса. Результаты расчета представлены на рисунках 1, 2.

а) β = 0, 𝐻 = 1, 𝑓𝑖 = −10 б) β = 0, 𝐻 = 1, 𝑓𝑖 = −15 в) β = 0, 𝐻 = 1, 𝑓𝑖 = −20

Рис. 1. Распределения температурного поля (стационарный случай),
показанные для трех случаев: а), б), в)

Рис. 2. Примеры расчетов температуры 0 6 β < 1

Заключение

В работе построены модели для расчета характеристик биоткани при воздействии
на них низкой температурой. Описанные методы решения одномерных задач позволя-
ют установить функциональные зависимости основных параметров низкотемпературного
воздействия на биоткани от входных данных, рассчитать глубину криопоражения, замо-
раживания и охлаждения, скорость замораживания, необходимую экзпозицию криовоз-
действия.

Предлагаемые в работе подходы можно использовать помимо криомедицины также
в химических технологиях, строительстве, при решении задач, возникающих при добыче
нефти и газа и в других областях.
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Abstract. The work is devoted to modeling the process of low-temperature
impact on biotissues during tissue destruction by spherical and hemispherical
applicators in a one-dimensional approximation. A stationary problem with phase
transitions is solved for a model based on an Emden-Fowler equation. The solution
to the non-stationary problem is found as a sum of thermal potentials. The algo-
rithms that formed the basis of the software packages are discussed. Some
numerical solutions under various conditions are given. A mathematical model of
hypothermia based on an integral equation is constructed.

Key words: mathematical model, problem with phase transitions, integral
equations, finite difference analogue, approximation.
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