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Аннотация. Работа посвящена асимптотическому поведению минимальных по-
верхностей. Получены оценки возможного предельного поведения гауссовой кривиз-
ны минимальных поверхностей, заданных над полосообразной областью. 
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Различные задачи асимптотического поведения минимальных поверхностей изучались во 
многих работах (см., например: [1–3; 5; 6; 8–11]), в том числе рассматривались вопросы допус-
тимой скорости стабилизации и теоремы Фрагмена – Линделефа. 

1. Пусть 2),( Cyxfz   – решение уравнения минимальных поверхностей 
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Символами П и П  обозначим участки границы П : 

  .\,0:),( 2 ПППxRyxПП     

Предположим, что решение )(),( 1 ПCyxf   и удовлетворяет на границе П   следующе-
му условию:  

 ,0),),( 



  yyxxП nyxfnyxf
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где  ),( yx nnn внешняя нормаль. 

На вертикальном участке П границы решение произвольно. 
Для любого 0x  введем в рассмотрение величину 
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Заметим, что уравнение минимальных поверхностей (1) можно переписать в виде  
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(см., например, [7]). 
Возьмем 012  xx  произвольным образом. Используя граничное условие (2) и соотно-

шение (3), можно получить следующее равенство [1] 
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2. Комплекснозначную функцию ),(),(),( 21 yxihyxhyxh   называют голоморфной в 
метрике поверхности, если она удовлетворяет системе уравнений Бельтрами в метрике этой 
поверхности [12, р. 10]. В случае графиков решений (1) эти уравнения имеют вид: 
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Зафиксируем произвольно точку Пyx ),( 00  и введем в рассмотрение однозначную в П  

функцию ),( yxv , существование которой следует из соотношения (3), 
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Известно, что отображение ,ivuw   где ),,(, yxvvxu   
является голоморфным в метрике поверхности ),( yxfz   и осуществляет введение на графике 
изотермических координат ),( vu  [7]. Подынтегральное дифференциальное выражение (5) обо-
значим через dv . 

Рассмотрим отображение ),( yxw  на границе П  . Будем иметь: 
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Таким образом, используя равенство (4), получим  
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Обозначим ))).(,())(,((
2
1)( 12 xxvxxvx    

Отображение ),( yxw  есть диффеоморфизм П  на wП  [2]: 

 )()(,0:),( 21
2 uvuuRvuПw  , 

где )(
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1)()( 21 uuuuuu   . Причем для непрерывно дифференцируе-

мых при 0u  функций )(),( uu   будут выполнены условия: 
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Если функция ),( yxh  голоморфна в метрике поверхности ),( yxf , то сложная функция 

)),(),,(( vuyvuxh  будет голоморфной в области wП  в традиционном понимании. Здесь 

 ),(),,( vuyyvuxx отображение, обратное к отображению ),( yxw . 
Пользуясь теоремами типа Фрагмена – Линделефа для функций, голоморфных в полосо-

образных областях (см.: [4, c. 223, 228]), сформулируем вспомогательную теорему. Обозначим 
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Теорема 1. Пусть функция ),( yxh  голоморфна в метрике поверхности ),( yxfz   в области 
П , непрерывна и ограничена в ее замыкании и удовлетворяет одному из следующих условий: 

а) ,),(,),(,
)(
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где L – кривая, начинающаяся в какой-либо конечной точке границы области П и идущая в бес-
конечность, оставаясь в области П; 

б) 
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Доказательство: а) пусть образом кривой L  при отображении ivuw   является кривая 
Lw, лежащая в Пw. Причем при ,),( yx Lyx ),(  для образов будет выполняться, что 

,),( vu  wLvu ),( . Тогда голоморфная в Пw функция 
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Таким образом, для голоморфной в полосообразной области wП  функции ),(~ vuh  оказы-
ваются справедливыми условия теоремы типа Фрагмена – Линделефа [4, c. 223], согласно кото-
рой .0),(~

vuh  Последнее возможно лишь в случае, когда 0),( yxh  в области П; 
б) ясно, что 
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Таким образом, голоморфная в wП  функция ),(~ vuh  удовлетворяет всем условиям из-

вестной теоремы [там же, c. 228], согласно которой .0),(~
vuh  Следовательно, 0),( yxh  в 

области П. 
Теорема доказана. 
3. Рассмотрим комплекснозначную функцию  
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Известно [12, р. 113], что данная функция является голоморфной в метрике минимальной 
поверхности ),( yxfz  . Введем функцию  
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Известно (см.: [ibid.]), что через производную голоморфной в метрике поверхности функ-
ции ),( yx  по параметру  i , где ),,(),,( yxvyyxgx   выражается гауссова 
кривизна ),( yxK , причем 
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Используя теорему 1 для голоморфной в метрике поверхности функции ),( yx  , выво-

дим, что для гауссовой кривизны минимальной поверхности ),( yxK  будут справедливы сле-
дующие теоремы. 

Теорема 2. Пусть L кривая, начинающаяся в какой-либо конечной точке границы об-
ласти П и идущая в бесконечность, оставаясь в области П . 

Если ),( yxК  ограничена в П  и ,),(,,
)(

)),(log( Lyxx
xN

yxK


  то ),( yxf  

линейная функция. 
Доказательство. Имеем, что  ),( yx  голоморфна в метрике поверхности ),( yxf , а 

также ограничена в П , что следует из (7) и ограниченности ),( yxK , причем 
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Таким образом, используя теорему 1 (случай а)) для функции ),( yx  , заключаем, что 

0),(  yx . Следовательно, из (7) получаем, что 0),( yxK  и ),( yxf  есть линейная функция.  

Теорема доказана. 
Теорема 3. Если ),( yxК  ограничена в П  и непрерывна в ее замыкании и, кроме того, 

удовлетворяет условию 
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то ),( yxf  линейная функция. 
Доказательство. Имеем, что для функции ),( yx   выполнены все условия теоремы 1 

(случай б)), причем 
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Следовательно, 0),(  yx . Тогда 0),( yxK  и ),( yxf  есть линейная функция. 

Теорема доказана. 
Аналогичные результаты о допустимой скорости стремления к нулю гауссовой кривизны 

рассмотренной выше минимальной поверхности были получены в [1]. Частный случай мини-
мальных поверхностей, заданных над полуполосой, представлен в работах [2–3]. 
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Abstract. Estimations of possible asymptotic behavior of Gaussian curvature the mi-
nimal surfaces given over strip domain are received in this paper. 

To research of solutions of equation of the minimal surfaces given over unbounded 
domains, many works (see, for example, [1–3; 5; 6; 8–11]) in which various tasks of asymp-
totic behavior of the minimal surfaces were studied, including questions of admissible speed 
of stabilization and theorem by Fragmen – Lindelef are devoted. As our object of research 
there are solutions of equation of the minimal surfaces given over strip domain and satisfy-
ing some zero boundary values. We use a traditional approach for the solution of a similar 
kind of tasks consisting in construction of auxiliary conformal mapping which appropriate 
properties are studied. 

Let ),( yxfz  be the 2C  – solution of the equation of minimal surfaces (1) 

given over strip domain  ,)()(,0:),( 21
2 xyxxRyxП    where 

),(
2
1)()(),(

2
1)()( 21 xxxxxx   )(),( xx   continuously differentiable 

when 0x  functions, satisfying the conditions: 0)(lim)(lim,0)( 


xxx
xx

 . 

Let us denote by the symbols П and П  sectors of the boundary П : 

  .\,0:),( 2 ПППxRyxПП     

Assume that the solution )(),( 1 ПCyxf   and satisfies the condition (2). 
The following theorem is valid for the Gaussian curvature of minimal surfaces 

( , ).K x y  Let )(xN  is determined by the formula (6). 
Theorem. Let L curve starting at any endpoint of the border domain П and going 

to infinity, remains in П . 
If ),( yxК  is bounded in П , and  

,),(,,
)(

)),(log( Lyxx
xN

yxK


  

then ),( yxf  is a linear function.  
Similar results of the speed of approach to zero of Gaussian curvature considered 

above the minimal surface were obtained in [1]. The special example of minimal surfaces, 
defined over a semistrip, was presented in [2; 3]. 

Key words: equations of the minimal surfaces, strip domain, Gaussian curvature, 
asymptotic behavior, holomorphic functions. 
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