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Аннотация. В работе установлен характеристический признак 2-мерных
поверхностей 𝐹 2 с постоянным гауссовым кручением κ ≡ const ̸= 0 в 4-
мерном евклидовом пространстве 𝐸4. Доказано, что поверхность 𝐹 2 ⊂ 𝐸4

имеет постоянное гауссово кручение κ ≡ const ̸= 0 тогда и только тогда,
когда тензор нормальной кривизны 𝑅⊥ ̸= 0 параллелен в связности Ван дер
Вардена — Бортолотти.
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Введение

Известно, что всякое двумерное риманово многообразие 𝑀2 со знакопостоянной
гауссовой кривизной 𝐾 имеет рекуррентный тензор кривизны Римана 𝑅. Имеет место
равенство [2]: ∇𝑅 = d ln |𝐾| ⊗ 𝑅, где 𝑔 — риманова метрика 𝑀2, ∇ — риманова связ-
ность, согласованная с 𝑔. Основным инвариантом нормальной связности 𝐷 двумерной
поверхности 𝐹 2 в евклидовом пространстве 𝐸4 является гауссово кручение κ. В каждой
точке 𝑥 ∈ 𝐹 2 |κ| = 2𝑎𝑏, где 𝑎, 𝑏 — полуоси эллипса нормальной кривизны в 𝑥.

Обозначим через 𝐷 и 𝑅⊥ соответственно нормальную связность и тензор нормаль-
ной кривизны 𝐹 2 ⊂ 𝐸4. Пусть ∇ = ∇⊕𝐷 — связность Ван дер Вардена — Бортолотти.
Определение 1. Тензор нормальной кривизны 𝑅⊥ ̸= 0 называется параллельным, если
∇𝑅⊥ ≡ 0.
Определение 2. Тензор нормальной кривизны 𝑅⊥ ̸= 0 называется рекуррентным (в
связности ∇), если существует 1-форма 𝜈 на 𝐹 2 такая, что ∇𝑅⊥ = 𝜈 ⊗ 𝑅⊥ [3].

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Поверхность 𝐹 2 с ненулевым гауссовым кручением κ ̸= 0 в 𝐸4 имеет
рекуррентный тензор нормальной кривизны 𝑅⊥:

∇𝑅⊥ = d ln |κ| ⊗𝑅⊥. (1)

Из теоремы 1 мы получаем следующий характеристический признак двумерных
поверхностей с постоянным гауссовым кручением κ ≡ const ̸= 0 в 𝐸4.
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Теорема 2. Поверхность 𝐹 2 ⊂ 𝐸4 имеет постоянное гауссово кручение κ ≡ const ̸= 0
тогда и только тогда, когда тензор нормальной кривизны 𝑅⊥ ̸= 0 параллелен.

Замечание. Поверхности 𝐹 2 с постоянным гауссовым кручением κ ≡ const ̸= 0 в 𝐸4

существуют [1].

1. Рекуррентность тензора нормальной кривизны двумерной поверхности в 𝐸4

Пусть 𝐸4 — 4-мерное евклидово пространство с декартовыми прямоугольными ко-
ординатами (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), <,> — скалярное произведение в 𝐸4. Пусть 𝐹 2 — двумерная
поверхность в 𝐸4, заданная в окрестности каждой своей точки векторным уравнением

�⃗�(𝑢1, 𝑢2) = {𝑥1(𝑢1, 𝑢2), 𝑥2(𝑢1, 𝑢2), 𝑥3(𝑢1, 𝑢2), 𝑥4(𝑢1, 𝑢2)}, (𝑢1, 𝑢2) ∈ 𝑈,

где 𝑈 — некоторая область параметрической плоскости (𝑢1, 𝑢2), 𝑥𝑎(𝑢1, 𝑢2) ∈ 𝐶∞(𝑈),
𝑎 = 1, . . . , 4.

Рассмотрим на поверхности 𝐹 2 в окрестности каждой точки регулярное оснащение
{�⃗�𝛼|}2𝛼=1, < �⃗�𝛼|, �⃗�𝛽| >= 𝛿𝛼𝛽, где 𝛿𝛼𝛽 — символ Кронекера, 𝛼, 𝛽 = 1, 2. Пусть

�⃗�𝑖 =
𝜕�⃗�(𝑢1, 𝑢2)

𝜕𝑢𝑖
, �⃗�𝑖𝑗 =

𝜕2�⃗�(𝑢1, 𝑢2)

𝜕𝑢𝑖𝜕𝑢𝑗
, �⃗�𝛼|𝑖 =

𝜕�⃗�𝛼|(𝑢
1, 𝑢2)

𝜕𝑢𝑖
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝛼 = 1, 2.

Векторы {�⃗�𝑖(𝑥)}2𝑖=1 и {�⃗�𝛼|(𝑥)}2𝛼=1 соответственно образуют базисы касательной плоско-
сти 𝑇𝑥𝐹 2 и нормальной плоскости 𝑇⊥

𝑥 𝐹
2 поверхности 𝐹 2 в точке 𝑥.

Метрическая форма поверхности 𝐹 2 имеет вид:

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑢
𝑖𝑑𝑢𝑗,

где 𝑔𝑖𝑗 =< �⃗�𝑖, �⃗�𝑗 >, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.
Обозначим через

𝐼𝐼(�⃗�𝛼|) = 𝑏𝛼|𝑖𝑗𝑑𝑢
𝑖𝑑𝑢𝑗

вторую квадратичную форму поверхности 𝐹 2 относительно нормали �⃗�𝛼|, где коэффици-
енты 𝑏𝛼|𝑖𝑗 = < �⃗�𝛼|, �⃗�𝑖𝑗 >, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝛼 = 1, 2.

Гауссово кручение поверхности 𝐹 2 ⊂ 𝐸4 вычисляется по формуле

κ =
𝑔𝑘𝑚

(︀
𝑏1|𝑘1𝑏2|𝑚2 − 𝑏1|𝑘2𝑏2|𝑚1

)︀
√
𝑔

. (2)

Линейные формы
𝜔𝛼𝛽 = Γ⊥

𝛼𝛽|𝑖𝑑𝑢
𝑖, 𝛼, 𝛽 = 1, 2,

называются линейными формами кручения поверхности 𝐹 2 ⊂ 𝐸4, где коэффициенты
Γ⊥
𝛼𝛽|𝑖 =< �⃗�𝛼|, �⃗�𝛽|𝑖 > называются компонентами нормальной связности 𝐷 поверхности
𝐹 2 ⊂ 𝐸4. Имеет место равенство Γ⊥

𝛼𝛽|𝑖 + Γ⊥
𝛽𝛼|𝑖 = 0.

Ковариантная производная вектора �⃗�𝛼| в нормальной связности 𝐷 вычисляется по
формуле

𝐷𝑖�⃗�𝛼| = Γ⊥𝛽
𝛼|𝑖 �⃗�𝛽|, где Γ⊥𝛽

𝛼|𝑖 = 𝛿𝛽𝜎Γ⊥
𝜎𝛼|𝑖, 𝑖 = 1, 2, 𝛼, 𝛽, 𝜎 = 1, 2,
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матрица ||𝛿𝛼𝛽|| = ||𝛿𝛼𝛽||−1.
Компоненты тензора нормальной кривизны 𝑅⊥ вычисляются по формуле

𝑅⊥𝛼
𝛽|𝑖𝑗 =

𝜕Γ⊥𝛼
𝛽|𝑖

𝜕𝑢𝑗
−
𝜕Γ⊥𝛼

𝛽|𝑗

𝜕𝑢𝑖
+ Γ⊥𝜎

𝛽|𝑖Γ
⊥𝛼
𝜎|𝑗 − Γ⊥𝜎

𝛽|𝑗Γ
⊥𝛼
𝜎|𝑖 . (3)

Обозначим
𝑅⊥

𝛽|𝑖𝑗 = 𝑅⊥𝛼
𝛽|𝑖𝑗�⃗�𝛼|.

В окрестности точки 𝑥 ∈ 𝐹 2 ковариантная производная тензора нормальной кривизны
𝑅⊥ в связности Ван дер Вардена — Бортолотти ∇ вычисляется по формуле

∇𝑘𝑅
⊥
𝛽|𝑖𝑗 = 𝐷𝑘

(︁
𝑅⊥

𝛽|𝑖𝑗

)︁
− Γ𝑚

𝑘𝑖𝑅
⊥
𝛽|𝑚𝑗 − Γ𝑚

𝑘𝑗𝑅
⊥
𝛽|𝑖𝑚 − Γ⊥𝛼

𝛽|𝑘𝑅
⊥
𝛼|𝑖𝑗, (4)

где Γ𝑚
𝑖𝑗 — символы Кристоффеля, вычисленные относительно метрического тензора 𝑔𝑖𝑗 .

Доказательство теоремы 1. В окрестности точки 𝑥 ∈ 𝐹 2 в локальных координатах
(𝑢1, 𝑢2) из формулы (3) имеем:

𝑅⊥
1|12 =

(︃
𝜕Γ⊥2

1|1

𝜕𝑢2
−
𝜕Γ⊥2

1|2

𝜕𝑢1

)︃
�⃗�2|, 𝑅⊥

2|12 =

(︃
𝜕Γ⊥1

2|1

𝜕𝑢2
−
𝜕Γ⊥1

2|2

𝜕𝑢1

)︃
�⃗�1|.

Обратимся к уравнению Риччи:

𝑅⊥𝛼
𝛽|𝑖𝑗 = 𝑔𝑘𝑚

(︀
𝑏𝛽|𝑖𝑘𝑏

𝛼
𝑚𝑗 − 𝑏𝛽|𝑗𝑘𝑏

𝛼
𝑚𝑖

)︀
, 𝑖, 𝑗, 𝑘,𝑚 = 1, 2, 𝛼, 𝛽 = 1, 2, (5)

где 𝑏𝛼𝑖𝑗 = 𝛿𝛼𝛽𝑏𝛽|𝑖𝑗 . Из (5) находим

𝑅⊥𝛼
1|12 = 𝑔𝑘𝑚

(︀
𝑏1|1𝑘𝑏

𝛼
𝑚2 − 𝑏1|2𝑘𝑏

𝛼
𝑚1

)︀
, 𝑅⊥𝛼

2|12 = 𝑔𝑘𝑚
(︀
𝑏2|1𝑘𝑏

𝛼
𝑚2 − 𝑏2|2𝑘𝑏

𝛼
𝑚1

)︀
. (6)

Из (6) в силу (2) имеем:

𝑅⊥
1|12 = 𝑅⊥𝛼

1|12�⃗�𝛼| = 𝑅⊥2
1|12�⃗�2| = κ

√
𝑔 �⃗�2|, 𝑅⊥

2|12 = 𝑅⊥𝛼
2|12�⃗�𝛼| = 𝑅⊥1

2|12 �⃗�1| = −κ
√
𝑔 �⃗�1|. (7)

По формуле (4) находим

∇𝑘𝑅
⊥
𝛽|12 = 𝐷𝑘

(︁
𝑅⊥

𝛽|12

)︁
− Γ𝑚

𝑘1𝑅
⊥
𝛽|𝑚2 − Γ𝑚

𝑘2𝑅
⊥
𝛽|1𝑚 − Γ⊥𝛼

𝛽|𝑘𝑅
⊥
𝛼|12, 𝛼, 𝛽 = 1, 2. (8)

Мы имеем:

𝐷𝑘(𝑅
⊥
1|12) = 𝐷𝑘(κ

√
𝑔 �⃗�2|) = κ

√
𝑔 Γ⊥1

2| 𝑘 �⃗�1| +
𝜕(κ√

𝑔)

𝜕𝑢𝑘
�⃗�2|, (9)

𝐷𝑘(𝑅
⊥
2|12) = 𝐷𝑘(−κ

√
𝑔 �⃗�1|) = −κ

√
𝑔 Γ⊥2

1| 𝑘 �⃗�2| −
𝜕(κ√

𝑔)

𝜕𝑢𝑘
�⃗�1|. (10)

Учитывая (9), (10), из (8) соответственно получим

∇𝑘𝑅
⊥
1|12 = κ

√
𝑔 Γ⊥1

2| 𝑘 �⃗�1| +
𝜕(κ√

𝑔)

𝜕𝑢𝑘
�⃗�2| −

(︀
Γ1
𝑘1 + Γ2

𝑘2

)︀
𝑅⊥

1|12 − Γ⊥2
1| 𝑘 𝑅

⊥
2|12,

∇𝑘𝑅
⊥
2|12 = −κ

√
𝑔 Γ⊥2

1| 𝑘 �⃗�2| −
𝜕(κ√

𝑔)

𝜕𝑢𝑘
�⃗�1| −

(︀
Γ1
𝑘1 + Γ2

𝑘2

)︀
𝑅⊥

2|12 − Γ⊥1
2| 𝑘 𝑅

⊥
1|12.
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Отсюда, применяя соотношения (7), находим

∇𝑘𝑅
⊥
1|12 = κ

√
𝑔 Γ⊥1

2| 𝑘 �⃗�1| +
𝜕(κ√

𝑔)

𝜕𝑢𝑘
�⃗�2| −

𝜕(ln
√
𝑔)

𝜕𝑢𝑘
κ
√
𝑔 �⃗�2| − Γ⊥2

1| 𝑘
(︀
−κ

√
𝑔 �⃗�1|

)︀
=

=

(︂
𝜕(κ√

𝑔)

𝜕𝑢𝑘
−
𝜕 ln

√
𝑔

𝜕𝑢𝑘
κ
√
𝑔

)︂
�⃗�2| =

𝜕κ
𝜕𝑢𝑘

√
𝑔 �⃗�2| =

𝜕 ln |κ|
𝜕𝑢𝑘

κ
√
𝑔 �⃗�2| =

𝜕 ln |κ|
𝜕𝑢𝑘

𝑅⊥
1|12,

∇𝑘𝑅
⊥
2|12 = −κ

√
𝑔 Γ⊥2

1| 𝑘 �⃗�2| −
𝜕κ√

𝑔

𝜕𝑢𝑘
�⃗�1| −

𝜕 ln
√
𝑔

𝜕𝑢𝑘
(−κ

√
𝑔 �⃗�1|)− Γ⊥1

2| 𝑘 κ
√
𝑔 �⃗�2| =

=

(︂
−
𝜕(κ√𝑔)
𝜕𝑢𝑘

+
𝜕(ln

√
𝑔)

𝜕𝑢𝑘
κ
√
𝑔

)︂
�⃗�1| = − 𝜕κ

𝜕𝑢𝑘
√
𝑔 �⃗�1| = −𝜕 ln |κ|

𝜕𝑢𝑘
κ
√
𝑔 �⃗�1| =

𝜕 ln |κ|
𝜕𝑢𝑘

𝑅⊥
2|12.

Следовательно,

∇𝑘𝑅
⊥
𝛽|12 =

𝜕 ln |κ|
𝜕𝑢𝑘

𝑅⊥
𝛽|12, 𝑘 = 1, 2, 𝛽 = 1, 2. (11)

Так как 𝑅⊥
𝛽|11 = 𝑅⊥

𝛽|22 ≡ 0, 𝑅⊥
𝛽|12 = −𝑅⊥

𝛽|21, из (11) находим

∇𝑘𝑅
⊥
𝛽|𝑖𝑗 =

𝜕 ln |κ|
𝜕𝑢𝑘

𝑅⊥
𝛽|𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 𝛽 = 1, 2. (12)

Из (12) получаем, что на поверхности 𝐹 2 с ненулевым гауссовым кручением κ ̸= 0 в 𝐸4

выполнено уравнение ∇𝑅⊥ = 𝜈 ⊗ 𝑅⊥, где 1-форма 𝜈 = d ln |κ|.
Теорема доказана.

Теорема 2 непосредственно следует из теоремы 1.
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A CHARACTERISTIC FEATURE OF THE SURFACES
WITH CONSTANT GAUSSIAN TORSION IN 𝐸4
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Abstract. It is known that every two-dimensional Riemannian manifold
𝑀2 with Gaussian curvature 𝐾 of constant signs has recurrent Riemannian —
Chrictoffel curvature tensor 𝑅. The following equality holds: ∇𝑅 = d ln |𝐾| ⊗
⊗ 𝑅, where 𝑔 is Riemannian metric 𝑀2, ∇ is Riemannian connection.

Let 𝐸4 be 4-dimensional Euclidean space with Cartesian coordinates
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝐹 2 is two-dimensional surface in 𝐸4 given by vector equation

�⃗�(𝑢1, 𝑢2) = {𝑥1(𝑢1, 𝑢2), 𝑥2(𝑢1, 𝑢2), 𝑥3(𝑢1, 𝑢2), 𝑥4(𝑢1, 𝑢2)}, (𝑢1, 𝑢2) ∈ 𝑈,

𝑥𝑎(𝑢1, 𝑢2) ∈ 𝐶∞(𝑈), 𝑎 = 1, . . . , 4.
The properties of surfaces 𝐹 2 with nonzero Gaussian torsion κ ̸= 0 in

Euclidean space 𝐸4 are studied in this article.
Let 𝑅⊥ be normal curvature tensor of 𝐹 2 ⊂ 𝐸4, 𝐷 is normal connection,

∇ = ∇⊕𝐷 is connection of van der Waerden — Bortolotti.
Normal curvature tensor 𝑅⊥ ̸= 0 is called parallel if ∇𝑅⊥ ≡ 0. Normal

curvature tensor 𝑅⊥ ̸= 0 is called recurrent (in connection ∇) if there exists
1-form 𝜈 on 𝐹 2 such that ∇𝑅⊥ = 𝜈 ⊗ 𝑅⊥.

The following statement is proved in this article. A surface 𝐹 2 with nonzero
Gaussian torsion κ ̸= 0 in 𝐸4 has recurrent normal curvature tensor 𝑅⊥:

∇𝑅⊥ = d ln |κ| ⊗𝑅⊥.

The characteristic feature of 2-dimensional surfaces 𝐹 2 with constant Gaus-
sian torsion κ ≡ const ̸= 0 in 4-dimensional Euclidean space 𝐸4 was obtained in
this article.

It was proved that surface 𝐹 2 ⊂ 𝐸4 has constant Gaussian torsion κ ≡
≡ const ̸= 0 if and only if normal curvature tensor 𝑅⊥ ̸= 0 is parallel in
connection of van der Waerden — Bortolotti.

Key words: Gaussian torsion, ellipse of normal curvature, normal curvature
tensor, normal connection, connection of van der Waerden — Bortolotti.
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