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Аннотация. В настоящей работе определяется уклонение кусочно-
линейного почти-решения уравнения минимальной поверхности и выводится
общая формула его вычисления. На основе данного понятия получена аппрок-
симация уравнения и доказывается, что уклонение сходится к интегралу от
модуля средней кривизны для графика 𝐶2-гладкой функции.
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Введение

В работе [2] вводится понятие почти-решения для эллиптических уравнений, кото-
рое для уравнения минимальных поверхностей

𝑄[𝑓 ] ≡
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃
𝑓𝑥𝑖√︀

1 + |∇𝑓 |2

)︃
= 0 (1)

будет выглядеть следующим образом. Функция 𝑓 ∈ 𝑊 1,𝑝(Ω) называется почти-решением
уравнения минимальной поверхности в области Ω ⊂ R𝑛, если найдется 𝜀 ≥ 0 такое, что
для любой функции ℎ ∈ 𝐶1

0(Ω), |ℎ(𝑥)| ≤ 1 в Ω выполнено⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

⟨∇𝑓,∇ℎ⟩√︀
1 + |∇𝑓 |2

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝜀.

Наименьшая из величин 𝜀 ≥ 0, которую будем обозначать 𝜀𝑄(𝑓), удовлетворяющая
этому определению, называется уклонением почти-решения 𝑓(𝑥). Другими словами,

𝜀𝑄(𝑓) = sup

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

⟨∇𝑓,∇ℎ⟩√︀
1 + |∇𝑓 |2

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где точная верхняя грань берется по всем функциям ℎ ∈ 𝐶1
0(Ω), таким, что |ℎ(𝑥)| ≤ 1 в

Ω. Отметим, что если функция 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω) и 𝜀𝑄(𝑓) = 0, то функция 𝑓 является решением
уравнения (1) в области Ω.
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Для получения уравнения, аппроксимирующего уравнение минимальной поверх-
ности, нам потребуется несколько видоизменить приведенное определение для класса
кусочно-линейных функций. В связи с этим мы вводим понятие уклонения кусочно-
линейного почти-решения, вычисляем его и доказываем, что введенная величина при-
ближает интеграл от модуля средней кривизны графика 𝐶2-гладкой функции.

1. Основные результаты

Пусть область Ω представляет собой многогранник, разбитый на тетраэдры 𝑇𝑘,
𝑘 = 1, ..., 𝑁 . Обозначим через 𝑃1, 𝑃2, ..., 𝑃𝑀 вершины этих тетраэдров. Символом 𝑃 ′

будем обозначать множество тех вершин, которые расположены внутри многогранника
Ω, а через 𝑃 ′′ — множество граничных вершин. Зададим в каждой вершине 𝑃𝑖 про-
извольное значение 𝑓𝑖. На основе этих значений построим кусочно-линейную функцию
𝑓𝑁(𝑥) такую, что 𝑓𝑁(𝑃𝑖) = 𝑓𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑀 . Тогда в каждом тетраэдре 𝑇𝑘 функция 𝑓𝑁(𝑥)
линейная, поэтому ∇𝑓𝑁(𝑥) ≡ const в 𝑇𝑘.

Через 𝜙𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, ..., 𝑁 , обозначим такую кусочно-линейную функцию, которая
удовлетворяет следующим условиям:

𝜙𝑖(𝑥𝑗) = 0 при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝜙𝑖(𝑥𝑗) = 1 при 𝑗 = 𝑖.

Тогда очевидно, что

𝑓𝑁(𝑥) =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝜙𝑖(𝑥),

при этом max
Ω

|𝑓𝑁(𝑥)| = max
1≤𝑖≤𝑀

|𝑓𝑖|.

Уклонением почти-решения 𝑓𝑁 будем называть величину

𝜀𝑄(𝑓
𝑁) = sup

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

⟨∇𝑓𝑁 ,∇ℎ⟩√︀
1 + |∇𝑓𝑁 |2

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где точная верхняя грань берется по всем кусочно-линейным функциям вида

ℎ(𝑥) =
𝑀∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝜙𝑖(𝑥),

таким, что |ℎ𝑖| ≤ 1 для всех 𝑖 = 1, ...,𝑀 и ℎ𝑖 = 0 для 𝑃𝑖 ∈ 𝑃 ′′ (то есть для гранич-
ных вершин). Таким образом мы сужаем множество функций ℎ(𝑥), по которым ищется
точная верхняя грань. Вычислим уклонение для 𝑓𝑁 по этому определению.

Зафиксируем произвольно 𝑖 = 1,𝑀 . Пусть 𝑇 𝑖
1, 𝑇

𝑖
2, ..., 𝑇

𝑖
𝑘(𝑖) — те тетраэдры, у ко-

торых вершиной будет точка 𝑃𝑖. Выходящие из этой вершины грани тетраэдра 𝑇 𝑖
𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘(𝑖), обозначим Γ𝑖
𝑗1, Γ

𝑖
𝑗2, ..., Γ𝑖

𝑗𝑛, и пусть Γ𝑖
𝑗𝑛+1 оставшаяся грань тетраэдра

𝑇 𝑖
𝑗 , противоположная вершине 𝑃𝑖. Обозначим через 𝜈𝑖𝑗1, 𝜈

𝑖
𝑗2, ..., 𝜈𝑖𝑗𝑛, 𝜈

𝑖
𝑗𝑛+1 — внешние

по отношению к тетраэдру 𝑇 𝑖
𝑗 нормали этих граней. Так как в тетраэдре функция 𝑓𝑁

линейна, то ∇𝑓𝑁 = 𝜉𝑖𝑗 ≡ const. Ниже |𝐸| означает (𝑛 − 1)-мерную меру множества 𝐸.
Тогда ∫︁

Ω

⟨∇𝑓𝑁 ,∇ℎ⟩√︀
1 + |∇𝑓𝑁 |2

𝑑𝑥 =
∑︁

внутр. 𝑃𝑖

ℎ𝑖

∫︁
Ω

⟨∇𝑓𝑁 ,∇𝜙𝑖⟩√︀
1 + |∇𝑓𝑁 |2

𝑑𝑥 =
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=
∑︁

внутр. 𝑃𝑖

ℎ𝑖

𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑇 𝑖
𝑗

⟨∇𝑓𝑁 ,∇𝜙𝑖⟩√︀
1 + |∇𝑓𝑁 |2

𝑑𝑥 =
∑︁

внутр. 𝑃𝑖

ℎ𝑖

𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑇 𝑖
𝑗

⟨𝜉𝑖𝑗,∇𝜙𝑖⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

𝑑𝑥 =

=
∑︁

внутр. 𝑃𝑖

ℎ𝑖

𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

𝑛+1∑︁
𝑙=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑙⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

∫︁
Γ𝑖
𝑗𝑙

𝜙𝑖 𝑑𝑆 =
1

𝑛

∑︁
внутр. 𝑃𝑖

ℎ𝑖

𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑙=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑙⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑙|.

Последнее слагаемое в сумме по 𝑙 равно нулю, так как функция 𝜙𝑖 = 0 на грани Γ𝑖
𝑗𝑛+1.

Преобразуем данное выражение следующим образом

𝑛∑︁
𝑙=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑙⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑙| =

𝑛+1∑︁
𝑙=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑙⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑙| −

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1| =

=
𝑛+1∑︁
𝑙=1

∫︁
Γ𝑖
𝑗𝑙

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑙⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

𝑑𝑆 −
⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1| =

∫︁
𝜕𝑇 𝑖

𝑗

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

𝑑𝑆 −
⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1| =

= −
⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1|,

так как интеграл равен нулю по формуле Гаусса — Остроградского. Поэтому приходим
к равенству

∫︁
Ω

⟨∇𝑓𝑁 ,∇ℎ⟩√︀
1 + |∇𝑓𝑁 |2

𝑑𝑥 = − 1

𝑛

∑︁
внутр. 𝑃𝑖

ℎ𝑖

𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1|.

Тогда

𝜀𝑄(𝑓) ≤
1

𝑛

∑︁
внутр. 𝑃𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Очевидно, что неравенство превращается в равенство для такой функции ℎ, которая в
граничных вершинах равна нулю, а во внутренних вершинах равна

ℎ𝑖 = sgn

⎛⎝𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1|

⎞⎠ .

Таким образом, справедливо утверждение.
Теорема 1. Уклонение почти-решения 𝑓𝑁 уравнения минимальной поверхности вы-
числяется по формуле

𝜀𝑄(𝑓
𝑁) =

1

𝑛

∑︁
внутр. 𝑃𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (2)
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Замечание. Аналогичным образом можно вычислить уклонение почти-решения для
других дифференциальных уравнений. Например, уклонение кусочно-линейного почти-
решения 𝑓𝑁(𝑥) уравнения Лапласа Δ𝑓 = 0 вычисляется по формуле

𝜀Δ(𝑓
𝑁) =

1

𝑛

∑︁
внутр. 𝑃𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩|Γ𝑖
𝑗𝑛+1|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Выясним, как себя ведет величина 𝜀𝑄(𝑓
𝑁) при 𝑁 → ∞ на следующем частном

примере. Рассмотрим квадрат Ω = [0; 1] × [0; 1]. Зафиксируем 𝑁 и разобъем квадрат Ω
на квадраты прямыми

𝑥 = 𝑥𝑖 =
𝑖

𝑁
, 𝑦 = 𝑦𝑗 =

𝑗

𝑁
, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, ..., 𝑁.

Каждый из полученных квадратов разобъем на два треугольника диагональю, прове-
денной с нижнего левого угла в верхний правый угол. Пусть в квадрате [0; 1] × [0; 1]
задана дважды непрерывно дифференцируемая функция 𝑢(𝑥, 𝑦). Далее обозначим че-
рез 𝑢𝑁(𝑥, 𝑦) кусочно-линейную функцию, которая определяется значениями в вершинах
сетки следующим образом

𝑢𝑖𝑗 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗).

Вычислим уклонение почти-решения 𝑢𝑁(𝑥) по формуле (2). Фиксируем 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤
≤ 𝑁 − 1, и 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 1. К вершине (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) примыкают 6 треугольников:

𝑇1 : (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗+1), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1) 𝑇2 : (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1), (𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗)

𝑇3 : (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) 𝑇4 : (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1)

𝑇5 : (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1), (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗) 𝑇6 : (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗+1).

Используя равенство (2), получаем

𝜀𝑄(𝑢
𝑁) =

1

2

𝑁−1∑︁
𝑖,𝑗=1

6∑︁
𝑙=1

⟨𝜉𝑖𝑗𝑙 , 𝜈
𝑖𝑗
𝑙 ⟩√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗𝑙 |2
|Γ𝑖𝑗

𝑙 |,

где
|Γ𝑖𝑗

𝑙 | = 1/𝑁, 𝑙 = 1, 3, 4, 6, |Γ𝑖𝑗
𝑙 | =

√
2/𝑁, 𝑙 = 2, 5,

и градиенты соответствующих линейных функций

𝜉𝑖𝑗1 =

(︂
𝑢𝑖+1𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗+1

ℎ
,
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗

ℎ

)︂
, 𝜉𝑖𝑗2 =

(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1𝑗

ℎ
,
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗

ℎ

)︂
,

𝜉𝑖𝑗3 =

(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1𝑗

ℎ
,
𝑢𝑖−1𝑗−1 − 𝑢𝑖−1𝑗

ℎ

)︂
, 𝜉𝑖𝑗4 =

(︂
𝑢𝑖𝑗−1 − 𝑢𝑖−1𝑗−1

ℎ
,
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1

ℎ

)︂
,

𝜉𝑖𝑗5 =

(︂
𝑢𝑖+1𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

ℎ
,
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1

ℎ

)︂
, 𝜉𝑖𝑗6 =

(︂
𝑢𝑖+1𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

ℎ
,
𝑢𝑖+1𝑗+1 − 𝑢𝑖+1𝑗−1

ℎ

)︂
,

где ℎ = 1/𝑁 . Нормальные векторы имеют вид

𝜈𝑖𝑗1 = (0, 1), 𝜈𝑖𝑗2 = (−1/
√
2, 1/

√
2), 𝜈𝑖𝑗3 = (−1, 0),
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𝜈𝑖𝑗4 = (0,−1, 𝜈𝑖𝑗5 = (1/
√
2,−1/

√
2), 𝜈𝑖𝑗6 = (1, 0)).

Таким образом,

𝜀𝑄(𝑢
𝑁) =

1

2

𝑁−1∑︁
𝑖,𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗1 |2
− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1𝑗√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2
+
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗3 |2

−

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗4 |2

+
𝑢𝑖+1𝑗 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗5 |2

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗5 |2

+
𝑢𝑖+1𝑗 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗6 |2

⃒⃒⃒⃒
⃒.

Рассмотрим разность

𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗1 |2

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗4 |2

=

=
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗 − (𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1)√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗1 |2
+ (𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1)

⎛⎝ 1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗1 |2

− 1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗4 |2

⎞⎠ =

=
𝑢𝑖𝑗+1 − 2𝑢𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑗−1√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗1 |2
+

(𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1)(|𝜉𝑖𝑗4 |2 − |𝜉𝑖𝑗1 |2)(︂√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗1 |2 +

√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗4 |2

)︂√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗1 |2

√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗4 |2

.

Так как функция 𝑢(𝑥, 𝑦) дважды непрерывно дифференцируемая, то

𝑢𝑖𝑗+1 − 2𝑢𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑗−1 = (𝑢′′𝑦𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ))ℎ2,

𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1 = (𝑢′𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ))ℎ,

𝑢𝑖𝑗−1 − 𝑢𝑖−1𝑗−1 = (𝑢′𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ))ℎ,

𝑢𝑖+1𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗+1 = (𝑢′𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ))ℎ,

𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗 = (𝑢′𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ))ℎ,

𝑢𝑖𝑗−1 − 𝑢𝑖−1𝑗−1 = 𝑢′𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1)ℎ− 1

2
𝑢′′𝑥𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1)ℎ

2 +𝑂(ℎ)ℎ2,

𝑢𝑖+1𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗+1 = 𝑢′𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1)ℎ+
1

2
𝑢′′𝑥𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1)ℎ

2 +𝑂(ℎ)ℎ2

при ℎ→ 0. Тогда

|𝜉𝑖𝑗4 |2 − |𝜉𝑖𝑗1 |2 =
(︂
𝑢𝑖𝑗−1 − 𝑢𝑖−1𝑗−1

ℎ

)︂2

+

(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1

ℎ

)︂2

−
(︂
𝑢𝑖+1𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗+1

ℎ

)︂2

−

−
(︂
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗

ℎ

)︂2

=

(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1

ℎ
+
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗

ℎ

)︂(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1 − 𝑢𝑖𝑗+1 + 𝑢𝑖𝑗

ℎ

)︂
+

+

(︂
𝑢𝑖𝑗−1 − 𝑢𝑖−1𝑗−1

ℎ
+
𝑢𝑖+1𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗+1

ℎ

)︂(︂
𝑢𝑖𝑗−1 − 𝑢𝑖−1𝑗−1 − 𝑢𝑖+1𝑗+1 + 𝑢𝑖𝑗+1

ℎ

)︂
=

= ℎ(2𝑢′𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ))(−𝑢′′𝑦𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ))+
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+ℎ(2𝑢′𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ))(−2𝑢′′𝑥𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)− 𝑢′′𝑥𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ)) =

= −ℎ(2𝑢′𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)𝑢′′𝑦𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) + 2𝑢′𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)(2𝑢
′′
𝑥𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) + 𝑢′′𝑥𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)) +𝑂(ℎ)).

Поэтому
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗1 |2

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗4 |2

=

= ℎ2

⎛⎝ 𝑢′′𝑦𝑦√︁
1 + (𝑢′𝑥)

2 + (𝑢′𝑦)
2

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑥𝑖,𝑦𝑗) −

(𝑢′𝑦)
2𝑢′′𝑦𝑦 + 2𝑢′𝑥𝑢𝑦𝑢

′′
𝑥𝑦 + 𝑢′𝑥𝑢

′
𝑦𝑢

′′
𝑥𝑥

(1 + (𝑢′𝑥)
2 + (𝑢′𝑦)

2)3/2

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑥𝑖,𝑦𝑗) +𝑂(ℎ)

⎞⎠ . (3)

Аналогично,
𝑢𝑖+1𝑗 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗6 |2

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗3 |2

=

= ℎ2

⎛⎝ 𝑢′′𝑥𝑥√︁
1 + (𝑢′𝑥)

2 + (𝑢′𝑦)
2

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑥𝑖,𝑦𝑗) −

(𝑢′𝑥)
2𝑢′′𝑥𝑥 + 2𝑢′𝑥𝑢𝑦𝑢

′′
𝑥𝑦 + 𝑢′𝑥𝑢

′
𝑦𝑢

′′
𝑦𝑦

(1 + (𝑢′𝑥)
2 + (𝑢′𝑦)

2)3/2

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑥𝑖,𝑦𝑗) +𝑂(ℎ)

⎞⎠ . (4)

Рассмотрим разность
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗5 |2

=

=
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗 − (𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1)√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2
+ (𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1)

⎛⎝ 1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2

− 1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗5 |2

⎞⎠ =

=
𝑢𝑖𝑗+1 − 2𝑢𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑗−1√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2
+

(𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1)(|𝜉𝑖𝑗5 |2 − |𝜉𝑖𝑗2 |2)(︂√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2 +

√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗5 |2

)︂√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2

√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗5 |2

.

Так как

|𝜉𝑖𝑗5 |2 − |𝜉𝑖𝑗2 |2 =
(︂
𝑢𝑖+1𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

ℎ
+
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1𝑗

ℎ

)︂(︂
𝑢𝑖+1𝑗 − 2𝑢𝑖𝑗 + 𝑢𝑖−1𝑗

ℎ

)︂
+

+

(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1

ℎ
+
𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗

ℎ

)︂(︂
2𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1 − 𝑢𝑖𝑗+1

ℎ

)︂
,

то, рассуждая так же как и выше, приходим к равенству

𝑢𝑖𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗−1√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗5 |2

=

= ℎ2

⎛⎝ 𝑢′′𝑦𝑦√︁
1 + (𝑢′𝑥)

2 + (𝑢′𝑦)
2

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑥𝑖,𝑦𝑗) +

𝑢′𝑥𝑢𝑦𝑢
′′
𝑥𝑥 − 𝑢′𝑥𝑢

′
𝑦𝑢

′′
𝑦𝑦

(1 + (𝑢′𝑥)
2 + (𝑢′𝑦)

2)3/2

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑥𝑖,𝑦𝑗) +𝑂(ℎ)

⎞⎠ . (5)

Аналогично,
𝑢𝑖+1𝑗 − 𝑢𝑖𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗5 |2

− 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1𝑗√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗2 |2

=
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= ℎ2

⎛⎝ 𝑢′′𝑥𝑥√︁
1 + (𝑢′𝑥)

2 + (𝑢′𝑦)
2

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑥𝑖,𝑦𝑗) +

𝑢′𝑥𝑢𝑦𝑢
′′
𝑦𝑦 − 𝑢′𝑥𝑢

′
𝑦𝑢

′′
𝑥𝑥

(1 + (𝑢′𝑥)
2 + (𝑢′𝑦)

2)3/2

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑥𝑖,𝑦𝑗) +𝑂(ℎ)

⎞⎠ . (6)

Из равенств (3)–(6) получаем

𝜀𝑄(𝑢
𝑁) = ℎ2

𝑁−1∑︁
𝑖,𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒(1 + (𝑢′𝑦)

2)𝑢′′𝑥𝑥 − 2𝑢′𝑥𝑢
′
𝑦𝑢

′′
𝑥𝑦 + (1 + (𝑢′𝑥)

2)𝑢′′𝑦𝑦
(1 + (𝑢′𝑥)

2 + (𝑢′𝑦)
2)3/2

⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

+𝑂(ℎ).

Переходя к пределу при 𝑁 → ∞ в этом равенстве, приходим к следующему утвержде-
нию.
Теорема 2. Пусть 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω), Ω = [0, 1]× [0, 1]. Тогда

lim
𝑁→∞

𝜀𝑄(𝑢
𝑁) =

∫︁∫︁
Ω

⃒⃒⃒⃒
⃒(1 + (𝑢′𝑦)

2)𝑢′′𝑥𝑥 − 2𝑢′𝑥𝑢
′
𝑦𝑢

′′
𝑥𝑦 + (1 + (𝑢′𝑥)

2)𝑢′′𝑦𝑦
(1 + (𝑢′𝑥)

2 + (𝑢′𝑦)
2)3/2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
Ω

|𝑄[𝑢(𝑥, 𝑦)]| 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Таким образом, приравняв к нулю уклонение 𝜀𝑄(𝑢𝑁), получим систему нелинейных
уравнений относительно искомых 𝑢𝑖𝑗

𝜇𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗 = (𝜇𝑖𝑗,5 + 𝜇𝑖𝑗,6)𝑢𝑖+1𝑗 + (𝜇𝑖𝑗,2 + 𝜇𝑖𝑗,3)𝑢𝑖−1𝑗 + (𝜇𝑖𝑗,1 + 𝜇𝑖𝑗,2)𝑢𝑖𝑗+1 + (𝜇𝑖𝑗,4 + 𝜇𝑖𝑗,5)𝑢𝑖𝑗−1,

где

𝜇𝑖𝑗,𝑘 =
1√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗𝑘 |2
, 𝜇𝑖𝑗 = 𝜇𝑖𝑗,1 + 2𝜇𝑖𝑗,2 + 𝜇𝑖𝑗,3 + 𝜇𝑖𝑗,4 + 2𝜇𝑖𝑗,5 + 𝜇𝑖𝑗,6, , 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑁 − 1.

Данная система уравнений, как следует из теоремы 2, аппроксимирует уравнение (1).
Отметим, что в работе [1] получена аналогичная система уравнений по девятиточечному
шаблону, с помощью которой авторы приближенно находят поверхности минимальной
площади.
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Abstract. In this paper we define deviation 𝜀𝑄(𝑓
𝑁) of piecewise-linear

almost-solution 𝑓𝑁 of the minimal surface equation 𝑄[𝑓(𝑥)] = 0 and we get a
general formula to calculate it. Let 𝑇 𝑖

1, 𝑇
𝑖
2, ..., 𝑇

𝑖
𝑘(𝑖) be tetrahedrons which have

vertex 𝑃𝑖. We denote Γ𝑖
𝑗1, Γ𝑖

𝑗2, ..., Γ𝑖
𝑗𝑛 sides leaving from vertex 𝑃𝑖 of the

tetrahedron 𝑇 𝑖
𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘(𝑖), and let be Γ𝑖

𝑗𝑛+1 the side of tetrahedron 𝑇 𝑖
𝑗

opposite to vertex 𝑃𝑖. We set by 𝜈𝑖𝑗1, 𝜈
𝑖
𝑗2, ..., 𝜈𝑖𝑗𝑛, 𝜈

𝑖
𝑗𝑛+1 the external normal

vectors of the sides Γ𝑖
𝑗1, Γ

𝑖
𝑗2, ..., Γ𝑖

𝑗𝑛 relatively of 𝑇 𝑖
𝑗 . As 𝑓𝑁 is linear function in

𝑇 𝑖
𝑗 then ∇𝑓𝑁 = 𝜉𝑖𝑗 ≡ const. Then the following equality holds

𝜀𝑄(𝑓
𝑁) =

1

𝑛

∑︁
inner 𝑃𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑘(𝑖)∑︁
𝑗=1

⟨𝜉𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗𝑛+1⟩√︁
1 + |𝜉𝑖𝑗|2

|Γ𝑖
𝑗𝑛+1|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

where Γ𝑖
𝑗𝑛+1 is exterior side relatively 𝑃𝑖. On the basis of this concept it obtained

approximation equation 𝜀𝑄(𝑓
𝑁) = 0 or 𝜇𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗 = (𝜇𝑖𝑗,5 + 𝜇𝑖𝑗,6)𝑢𝑖+1𝑗 + (𝜇𝑖𝑗,2 +

+ 𝜇𝑖𝑗,3)𝑢𝑖−1𝑗 + (𝜇𝑖𝑗,1 + 𝜇𝑖𝑗,2)𝑢𝑖𝑗+1 + (𝜇𝑖𝑗,4 + 𝜇𝑖𝑗,5)𝑢𝑖𝑗−1, where

𝜇𝑖𝑗,𝑘 =
1√︁

1 + |𝜉𝑖𝑗𝑘 |2
,

𝜇𝑖𝑗 = 𝜇𝑖𝑗,1 + 2𝜇𝑖𝑗,2 + 𝜇𝑖𝑗,3 + 𝜇𝑖𝑗,4 + 2𝜇𝑖𝑗,5 + 𝜇𝑖𝑗,6, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑁 − 1

and proved that the deviation 𝜀𝑄(𝑢
𝑁) converges to the integral of the modulus

of the mean curvature of the graph of 𝐶2-smooth function 𝑢, that is

lim
𝑁→∞

𝜀𝑄(𝑢
𝑁) =

∫︁∫︁
Ω

|𝑄[𝑢(𝑥, 𝑦)]| 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Thus, the obtained system of nonlinear equations aproximate the minimal surface
equation.
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