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Аннотация. В данной работе исследуется асимптотическое поведе-
ние положительных решений некоторых квазилинейных эллиптических нера-
венств на модельных римановых многообразиях. В частности, найдены усло-
вия выполнения теорем типа Лиувилля об отсутствии нетривиальных реше-
ний, а также условия существования и мощность множества положительных
решений изучаемых неравенств на рассматриваемых римановых многообра-
зиях. Данные результаты обобщают аналогичные утверждения, полученные
ранее в работах Naito. Y. и Usami H. для евклидова пространства R𝑛.
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Введение

Данная работа посвящена исследованию асимптотического поведения решений нера-
венства

𝐿𝑢 ≡ div(𝐴(|∇𝑢|)∇𝑢) ≥ 𝑐(𝑥)𝑓(𝑢) (1)

на некомпактных римановых многообразиях специального вида.
Одним из источников изучения асимптотического поведения решений и субреше-

ний эллиптических дифференциальных уравнений на некомпактных римановых много-
образиях является классификационная теория римановых поверхностей и многообразий.
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Отличительным свойством поверхностей и многообразий параболического типа яв-
ляется выполнение для них теоремы Лиувилля, утверждающей, что всякая положи-
тельная супергармоническая функция на данной поверхности (на данном многообразии)
является тождественной постоянной. Поиски признаков параболичности типа римановых
многообразий имеют большую историю. Общее представление о современных исследо-
ваниях в данном вопросе можно получить, например, из обзора [9].

За последние годы опубликован ряд работ, посвященных вопросам выполнения
теорем типа Лиувилля для различных классов решений и субрешений линейных эллип-
тических уравнений на некомпактных римановых многообразиях. В частности, точные
условия выполнения теорем типа Лиувилля о существовании целых решений (положи-
тельных, ограниченных и т. д.) различных линейных уравнений на модельных рима-
новых многообразиях были получены в работах [2; 3; 6]. Опишем данные многообразия
подробнее.

Фиксируем начало координат 𝑂 ∈ R𝑛 и некоторую гладкую функцию 𝑞 на интерва-
ле [0,∞) такую, что 𝑞(0) = 0 и 𝑞′(0) = 1. Определим модельное риманово многообразие
𝑀𝑞 следующим образом:

1) множеством точек 𝑀𝑞 является все R𝑛;
2) в полярных координатах (𝑟, 𝜃) (где 𝑟 ∈ (0,∞) и 𝜃 ∈ 𝑆𝑛−1) риманова метрика на

𝑀𝑞 ∖ {𝑂} определяется как
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑞2(𝑟)𝑑𝜃2, (2)

где 𝑑𝜃 — стандартная риманова метрика на сфере 𝑆𝑛−1;
3) риманова метрика в точке 𝑂 является гладким продолжением метрики (2).
Отметим, что в ряде работ изучается асимптотическое поведение целых решений

различных квазилинейных уравнений и неравенств на модельных многообразиях и в
евклидовом пространстве (см., например, [4; 5; 7; 8; 10–13]).

Будет считать далее, что функция 𝐴 в неравенстве (1) удовлетворяет следующим
условиям: ⎧⎨⎩

𝐴 ∈ 𝐶(0,∞), 𝐴(𝑝) > 0 при 𝑝 > 0,
𝑝𝐴(|𝑝|) ∈ 𝐶(R) ∩ 𝐶1(0,∞),
(𝑝𝐴(𝑝))′ > 0 для 𝑝 > 0,

𝑐(𝑥) ≡ 𝑐(𝑟) — непрерывная положительная на R+ функция, а функция 𝑓 ̸≡ 0 такова,
что

𝑓 ∈ 𝐶(0,∞), 𝑓(𝑢) ≥ 0 при 𝑢 ≥ 0 и 𝑓(0) = 0.

Нами будет использоваться также следующее предположение на функцию 𝑓 :

(F)
{︂

существует неубывающая функция 𝑔 ∈ 𝐶(0,∞) такая, что
0 < 𝑔(𝑢) ≤ 𝑓(𝑢) при 𝑢 > 0 и 𝑔(0) = 0.

Уравнения подобного вида рассматривались многими авторами в евклидовых про-
странствах (см., например, [10–13]). Наиболее часто в исследованиях встречается функ-
ция 𝐴(𝑝) следующих видов:

𝐴(𝑝) = 𝑝𝑚−2, 𝑚 > 1; (3)

𝐴(𝑝) = (1 + 𝑝2)−
1
2 ; (4)

или, в более общем виде,

𝐴(𝑝) = (1 + 𝑝2)𝛼, 𝛼 ≤ 1

2
. (5)
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В соответствии с этим, оператор 𝐿 в неравенстве (1) называется 𝑚-лапласианом
при выборе функции 𝐴 в виде (3), оператором средней кривизны в случае (4), и
обобщенным оператором средней кривизны в случае (5) при 0 < 𝛼 < 1/2.

Целым решением неравенства (1) на римановом многообразии 𝑀 будем называть
функцию 𝑢 ∈ 𝐶1(𝑀) такую, что 𝐴(|∇𝑢|)∇𝑢 ∈ 𝐶1(𝑀), удовлетворяющую неравенству
(1) в каждой точке 𝑥 ∈𝑀 .

В простейшем случае 𝐴(𝑝) ≡ 1, проблема существования целых решений неравен-
ства (1) в R𝑛 изучалась в ряде работ. В частности, если 𝑓 — неубывающая функция,
Keller J. и Osserman R. (см.: [10] и [13]) показали, что неравенство Δ𝑢 ≥ 𝑓(𝑢) имеет
положительные целые решения тогда и только тогда, когда

∞∫︁ ⎛⎝ 𝑠∫︁
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠− 1
2

𝑑𝑠 = ∞.

Naito Y. и Usami H. в работе [12] обобщили их результат и получили критерий су-
ществования целых нетривиальных неотрицательных решений неравенства (1) в R𝑛.
Целью настоящей работы является получение аналогичных результатов на классе мо-
дельных римановых многообразий.

Сначала рассмотрим случай, когда lim
𝑝→∞

𝑝𝐴(𝑝) <∞. Введем обозначение

𝐼(𝑟) =
1

𝑞𝑛−1(𝑟)

𝑟∫︁
0

𝑐(𝑠)𝑞𝑛−1(𝑠) 𝑑𝑠.

Заметим, что из условий на метрику модельного риманова многообразия сразу
следует, что 𝐼(0) = lim

𝑟→+0
𝐼(𝑟) = 0.

Теорема 1. Пусть lim
𝑝→∞

𝑝𝐴(𝑝) < ∞ и многообразие 𝑀𝑞 таково, что lim sup
𝑟→∞

𝐼(𝑟) = ∞.

Тогда, если выполнено условие (F), то на 𝑀𝑞 не существует целых положительных
решений неравенства (1).

Далее рассмотрим случай, когда lim
𝑝→∞

𝑝𝐴(𝑝) = ∞. Определим непрерывную функ-

цию Ψ : [0,∞) → [0,∞) в виде

Ψ(𝑝) = 𝑝2𝐴(𝑝)−
𝑝∫︁

0

𝑡𝐴(𝑡)𝑑𝑡, 𝑝 ≥ 0.

Легко показать, что Ψ строго возрастающая и Ψ(0) = 0. Также заметим, что при
𝑝 ≥ 1 выполнено

Ψ(𝑝) +

1∫︁
0

𝑡𝐴(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑝2𝐴(𝑝)−
𝑝∫︁

1

𝑡𝐴(𝑡)𝑑𝑡 ≥ 𝑝𝐴(𝑝),

откуда следует, что lim
𝑝→∞

Ψ(𝑝) = ∞.

Таким образом, обратная к Ψ функция Φ определена на [0,∞). Ясно, что Φ строго
возрастающая функция и lim

𝑝→∞
Φ(𝑝) = ∞.
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Теорема 2. Пусть lim
𝑝→∞

𝑝𝐴(𝑝) = ∞ и многообразие 𝑀𝑞 таково, что 𝐼 ′(𝑟) ≥ 𝑘 > 0.

Тогда, если выполнено условие (F) и, кроме того,

∞∫︁ ⎛⎝Φ

⎛⎝𝑘 𝑠∫︁
𝑔(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠⎞⎠−1

𝑑𝑠 <∞, (6)

то на 𝑀𝑞 не существует целых положительных решений неравенства (1).
Теорема 3. Пусть lim

𝑝→∞
𝑝𝐴(𝑝) = ∞ и многообразие 𝑀𝑞 таково, что 𝑞′(𝑟) ≥ 0. Тогда,

если
∞∫︁ ⎛⎝Φ

⎛⎝𝐶1

𝑠∫︁
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠⎞⎠−1

𝑑𝑠 = ∞, (7)

где 𝐶1 = 𝑠𝑢𝑝[0,∞)𝑐(𝑟), то неравенство (1) имеет континуум положительных целых
решений.

1. Радиальные решения

В начале данного параграфа сформулируем аналог принципа сравнения, получен-
ного в работе [12], на котором основаны дальнейшие рассуждения.
Лемма 1. Пусть Ω ⊂ 𝑀 — ограниченная область с гладкой границей 𝜕Ω, а 𝑢 —
неотрицательное решение (1) в Ω и 𝑣 ∈ 𝐶(Ω)

⋂︀
𝐶1(Ω) — положительная функция

такая, что 𝐴(|∇𝑣|)∇𝑣 ∈ 𝐶1(Ω), 𝐿𝑣 ≤ 𝑐(𝑥)𝑔(𝑣) в Ω, и 𝑢 ≤ 𝑣 на границе 𝜕Ω. Тогда,
если выполнено условие (F), то 𝑢 ≤ 𝑣 в Ω.

Основой доказываемых утверждений является изучение радиально-симметричных
решений 𝑣(𝑟) рассматриваемых неравенств. Несложно показать, что на модельном мно-
гообразии 𝑀𝑞

𝐿𝑣(𝑟) ≡ div(𝐴(|∇𝑣(𝑟)|)∇𝑣(𝑟)) = 𝑞1−𝑛(𝑟)
(︁
𝑞𝑛−1(𝑟)𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟)

)︁′
.

Далее рассмотрим следующее обыкновенное дифференциальное уравнение(︁
𝑞𝑛−1(𝑟)𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟)

)︁′
= 𝑐(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑔(𝑣(𝑟)), 𝑟 ≥ 0, (8)

где 𝑔 — непрерывная положительная неубывающая на (0,∞) функция из условия (F).
Пусть 𝑣(𝑟) — решение уравнения (8) с начальными данными 𝑣(0) > 0 и 𝑣′(0) = 0.

Заметим, что если 𝑣(𝑟) определена для 0 ≤ 𝑟 < 𝑅 ≤ ∞, то 𝑣′(𝑟) > 0 для 0 < 𝑟 < 𝑅.
Действительно, проинтегрировав равенство (8) по отрезку [0, 𝑟], 𝑟 < 𝑅, получим

𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟) = 𝑞1−𝑛(𝑟)

𝑟∫︁
0

𝑐(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑠)𝑔(𝑣(𝑠))𝑑𝑠, 0 < 𝑟 < 𝑅. (9)

Следовательно, 𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟) > 0 для 0 < 𝑟 < 𝑅, откуда вытекает, что 𝑣′(𝑟) > 0
для 0 < 𝑟 < 𝑅.
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Лемма 2. Пусть условие (F) выполнено. Тогда, если неравенство (1) имеет положи-
тельное целое решение 𝑢(𝑟, 𝜃) > 0 на 𝑀𝑞, то на [0;∞) существует положительное
решение 𝑣(𝑟) уравнения (8) с условиями 𝑣(0) > 0 и 𝑣′(0) = 0.

Доказательство. Предположим противное, то есть указанного в формулировке лем-
мы решения уравнения (8) 𝑣(𝑟) не существует, но при этом существует положительное
целое решение 𝑢(𝑟, 𝜃) неравенства (1). Из положительности решения неравенства в част-
ности следует, что 𝑢(𝑂) > 0. Пусть 𝑎 ∈ (0, 𝑢(𝑂)), а [0;𝑅) — максимальный промежуток
существования решения 𝑣 уравнения (8), с условиями 𝑣(0) = 𝑎 и 𝑣′(0) = 0. В силу
предположения выполнено 𝑅 < ∞. Выше мы показали, что 𝑣′(𝑟) > 0 для 0 < 𝑟 < 𝑅.
Тогда мы имеем либо 𝑣(𝑟) → ∞ при 𝑟 → 𝑅, либо 𝑣′(𝑟) → ∞ при 𝑟 → 𝑅.

В случае 𝑣(𝑟) → ∞ при 𝑟 → 𝑅 выберем 𝑅1 ∈ (0, 𝑅) так, чтобы

𝑣(𝑅1) > max
Ω

𝑢(𝑟, 𝜃), (10)

где Ω ≡ 𝐵𝑅1 = {(𝑟, 𝜃) : 𝑟 ∈ [0, 𝑅1]}. Тогда 𝐿𝑣 = 𝑐(𝑟)𝑔(𝑣) в Ω и 𝑣 ≥ 𝑢 на 𝜕Ω. Следова-
тельно, по лемме 1, 𝑢 ≤ 𝑣 в Ω, что противоречит условию 𝑣(0) = 𝑎 < 𝑢(𝑂).

Далее рассмотрим случай, когда 𝑣′(𝑟) → ∞ при 𝑟 → 𝑅. Если при этом найдется
𝑅1 ∈ (0;𝑅) такое, что будет выполнено неравенство (10), мы получаем противоречие,
аналогичное указанному выше. Пусть 𝑣(𝑟) ≤ max

𝜃∈𝑆𝑛−1
𝑢(𝑟, 𝜃) для всех 0 < 𝑟 < 𝑅. Выберем

𝑅1 ∈ (0;𝑅) так, чтобы

𝑣′(𝑅1) > max
Ω

{︂
𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑟, 𝜃)

}︂
, (11)

где Ω ≡ 𝐵𝑅1 = {(𝑟, 𝜃) : 𝑟 ∈ [0, 𝑅1]}. Обозначим 𝛿 = max
𝜃∈𝑆𝑛−1

(𝑢(𝑅1, 𝜃)− 𝑣(𝑅1)) > 0 и пусть

𝑤(𝑟) = 𝑣(𝑟) + 𝛿. Тогда 𝑤(𝑅1) ≥ 𝑢(𝑅1, 𝜃) для всех 𝜃 ∈ 𝑆𝑛−1 и 𝑤(𝑅1) = 𝑢(𝑅1, 𝜃
*) для

некоторого 𝜃* ∈ 𝑆𝑛−1. Тогда 𝐿𝑤 ≤ 𝑐(𝑟)𝑔(𝑤) в области Ω, 𝑤 ≥ 𝑢 на границе 𝜕Ω и по
лемме получаем 𝑤 ≥ 𝑢 в Ω.

Далее, учитывая условия 𝑤(𝑅1) = 𝑢(𝑅1, 𝜃
*), 𝑤(𝑟) ≥ 𝑢(𝑟, 𝜃) при (𝑟, 𝜃) ∈ 𝐵𝑅1 ,

получаем

𝑣′(𝑅1) = 𝑤′(𝑅1) ≤
𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑅1, 𝜃

*),

что противоречит (11). Лемма доказана.

2. Доказательство теорем

Докажем вначале теорему 1.

Доказательство. Предположим противное, что неравенство (1) имеет целое решение
𝑢(𝑟, 𝜃) > 0. Тогда из леммы 2 следует существование положительного решения 𝑣(𝑟)
уравнения (8) с начальными данными 𝑣(0) > 0 и 𝑣′(0) = 0 на луче [0;∞).

Так как 𝑔(𝑣) и 𝑣(𝑟) неубывающие функции, то из (9) следует, что

𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟) ≤ 𝑔(𝑣(𝑟))𝐼(𝑟). (12)

Заметим, что уравнение (8) может быть представлено в виде

(𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟))′ + (𝑛− 1)
𝑞′(𝑟)

𝑞(𝑟)
𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟) = 𝑐(𝑟)𝑔(𝑣(𝑟)). (13)
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Объединяя (12) и (13), получаем

(𝐴(|𝑣′|)𝑣′)′ ≥ 𝑔(𝑣(𝑟))

[︂
𝑐(𝑟)− (𝑛− 1)

𝑞′(𝑟)

𝑞(𝑟)
𝐼(𝑟)

]︂
= 𝑔(𝑣(𝑟))𝐼 ′(𝑟). (14)

Напомним, что 𝐼(0) = 0. Интегрируя неравенство (14) по отрезку [0; 𝑟], получим

𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟) ≥
𝑟∫︁

0

𝑔(𝑣(𝑠))𝐼 ′(𝑠) 𝑑𝑠 ≥ 𝑔(𝑣(0))𝐼(𝑟). (15)

Из условий на функцию 𝐴 следует, что

𝑔(𝑣(0))𝐼(𝑟) ≤ 𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟) ≤ lim
𝑝→∞

𝑝𝐴(𝑝) <∞, 𝑟 > 0.

Устремляя 𝑟 → ∞ и переходя в левой части неравенства к верхнему пределу, получаем
противоречие с конечностью правой части. Теорема 1 доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 2.

Доказательство. Предположим, что неравенство (1) имеет целое решение 𝑢(𝑟, 𝜃) > 0.
Тогда из леммы 2 следует, что на [0,∞) существует решение 𝑣(𝑟) уравнения (8) с
начальными условиями 𝑣(0) > 0 и 𝑣′(0) = 0. Из (15) и условия теоремы 2 следует,
что при 𝑟 → ∞ справедливо lim

𝑟→∞
𝑣′(𝑟) = ∞. Следовательно, lim

𝑟→∞
𝑣(𝑟) = ∞. Умножая

неравенство (14) на 𝑣′ > 0 и интегрируя по отрезку [0; 𝑟], получим

𝑟∫︁
0

(𝐴(|𝑣′|)𝑣′)′𝑣′ 𝑑𝑠 ≥
𝑟∫︁

0

𝑔(𝑣(𝑠))𝐼 ′(𝑠)𝑣′(𝑠)𝑑𝑠 ≥ 𝑘

𝑟∫︁
0

𝑔(𝑣(𝑠))𝑣′(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑘

𝑣(𝑟)∫︁
𝑣(0)

𝑔(𝑡)𝑑𝑡.

С другой стороны, применяя формулу интегрирования по частям, имеем

𝑟∫︁
0

(𝐴(|𝑣′|)𝑣′)′𝑣′ 𝑑𝑠 =
𝑟∫︁

0

𝑣′ 𝑑(𝐴(|𝑣′|)𝑣′) = (𝑣′(𝑟))2𝐴(|𝑣′(𝑟)|)−
𝑣′(𝑟)∫︁
0

𝐴(𝑡)𝑡 𝑑𝑡 = Ψ(𝑣′(𝑟)).

Следовательно,

Ψ(𝑣′(𝑟)) ≥ 𝑘

𝑣(𝑟)∫︁
𝑣(0)

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Переходя к обратной функции Φ, из последнего неравенства получаем⎛⎜⎝Φ

⎛⎜⎝𝑘 𝑣(𝑟)∫︁
𝑣(0)

𝑔(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

−1

· 𝑣′(𝑟) ≥ 1, 𝑟 > 0.

Интегрируя полученное неравенство по отрезку [0; 𝑟], получаем

𝑣(𝑟)∫︁
𝑣(0)

⎛⎜⎝Φ

⎛⎜⎝𝑘 𝑠∫︁
𝑣(0)

𝑔(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

−1

𝑑𝑠 ≥ 𝑟. (16)
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Переходя к пределу при 𝑟 → ∞ в (16), имеем

∞∫︁
𝑣(0)

⎛⎜⎝Φ

⎛⎜⎝𝑘 𝑠∫︁
𝑣(0)

𝑔(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

−1

𝑑𝑠 = ∞,

что противоречит (6). Теорема 2 доказана.

Докажем третью теорему.

Доказательство. Для доказательства нам достаточно показать существование поло-
жительного решения 𝑣(𝑟) уравнения

(𝑞𝑛−1(𝑟)𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟))′ = 𝑐(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑟)𝑓(𝑣(𝑟)) (17)

с начальными данными 𝑣(0) > 0 и 𝑣′(0) = 0 на интервале [0;∞), поскольку функция
𝑣(𝑟) является радиально-симметричным положительным целым решением неравенства
(1).

Выберем 𝑎 > 0 такое, что 𝑓(𝑎) > 0, и пусть 𝑣(𝑟) — решение (17) с начальными
условиями 𝑣(0) = 𝑎 и 𝑣′(0) = 0. Интегрируя равенство (17) по [0; 𝑟], 𝑟 < 𝑅, получим

𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟) = 1

𝑞𝑛−1(𝑟)

𝑟∫︁
0

𝑐(𝑟)𝑞𝑛−1(𝑠)𝑓(𝑣(𝑠))𝑑𝑠, 0 < 𝑟 < 𝑅. (18)

Тогда 𝑣′(𝑟) ≥ 0 для 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, так как 𝐴(𝑣′(𝑟))𝑣′(𝑟) ≥ 0. Покажем, что решение
𝑣(𝑟) существует на [0;∞). Предположим противное, что решение 𝑣(𝑟) определено на
конечном интервале [0;𝑅), 𝑅 <∞.

Так как 𝑣′(𝑟) ≥ 0 при 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, то 𝑣(𝑅 − 0) принимает значения в промежутке
(0;∞]. Рассмотрим случай, когда 𝑣(𝑅−0) <∞. Тогда из (18) следует, что 𝑣′(𝑅−0) <∞,
и следовательно, решение 𝑣 может быть продолжено вправо за 𝑅 (см. [1, с. 58–62]). Это
противоречит выбору 𝑅. Таким образом, 𝑣(𝑅− 0) = ∞.

Представим (17) в следующем виде

(𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟))′ + (𝑛− 1)
𝑞′(𝑟)

𝑞(𝑟)
𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟) = 𝑐(𝑟)𝑓(𝑣(𝑟)).

Так как 𝑣′(𝑟) ≥ 0 при 0 ≤ 𝑟 < 𝑅 и 𝑞′(𝑟) ≥ 0, то

(𝐴(|𝑣′(𝑟)|)𝑣′(𝑟))′ ≤ 𝑐(𝑟)𝑓(𝑣(𝑟)) ≤ 𝐶𝑓(𝑣(𝑟)),

где 𝐶 = max[0,𝑅] 𝑐(𝑟). Умножая последнее неравенство на 𝑣′(𝑟) и интегрируя его по
отрезку [0; 𝑟], 𝑟 < 𝑅, получим

Ψ(𝑣′(𝑟)) ≤ 𝐶

𝑣(𝑟)∫︁
𝑣(0)

𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

Откуда ⎛⎜⎝Φ

⎛⎜⎝𝐶 𝑣(𝑟)∫︁
𝑣(0)

𝑓(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

−1

𝑣′(𝑟) ≤ 1, 𝑟 > 0.
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Интегрируя еще раз по отрезку [0; 𝑟], при 𝑟 < 𝑅, имеем

𝑣(𝑟)∫︁
𝑣(0)

⎛⎜⎝Φ

⎛⎜⎝𝐶 𝑠∫︁
𝑣(0)

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

−1

𝑑𝑠 ≤ 𝑟, 𝑟 > 0.

Устремляя 𝑟 → 𝑅, получаем

∞∫︁
𝑣(0)

⎛⎜⎝Φ

⎛⎜⎝𝐶 𝑠∫︁
𝑣(0)

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

−1

𝑑𝑠 ≤ 𝑅 <∞,

что противоречит (7). Следовательно, решение 𝑣 уравнения (17) с начальными данными
𝑣(0) = 𝑎 и 𝑣′(0) = 0 существует на луче [0,∞). В силу произвольности выбора значе-
ния 𝑎 > 0 получаем континуум различных положительных решений уравнения (17), и
следовательно, неравенства (1). Теорема 3 доказана.
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Abstract. In this paper asymptotic behavior of positive solutions of quasi-
linear elliptic inequalities (1) on spherically symmetric noncompact (model) Rie-
mannian manifolds is researched. In particular, we find conditions under which
Liouville theorems on no nontrivial solutions, as well as the conditions of existence
and cardinality of the set of positive solutions of the studied inequalities on the
Riemannian manifolds. The results generalize similar results obtained previously
by Naito. Y. and Usami H. for the Euclidean space R𝑛.

We describe Riemannian manifolds. Fix the origin 𝑂 ∈ R𝑛 and a smooth
function 𝑞 in the interval [0,∞) such that 𝑞(0) = 0 and 𝑞′(0) = 1. We define a
model Riemannian manifold 𝑀𝑞 as follows:

(1) the set of points 𝑀𝑞 is all R𝑛;
(2) in polar coordinates (𝑟, 𝜃) (where 𝑟 ∈ (0,∞) and 𝜃 ∈ 𝑆𝑛−1) Riemannian

metric on 𝑀𝑞 ∖ {𝑂} defined as

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑞2(𝑟)𝑑𝜃2,

where 𝑑𝜃 — the standard Riemannian metric on the sphere 𝑆𝑛−1;
(3) Riemannian metric at 𝑂 is a smooth continuation of the metric.
Will further assume that the function 𝐴 in the inequality (1) satisfies the

following conditions:⎧⎨⎩
𝐴 ∈ 𝐶(0,∞), 𝐴(𝑝) > 0 for 𝑝 > 0,
𝑝𝐴(|𝑝|) ∈ 𝐶(R) ∩ 𝐶1(0,∞),
(𝑝𝐴(𝑝))′ > 0 for 𝑝 > 0,

𝑐(𝑥) ≡ 𝑐(𝑟) — continuous positive on R+ function, and the function 𝑓 ̸≡ 0 such
that

𝑓 ∈ 𝐶(0,∞), 𝑓(𝑢) ≥ 0 if 𝑢 ≥ 0 and 𝑓(0) = 0.
We also use the following assumption on the function 𝑓 :

(F)
{︂

there is a decreasing function 𝑔 ∈ 𝐶(0,∞) so that
0 < 𝑔(𝑢) ≤ 𝑓(𝑢) for 𝑢 > 0 and 𝑔(0) = 0.
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МАТЕМАТИКА

First, consider the case where lim
𝑝→∞

𝑝𝐴(𝑝) <∞. Introduce designation

𝐼(𝑟) =
1

𝑞𝑛−1(𝑟)

𝑟∫︁
0

𝑐(𝑠)𝑞𝑛−1(𝑠) 𝑑𝑠.

Theorem. Let lim
𝑝→∞

𝑝𝐴(𝑝) <∞ and manifold 𝑀𝑞 is such that lim sup
𝑟→∞

𝐼(𝑟) = ∞.

Then, if the condition (F), then positive integer solutions of the inequality (1)
on 𝑀𝑞 does not exist.

Next, consider the case where lim
𝑝→∞

𝑝𝐴(𝑝) = ∞. We prove a theorem on the

non-existence of positive solutions of (1) and the conditions for the existence of
a continuum of positive integer solutions of the inequality.

Key words: quasilinear elliptic inequalities, asymptotic behavior, the theorem
of Liouville type, model Riemannian manifolds, cardinality of the set of solutions.
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