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О ДОПУСТИМОЙ СКОРОСТИ СТРЕМЛЕНИЯ К НУЛЮ
ГАУССОВОЙ КРИВИЗНЫ МИНИМАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

НАД ПОЛОСООБРАЗНОЙ ОБЛАСТЬЮ

Р.С. Акопян

В данной работе объектом исследования являются решения уравнения минимальных по-
верхностей, заданных над полосообразной областью и удовлетворяющих некоторым нулевым
граничным значениям. Получена оценка возможного предельного поведения гауссовой кривизны
описанных выше минимальных поверхностей.

Ключевые слова: уравнения минимальных поверхностей, полосообразная область, гаус-
сова кривизна, асимптотическое поведение, голоморфные функции.

Исследованию решений уравнения минимальных поверхностей, заданных над неограничен-
ными областями, посвящены многие работы (см., например, [1; 2; 4; 5; 7–10]), в которых изуча-
лись различные задачи асимптотического поведения минимальных поверхностей.

1. Пусть z = f(x, y) – C2 – решение уравнения минимальных поверхностей
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x x x x x xj j q j j q= - = +  ( ), ( )x xj q  – непрерывно дифференцируемые функции,
определенные на всей полуоси x > 0 ( ( ) , ( )x M x Mj qў ў< < ).

Символами Пў¶  и Пўў¶  обозначим участки границы П¶ :

{ }2( , ) : 0 , \ .П П x y R x П П Пў ўў ў¶ = ¶ О = ¶ = ¶ ¶

Предположим, что решение 1( , ) ( )f x y C ПО  удовлетворяет на границе Пўў¶  следующему
условию:
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где n = (nx, ny) – внешняя нормаль.
На вертикальном участке Пў¶  границы решение произвольно.
Для любого x > 0 введем в рассмотрение величину
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Заметим, что уравнение минимальных поверхностей (1) можно переписать в виде
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(см., например, [6]).
Пусть x2 > x1 > 0 – заданы произвольным образом. Обозначим через B область, ограничен-

ную линиями x = x1, x = x2, y = j1(x), y = j2(x).Тогда по замкнутому контуру границы B¶ , применяя
формулу Грина, будем иметь
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Отсюда, используя граничное условие (2), приходим к равенству
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2. Комплекснозначную функцию h(x, y) = h1(x, y) + ih2(x, y) называют голоморфной в метри-
ке поверхности, если она удовлетворяет системе уравнений Бельтрами в метрике этой поверхно-
сти (см.: [11, р. 10]). В случае графиков решений (1) эти уравнения имеют вид:
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Зафиксируем произвольно точку 0 0( , )x y ПО  и введем в рассмотрение однозначную в П
функцию v(x, y), существование которой следует из соотношения (3),
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Известно, что отображение w = u + iv, где u = x, v = v(x, y), является голоморфным в метрике
поверхности z = f(x, y) и осуществляет введение на графике изотермических координат (u, v)
(см.: [6]). Подынтегральное дифференциальное выражение (5) обозначим через dv.

Рассмотрим отображение w(x, y) на границе Пўў¶ . Будем иметь:
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Таким образом, используя равенство (4), получим:
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Обозначим 2 1
1( ) ( ( , ( )) ( , ( ))).
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Отображение w(x, y) есть диффеоморфизм П на wП  (см.: [1]), гдеде

2 1 1( , ) : 0 , ( ) ( ) ( ) ( ) .
2 2wП u v R u u u v u um m

м ьп пп п= О < < + Ґ F - < < F +н эп пп по ю
Если функция h(x, y) голоморфна в метрике поверхности f(x, y), то сложная функция

h(x(u, v), y(u, v)) будет голоморфной в области Пw в традиционном понимании. Здесь x = x(u, v),
y = y(u,v) – отображение, обратное к отображению w(x, y).

Пользуясь теоремами типа Фрагмена – Линделефа для функций, голоморфных в полосооб-
разных областях (см.: [3, c. 316]), сформулируем вспомогательную теорему.

Теорема 1. Пусть функция h(x, y) – голоморфна в метрике поверхности z = f(x, y) в
области П, непрерывна в П  и удовлетворяет неравенству

ln ( , ) ( ),h x y xnЈ -

где v(x) – положительная, непрерывная, неубывающая на (0, +¥) функция.
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то h(x, y) º 0.
Доказательство. Рассмотрим голоморфную в Пw функцию
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Таким образом, для голоморфной в Пw функции ( , )h u v  оказываются справедливыми ус-
ловия теоремы (см.: [там же]), согласно которой ( , )h u v º 0. Последнее возможно лишь в
случае, когда h(x, y) º 0.

Теорема доказана.
3. Рассмотрим комплекснозначную функцию
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Известно [11, р. 113], что данная функция является голоморфной в метрике минимальной
поверхности z = f(x, y). Введем функцию
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Известно (см.: [ibid.]), что через производную голоморфной в метрике поверхности функции
c(x, y) по параметру iV x h= + , где ( , ), ( , ),x g x y y v x yx h= + = +  выражается гауссова кривиз-
на K(x, y), причем
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Используя теорему 1 для голоморфной в метрике поверхности функции ( , )x yVc ў , выводим, что
для гауссовой кривизны минимальной поверхности K(x, y) будет справедлива следующая теорема.

Теорема 2.  Пусть f(x, y) – C2 – решение уравнения (1) в области П, удовлетворяющее
условию (2). И пусть v(x) – положительная, неубывающая, непрерывная на (0, +¥) функ-
ция, для которой
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Тогда, если всюду в П выполнено

ln( ( , )) ( ),K x y xn- Ј - (8)

то f(x, y) есть плоскость.
Доказательство. Имеем, что ( , )x yVc ў  – голоморфна в метрике поверхности f(x, y). Условия

(6), (8) приводят к неравенству
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При этом из (7) следует, что
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Таким образом, используя теорему 1 для функции ( , )x yVc ў , заключаем, что ( , )x yVc ў º 0.
Следовательно, из (6) получаем, что K(x, y) º 0 и f(x, y) есть плоскость. Теорема доказана.

Отметим, что результаты, полученные ранее в [2] о допустимой скорости стремления к
нулю гауссовой кривизны минимальной поверхности над полуполосой являются следствием пред-
ставленной выше теоремы 2.
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ABOUT THE ADMISSIBLE SPEED OF APPROACHING TO ZERO
OF GAUSSIAN CURVATURE OF MINIMAL SURFASE

OVER STRIP DOMAIN

R.S. Akopyan

In this paper as our object of research there are solutions of the equation of the minimal surfaces
given over strip domain and satisfying some zero boundary values. Estimations of possible asymptotic
behavior of Gaussian curvature, the minimal surfaces described above are received.

Key words: equations of the minimal surfaces, strip domain, Gaussian curvature, asymptotic
behavior, holomorphic functions.


