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Аннотация. В статье исследуются свойства непрерывных деформаций
двумерных поверхностей с краем в трехмерном евклидовом пространстве, по-
точечно сохраняющих грассманов образ и среднюю кривизну поверхностей.

Для двумерной односвязной ориентируемой поверхности 𝐹 с краем 𝜕𝐹
в трехмерном евклидовом пространстве 𝐸3 мы вводим понятие непрерыв-
ной 𝐻𝐺-деформации и находим дифференциальные уравнения, определяющие
весь класс 𝐻𝐺-деформаций поверхности 𝐹 в 𝐸3. С использованием метода
последовательных приближений и принципа сжимающих отображений мы до-
казываем основной результат данной статьи — теорему 1.

Ключевые слова: деформация поверхности, средняя кривизна, гауссова
кривизна, 𝐺-деформация, непрерывная деформация.

§ 1. Основные определения. Формулировка результата

Пусть 𝐸3 — трехмерное евклидово пространство, заданное в координатах (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).
Пусть 𝐹 — двумерная односвязная ориентируемая поверхность в 𝐸3 с краем 𝜕𝐹 .

Обозначим через 𝐷 область в 𝐸2, через 𝜕𝐷 — границу области 𝐷.
Пусть поверхность 𝐹 в 𝐸3 задана погружением 𝑓 : 𝐷 → 𝐸3:

𝑦𝜎 = 𝑓𝜎(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷, 𝜎 = 1, 2, 3.

Здесь и далее считаем, что индексы суммирования 𝛼, 𝛽, 𝛾, . . . пробегают значения от 1
до 3, индексы 𝑖, 𝑗, . . . пробегают значения от 1 до 2, и действует правило суммирования
Эйнштейна.
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На поверхности 𝐹 порождается риманова метрика, задаваемая формулой
𝑑𝑠2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑗, где

𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝛼𝛽
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
,

𝛿𝛼𝛽 — символ Кронекера.
В дальнейшем считаем, что формула верна для всех допустимых значений индек-

сов, если не указано, для каких значений индексов данная формула имеет место.
Пусть 𝑏𝑖𝑗 — компоненты тензора второй фундаментальной формы поверхности 𝐹 ,

𝑔 = 𝑑𝑒𝑡||𝑔𝑖𝑗||, 𝑏 = 𝑑𝑒𝑡||𝑏𝑖𝑗||. Обозначим через

𝑑𝜎(𝑥) =
√
𝑔 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2

элемент площади поверхности 𝐹 .
Пусть (𝑥1, 𝑥2) — декартовы прямоугольные координаты в 𝐸2. Без ограничения

общности будем считать, что 𝐷 = 𝐷∪𝜕𝐷 — круг единичного радиуса в 𝐸2 с центром в
начале координат. Отождествим точки погружения поверхности 𝐹 с соответствующими
координатными наборами в 𝐸3.

Пусть 𝐹 ∈ 𝐶𝑚,𝜈 , 𝜕𝐹 ∈ 𝐶𝑚+1,𝜈 , 𝜈 ∈ (0; 1), 𝑚 ≥ 4.
Рассмотрим деформацию {𝐹𝑡} поверхности 𝐹 , определенную уравнениями:

𝑦𝜎𝑡 = 𝑦𝜎 + 𝑧𝜎(𝑡), 𝑧𝜎(0) ≡ 0, 𝑡 ∈ [0; 𝑡0], 𝑡0 > 0.

Пусть поверхность 𝐹 не имеет действительных асимптотических направлений.
Обозначим через 𝑘1 и 𝑘2 главные кривизны поверхности 𝐹 . Будем считать, что 𝑘1 > 0,
𝑘2 > 0 на 𝐹 . Обозначим через 𝐻 = 1

2
(𝑘1 + 𝑘2) среднюю кривизну поверхности 𝐹 в 𝐸3.

Введем обозначение Δ(𝑓) ≡ 𝑓(𝑡)− 𝑓(0).
Определение 1. Деформация {𝐹𝑡} называется непрерывной деформацией, сохраняющей
среднюю кривизну 𝐻 (или, коротко, 𝐻-деформацией), если выполняются следующие
условия: Δ(𝐻) = 0, и 𝑧𝜎(𝑡) непрерывны по 𝑡.

Деформация {𝐹𝑡} порождает следующий набор кривых в 𝐸3:

𝑢𝛼0(𝜏) = (𝑦𝛼0 + 𝑧𝛼0(𝜏)),

где 𝑧𝛼0(0) ≡ 0, 𝜏 ∈ [0; 𝑡], 𝑡 ∈ [0; 𝑡0], 𝑡0 > 0.
Определение 2. Деформация {𝐹𝑡} называется 𝐺-деформацией, если каждый нормаль-
ный вектор поверхности 𝐹 переносится параллельно вдоль траектории деформации {𝐹𝑡}
для каждой точки поверхности.

Пусть вдоль 𝜕𝐹 задано векторное поле, касательное к 𝐹 :

𝑣𝛼 = 𝑙𝑖𝑦𝛼,𝑖 , (1)

где символом ,𝑖 обозначена ковариантная производная в метрике поверхности 𝐹 .
Рассмотрим краевое условие:

𝛿𝛼𝛽𝑧
𝛼𝑣𝛽 = 𝛾(𝑠, 𝑡), 𝑠 ∈ 𝜕𝐷, (2)

где функции 𝑣𝛼 и 𝛾 принадлежат классу 𝐶𝑚−2,𝜈 .
Положим:

�̃�𝑘 = 𝛿𝛼𝛽𝑦
𝛼
,𝑘𝑣

𝛽, 𝑘 = 1, 2, (3)
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𝜆𝑘 =
�̃�𝑘

(�̃�1)2 + (�̃�2)2
, 𝑘 = 1, 2, (4)

𝜆(𝑠) = 𝜆1(𝑠) + 𝑖𝜆2(𝑠), 𝑠 ∈ 𝜕𝐷. (5)

Пусть 𝑁 — индекс данного краевого условия:

𝑁 =
1

2𝜋
Δ𝜕𝐷 arg 𝜆(𝑠). (6)

Теорема 1. Пусть 𝐹 ∈ 𝐶𝑚,𝜈 , 𝜈 ∈ (0; 1),𝑚 ≥ 4, 𝜕𝐹 ∈ 𝐶𝑚+1,𝜈 . Пусть 𝑣𝛽, 𝛾 ∈ 𝐶𝑚−2,𝜈(𝜕𝐷)
и при этом функция 𝛾 непрерывно дифференцируема по 𝑡. Пусть в точке (𝑥1(0), 𝑥

2
(0))

области 𝐷 выполняется условие: 𝑧𝜎(𝑡) ≡ 0 ∀𝑡.
Тогда справедливы следующие утверждения:
1. Если 𝑁 > 0, то существуют 𝑡0 > 0 и 𝜀(𝑡0) > 0 такие, что для любой допу-

стимой функции 𝛾, удовлетворяющей условию ‖ ˙̃𝛾‖𝑚−2,𝜈 ≤ 𝜀(𝑡0), для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0)
существует 𝐻𝐺-деформация класса 𝐶𝑚−2,𝜈(𝐷), непрерывная по 𝑡, непрерывно за-
висящая от (2𝑁 − 1) произвольных действительных непрерывных функций 𝑐𝑖(𝑡),
𝑖 = 1, . . . , (2𝑁 − 1), удовлетворяющих условиям 𝑐𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , (2𝑁 − 1).

2. Если 𝑁 ≤ 0, то существуют 𝑡0 > 0 и 𝜀(𝑡0) > 0 такие, что для любой
допустимой функции 𝛾, удовлетворяющей условию ‖ ˙̃𝛾‖𝑚−2,𝜈 ≤ 𝜀(𝑡0), для всех 𝑡 ∈
∈ [0, 𝑡0) существует не более одной 𝐻𝐺-деформации класса 𝐶𝑚−2,𝜈(𝐷), непрерывной
по 𝑡.

§ 2. Вывод уравнений 𝐻𝐺 -деформаций поверхностей в евклидовом пространстве

Будем решать поставленную задачу методами теории деформаций поверхностей [1–7].
Введем следующие обозначения:
𝑏𝑖𝑗(𝑡) ≡ 𝑏𝑖𝑗(𝑦

𝜎 + 𝑧𝜎(𝑡)) 𝑏𝑖𝑗(0) ≡ 𝑏𝑖𝑗, 𝑏(𝑡) ≡ 𝑏(𝑦𝜎 + 𝑧𝜎(𝑡)), 𝑏(0) ≡ 𝑏,
𝑔𝑖𝑗(𝑡) ≡ 𝑔𝑖𝑗(𝑦

𝜎 + 𝑧𝜎(𝑡)), 𝑔𝑖𝑗(0) ≡ 𝑔𝑖𝑗, 𝑔(𝑡) ≡ 𝑔(𝑦𝜎 + 𝑧𝜎(𝑡)) 𝑔(0) ≡ 𝑔,
𝑎𝑗(𝑡) ≡ 𝑎𝑗, 𝑐(𝑡) ≡ 𝑐, 𝑧𝜎(𝑡) ≡ 𝑧𝜎.
Положим:

𝑧𝜎(𝑡) = 𝑎𝑗(𝑡)𝑦𝜎, 𝑗 + 𝑐(𝑡)𝑛𝜎, (7)

где 𝑎𝑗(0) ≡ 0, 𝑐(0) ≡ 0.
Таким образом, деформация {𝐹𝑡} поверхности 𝐹 , заданная формулой (1), опреде-

ляется функциями 𝑎𝑗 и 𝑐.
Условие 𝐺-деформации {𝐹𝑡} поверхности 𝐹 имеет вид (см.: [2, с. 8]):

𝛿𝛼𝛽(𝑦
𝛼
,𝑖 + 𝑧𝛼,𝑖(𝑡))𝑛

𝛽 = 0. (8)

Введем на 𝐹 сопряженно изотермическую систему координат (𝑥1, 𝑥2). Обозначим 𝑏𝑖𝑖 =
= 𝑉 , 𝑖 = 1, 2, при этом 𝑏12 = 𝑏21 = 0. Тогда систему уравнений (8) можно записать в
следующем виде:

𝑐, 1 + 𝑉 𝑎1 = 0,

𝑐, 2 + 𝑉 𝑎2 = 0. (9)

Продифференцируем первое уравнение системы (9) по 𝑥2, второе — по 𝑥1 и вычтем
из первого уравнения второе. Тогда мы получим:

𝑉 𝜕2𝑎
1 − 𝑉 𝜕1𝑎

2 + 𝜕2𝑉 𝑎
1 − 𝜕1𝑉 𝑎

2 = 0. (10)

8 А.И. Бодренко. Непрерывные 𝐻𝐺-деформации поверхностей с краем в евклидовом пространстве
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Получаем следующее уравнение, описывающее 𝐺-деформации поверхности в со-
пряженно изотермической системе координат (𝑥1, 𝑥2):

𝜕2�̇�
1 − 𝜕1�̇�

2 + 𝑝𝑘�̇�
𝑘 = 0,

где 𝑝1 = 𝜕2(ln𝑉 ), 𝑝2 = −𝜕1(ln𝑉 ). Заметим, что 𝑝𝑘 не зависят от 𝑡.
Вычислим Δ(𝐻). Заметим, что средняя кривизна 𝐻 поверхности 𝐹 в 𝐸3 вычисля-

ется по формуле:
2𝐻 = 𝑔𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗 = 𝑔11𝑏11 + 2𝑔12𝑏12 + 𝑔22𝑏22.

Получаем:
2Δ(𝐻) = 2(𝐻(𝑡)−𝐻) = 𝑔𝑖𝑗(𝑡)𝑏𝑖𝑗(𝑡)− 𝑔𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗. (14)

Имеют место следующие формулы:

𝑔11(𝑡) =
𝑔22(𝑡)

𝑔(𝑡)
, 𝑔22(𝑡) =

𝑔11(𝑡)

𝑔(𝑡)
, 𝑔12(𝑡) = 𝑔21(𝑡) = −𝑔12(𝑡)

𝑔(𝑡)
. (15)

Подставив (15) в (14), получим:

Δ(𝐻) =
𝑔22(𝑡)𝑏11(𝑡) + 𝑔11(𝑡)𝑏22(𝑡)− 2𝑔12(𝑡)𝑏12(𝑡)− 2𝑔(𝑡)𝐻

2𝑔(𝑡)
. (16)

Справедливы следующие соотношения:

𝑔𝑖𝑗(𝑡) = 𝑔𝑖𝑗 +Δ(𝑔𝑖𝑗), 𝑏𝑖𝑗(𝑡) = 𝑏𝑖𝑗 +Δ(𝑏𝑖𝑗), 𝑔(𝑡) = 𝑔 +Δ(𝑔). (17)

Учитывая (17), из (16) находим:

2𝑔(𝑡)Δ(𝐻) = 𝑔22𝑏11(𝑡) + 𝑔11𝑏22(𝑡)− 2𝑔12𝑏12(𝑡) + Δ(𝑔22)𝑏11(𝑡)+

+Δ(𝑔11)𝑏22(𝑡)− 2Δ(𝑔12)𝑏12(𝑡)− 2𝑔𝐻 − 2Δ(𝑔)𝐻 =

= 𝑔22𝑏11 + 𝑔11𝑏22 − 2𝑔12𝑏12 + 𝑔22Δ(𝑏11) + 𝑔11Δ(𝑏22)− 2𝑔12Δ(𝑏12)+

+Δ(𝑔22)𝑏11 +Δ(𝑔11)𝑏22 − 2Δ(𝑔12)𝑏12 +Δ(𝑔22)Δ(𝑏11)+

+Δ(𝑔11)Δ(𝑏22)− 2Δ(𝑔12)Δ(𝑏12)− 2𝑔𝐻 − 2Δ(𝑔)𝐻. (18)

Упрощая уравнение (18), получаем уравнение:

2𝑔(𝑡)Δ(𝐻) = 𝑔22Δ(𝑏11) + 𝑔11Δ(𝑏22)− 2𝑔12Δ(𝑏12)+

+Δ(𝑔22)𝑏11 +Δ(𝑔11)𝑏22 − 2Δ(𝑔12)𝑏12 +Δ(𝑔22)Δ(𝑏11)+

+Δ(𝑔11)Δ(𝑏22)− 2Δ(𝑔12)Δ(𝑏12)− 2Δ(𝑔)𝐻. (19)

Отсюда,
2𝑔(𝑡)Δ(𝐻) = 𝑔22Δ(𝑏11) + 𝑔11Δ(𝑏22)− 2𝑔12Δ(𝑏12)+

+𝑉Δ(𝑔22) + 𝑉Δ(𝑔11)− 2Δ(𝑔12)𝑏12 +Δ(𝑔22)Δ(𝑏11)+

+Δ(𝑔11)Δ(𝑏22)− 2Δ(𝑔12)Δ(𝑏12)− 2Δ(𝑔)𝐻. (20)

Обратимся к формуле, определяющей Δ(𝑏𝑖𝑗) (см.: [2, с. 13, формула (39)])

Δ(𝑏𝑖𝑗) = 𝜕𝑖(𝑎
𝑘)𝑏𝑗𝑘 +𝑀2

𝑖𝑗, (21)
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где 𝑀2
𝑖𝑗 имеют явный вид (см.: [2, с. 12, формулы (30), (32)]).

Имеет место следующее соотношение (см.: [2, с. 10, формула (18)]):

Δ(𝑔𝑖𝑖) = 𝜕𝑖(𝑎
𝑖)𝑔𝑖𝑖 +𝑀5

𝑖𝑖, (22)

где 𝑀5
𝑖𝑗 имеют явный вид (см.: [2, с. 10, формула (18)]).

Следовательно, из (20) имеем:

2𝑔(𝑡)Δ(𝐻) = 𝑉 𝑔22𝜕1(𝑎
1) + 𝑉 𝑔11𝜕2(𝑎

2) + 𝑉 𝑔22𝜕2(𝑎
2) + 𝑉 𝑔11𝜕1(𝑎

1)+

+ 𝑔22𝑀
4
11 + 𝑔11𝑀

4
22 + 𝑉𝑀5

22 + 𝑉𝑀5
11 − 2𝑔12Δ(𝑏12)+

+Δ(𝑔22)Δ(𝑏11) + Δ(𝑔11)Δ(𝑏22)− 2Δ(𝑔12)Δ(𝑏12)− 2Δ(𝑔)𝐻. (23)

Обозначим
Ψ4 = 𝑔22𝑀

4
11 + 𝑔11𝑀

4
22 + 𝑉𝑀5

22 + 𝑉𝑀5
11 − 2𝑔12Δ(𝑏12)+

+Δ(𝑔22)Δ(𝑏11) + Δ(𝑔11)Δ(𝑏22)− 2Δ(𝑔12)Δ(𝑏12). (24)

Учитывая обозначение (24), из (23) получим:

2𝑔(𝑡)Δ(𝐻) = 𝑉 𝑔22𝜕1(𝑎
1) + 𝑉 𝑔11𝜕2(𝑎

2) + 𝑉 𝑔22𝜕2(𝑎
2) + 𝑉 𝑔11𝜕1(𝑎

1) + Ψ4 − 2Δ(𝑔)𝐻. (25)

Отсюда,

Δ(𝐻) =
𝑉 (𝑔11 + 𝑔22)(𝜕1(𝑎

1) + 𝜕2(𝑎
2)) + Ψ4 − 2Δ(𝑔)𝐻

2𝑔(𝑡)
. (26)

В силу формулы (25), из (26) имеем:

Δ(𝐻) =
𝑉 (𝑔11 + 𝑔22)(𝜕1𝑎

1 + 𝜕2𝑎
2) + Ψ4 − 4𝑔𝐻(𝜕1𝑎

1 + 𝜕2𝑎
2 + 𝑞𝑘𝑎

𝑘 −Ψ2

2𝑔(𝑡)
, (27)

где Ψ2 имеет явный вид (см.: [2, с. 11, формула (25)]).
Используя формулу

2𝐻𝑔 = 𝑉 (𝑔11 + 𝑔22),

из (27) получим следующее уравнение:

Δ(𝐻) =
−2𝑔𝐻(𝜕1𝑎

1 + 𝜕2𝑎
2)− 4𝐻𝑔𝑞𝑘𝑎

𝑘 + 4𝐻𝑔Ψ2 +Ψ4

2𝑔(𝑡)
. (28)

Следовательно,

Δ(𝐻) =
𝐻𝑔

𝑔(𝑡)

(︂
−𝜕1𝑎1 − 𝜕2𝑎

2 − 2𝑞𝑘𝑎
𝑘 + 2Ψ2 +

Ψ4

2𝐻𝑔

)︂
. (29)

Дифференцируя Δ(𝐻) по 𝑡, из (29) имеем:

Δ̇(𝐻) =
𝐻𝑔

𝑔(𝑡)

(︃
−𝜕1�̇�1 − 𝜕2�̇�

2 − 2𝑞𝑘�̇�
𝑘 + 2Ψ̇2 +

Ψ̇4

2𝐻𝑔

)︃
−

−𝐻𝑔�̇�(𝑡)
(𝑔(𝑡))2

(︂
−𝜕1𝑎1 − 𝜕2𝑎

2 − 2𝑞𝑘𝑎
𝑘 + 2Ψ2 +

Ψ4

2𝐻𝑔

)︂
. (30)
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Учитывая, что Δ(𝐻) = 0 и используя (29), из (30) получаем следующее представление

Δ̇(𝐻) = 𝐻
(︁
−𝜕1�̇�1 − 𝜕2�̇�

2 − 𝑞
(ℎ)
𝑘 �̇�𝑘 + Ψ̇

(ℎ)
2

)︁
, (31)

где Ψ̇
(ℎ)
2 = 𝑞

(ℎ)
0 �̇�−𝑃 (ℎ)

0 (�̇�1, �̇�2, 𝜕𝑖�̇�
𝑗). При этом 𝑞

(ℎ)
0 , 𝑞(ℎ)𝑘 и 𝑃 (ℎ)

0 имеют явный вид. Заметим,
что 𝑞(ℎ)𝑘 ∈ 𝐶𝑚−3,𝜈 , 𝑞

(ℎ)
0 ∈ 𝐶𝑚−3,𝜈 и не зависят от 𝑡.

Из (31) получим следующее уравнение для 𝐻-деформации с условием 𝐺-деформации:

𝜕1�̇�
1 + 𝜕2�̇�

2 + 𝑞
(ℎ)
𝑘 �̇�𝑘 = Ψ̇

(ℎ)
2 . (32)

Таким образом, весь класс 𝐻𝐺-деформаций поверхности 𝐹 в евклидовом простран-
стве 𝐸3 описывается следующей системой дифференциальных уравнений:

𝜕2�̇�
1 − 𝜕1�̇�

2 + 𝑝𝑘�̇�
𝑘 = 0,

𝜕1�̇�
1 + 𝜕2�̇�

2 + 𝑞
(ℎ)
𝑘 �̇�𝑘 = Ψ̇

(ℎ)
2 . (33)

Лемма 1. Пусть выполняются следующие условия:
1) ∃𝑡0 > 0 такое, что 𝑎𝑘(𝑡), 𝜕𝑖𝑎

𝑘(𝑡), �̇�𝑘(𝑡), 𝜕𝑖�̇�
𝑘(𝑡) — непрерывны по 𝑡,∀𝑡 ∈ [0, 𝑡0],

𝑎𝑘(0) ≡ 0, 𝜕𝑖𝑎
𝑘(0) ≡ 0.

2) ∃𝑡0 > 0 такое, что 𝑎𝑖(𝑡) ∈ 𝐶𝑚−2,𝜈 , 𝜕𝑘𝑎
𝑖(𝑡) ∈ 𝐶𝑚−3,𝜈 , ∀𝑡 ∈ [0, 𝑡0].

Тогда ∃𝑡* > 0 такое, что для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡*) 𝑃
(ℎ)
0 ∈ 𝐶𝑚−3,𝜈 и выполняется

следующее неравенство:

‖𝑃 (ℎ)
0 (�̇�1(1), �̇�

2
(1))− 𝑃

(ℎ)
0 (�̇�1(2), �̇�

2
(2))‖𝑚−2,𝜈 ≤

≤ 𝐾1(𝑡)(‖�̇�1(1) − �̇�1(2)‖𝑚−1,𝜈 + ‖�̇�2(1) − �̇�2(2)‖𝑚−1,𝜈),

где для любого 𝜀 > 0 существует 𝑡0 > 0 такое, что для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0) выполняется
следующее неравенство: 𝐾1(𝑡) < 𝜀.

Доказательство леммы 1 следует из построения функции 𝑃
(ℎ)
0 и лемм 1–6, дока-

занных в статье [2].

§ 3. Доказательство теоремы 1

Сведем исследование системы уравнений (33) с краевым условием (2) методами,
описанными в работе [2] (см.: [2, S 8]), к исследованию следующей краевой задачи для
обобщенных аналитических функций.

𝜕𝑧�̇� + 𝐴�̇� +𝐵 ¯̇𝑤 + 𝐸(�̇�) = Ψ̇, 𝑅𝑒{𝜆�̇�} = �̇� на 𝜕𝐷, (34)

где Ψ̇, �̇�, 𝐸 имеют явный вид и определяются аналогично функциям, введенным в
работе [2]. 𝜆 = 𝜆1 + 𝑖𝜆2, |𝜆| ≡ 1, 𝜆, �̇� ∈ 𝐶𝑚−2,𝜈(𝜕𝐷).

Исследование разрешимости краевой задачи (34) проводится методами, разрабо-
танными в статье [2] (см.: [2, S 8]). Используя выводы, полученные в работе [2] (см.:
[2, S 9]), приходим к утверждениям теоремы 1.
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Abstract. The properties of continuous deformations of surfaces with
boundary in Euclidean 3-space preserving its Grassmannian image and mean
curvature are studied in this article.

We determine the continuous 𝐻𝐺-deformation for simply connected oriented
surface 𝐹 with boundary 𝜕𝐹 in Euclidean 3-space. We derive the differential
equations of 𝐺-deformations of surface 𝐹 . We prove the lemma where we derive
auxiliary properties of functions characterizing 𝐻𝐺-deformations of surface 𝐹 .

Then on the surface 𝐹 we introduce conjugate isothermal coordinate system
which simplifies the form of equations of 𝐺-deformations.

From the system of differential equations characterizing 𝐺-deformations of
surface 𝐹 in conjugate isothermal coordinate system we go to the nonlinear
integral equation and resolve it by the method of successive approximations.

We derive the equations of 𝐻𝐺-deformations of surface 𝐹 . We get the
formulas of change Δ(𝑔𝑖𝑗) and Δ(𝑏𝑖𝑗) of coefficients 𝑔𝑖𝑗 and 𝑏𝑖𝑗 of the first and
the second fundamental forms of surface 𝐹 , respectively, for deformation {𝐹𝑡}.
Then, using
formulas of Δ(𝑔𝑖𝑗) and Δ(𝑏𝑖𝑗), we find the conditions characterizing
𝐻𝐺-deformations of two-dimensional surface 𝐹 in Euclidean space 𝐸3.

We show that finding of 𝐻𝐺-deformations of surface 𝐹 brings to the
following boundary-value problem (A):

𝜕𝑧�̇� + 𝐴�̇� +𝐵 ¯̇𝑤 + 𝐸(�̇�) = Ψ̇, 𝑅𝑒{𝜆�̇�} = �̇� on 𝜕𝐹,

where 𝐴, 𝐵, 𝜆, Ψ̇, �̇� are given functions of complex variable, �̇� is unknown
function of complex variable, operator 𝐸(�̇�) has implicit form.

Prior to resolving boundary-value problem (A) we find the solution of
the following boundary-value problem for generalized analytic functions:

𝜕𝑧�̇� + 𝐴�̇� +𝐵 ¯̇𝑤 = Ψ̇, 𝑅𝑒{𝜆�̇�} = �̇� on 𝜕𝐹.

Then we use the theory of Fredholm operator of index zero and the theory
of Volterra operator equation. Using the method of successive approximations
and the principle of contractive mapping, we obtain solution of boundary-value
problem (𝐴) and the proof of theorem 1, the main result of this article.

Key words: deformation of surface, mean curvature, Gaussian curvature,
𝐺-deformation, continuous deformation.

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2014. № 1 (20)


