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Аннотация. В работе исследуются свойства нормальных сечений и гео-
дезических на 𝑛-мерных циклически рекуррентных подмногообразиях 𝐹 𝑛 в
(𝑛 + 𝑝)-мерных евклидовых пространствах 𝐸𝑛+𝑝. Устанавливаются условия,
при которых циклически рекуррентные подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 имеют
нулевое геодезическое кручение в каждой точке по любому направлению.
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Введение

Пусть 𝐹 𝑛 — 𝑛-мерное (𝑛 ≥ 2) гладкое подмногообразие в (𝑛 + 𝑝)-мерном (𝑝 ≥ 1)
пространстве постоянной кривизны 𝑀𝑛+𝑝(𝑐). В геометрии погруженных многообразий
важное место занимают исследования, касающиеся подмногообразий 𝐹 𝑛 ⊂ 𝑀𝑛+𝑝(𝑐) со
специальными свойствами второй фундаментальной формы.

Обозначим через 𝑏 вторую фундаментальную форму 𝐹 𝑛, через ∇ — связность Ван
дер Вардена — Бортолотти.

Вторая фундаментальная форма 𝑏 ̸= 0 называется параллельной (в связности ∇),
если ∇𝑏 = 0. Подмногообразия с ∇𝑏 = 0 называются параллельными. Параллельные
подмногообразия 𝐹 𝑛 в пространствах постоянной кривизны 𝑀𝑛+𝑝(𝑐) являются внешне-
геометрическими аналогами локально симметрических пространств, то есть римановых
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пространств с ковариантно постоянным тензором кривизны 𝑅. Критерий параллельности
второй фундаментальной формы 𝑏 установлен в [2].

Вторая фундаментальная форма 𝑏 ̸= 0 называется рекуррентной, если на 𝐹 𝑛 су-
ществует 1-форма 𝜇 такая, что ∇𝑏 = 𝜇 ⊗ 𝑏. Внутренняя геометрия подмногообразий
с рекуррентной второй фундаментальной формой исследована в [1]. Полная локальная
классификация и геометрическое описание подмногообразий c не параллельной рекур-
рентной второй фундаментальной формой в пространствах постоянной кривизны получе-
ны в [12]. Cвойства кэлеровых подмногообразий с рекуррентной второй фундаменталь-
ной формой в пространствах постоянной голоморфной секционной кривизны установле-
ны в [5]. Некоторые свойства вещественных римановых симметрических пространств
с комплексной структурой, то есть эрмитовых симметрических пространств, изучены
в [22].

Вторая фундаментальная форма 𝑏 ̸= 0 называется циклически рекуррентной [4],
если на 𝐹 𝑛 существует 1-форма 𝜇 такая, что

∇𝑋𝑏(𝑌, 𝑍) = 𝜇(𝑋)𝑏(𝑌, 𝑍) + 𝜇(𝑌 )𝑏(𝑍,𝑋) + 𝜇(𝑍)𝑏(𝑋, 𝑌 ) (1)

для любых векторных полей 𝑋, 𝑌, 𝑍, касательных к 𝐹 𝑛.

Определение 1. Подмногообразие 𝐹 𝑛 ⊂ 𝑀𝑛+𝑝(𝑐) с циклически рекуррентной второй
фундаментальной формой 𝑏 ̸= 0 будем называть циклически рекуррентным подмногооб-
разием [10].

Класс циклически рекуррентных подмногообразий содержит подклассы параллель-
ных подмногообразий и не параллельных рекуррентных подмногообразий, но не исчер-
пывается ими. Некоторые свойства гиперповерхностей 𝐹 𝑛 с циклически рекуррентной
не параллельной второй фундаментальной формой в евклидовых пространствах 𝐸𝑛+1

установлены в [4; 8; 19]. Циклически рекуррентные подмногообразия 𝐹 𝑛 с плоской нор-
мальной связностью в евклидовых пространствах 𝐸𝑛+𝑝 классифицированы в [3; 7; 13].

В терминах второй фундаментальной формы 𝑏 подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝑀𝑛+𝑝(𝑐)
определяются специальные классы нормальных векторных полей. В [17] введено понятие
рекуррентного вектора нормальной кривизны и изучены свойства 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 с парал-
лельным нормальным векторным полем специального вида. В [15] получена классифи-
кация двумерных поверхностей 𝐹 2 с плоской нормальной связностью в пространствах
постоянной кривизны, на которых каждая геодезическая имеет постоянную кривизну.
В [11] описаны параллельные нормальные поля вдоль геодезических на циклически
рекуррентных подмногообразиях 𝐹 𝑛 в пространствах постоянной кривизны 𝑀𝑛+𝑝(𝑐).

С помощью второй фундаментальной формы 𝑏 и связности ∇ получены форму-
лы для вычисления нормальной кривизны 𝑘𝑁(𝑥, 𝑡) и нормального кручения κ𝑁(𝑥, 𝑡)
подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 в точке 𝑥 по направлению 𝑡, установлены необходи-
мые и достаточные условия принадлежности 𝐹 𝑛 некоторым (𝑛+ 1)-мерным плоскостям
𝐸𝑛+1 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 [18; 20; 21]. В работе [16] изучены свойства двумерных поверхностей с ну-
левым нормальным кручением в 𝐸4. Эти исследования для 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 были продолжены
в [6; 9] для произвольных 𝑛 и 𝑝. Некоторые свойства нормальных сечений циклически
рекуррентных подмногообразий 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 установлены в [10]. Свойства геодезических
и нормальных сечений на вещественных флаговых многообразиях исследовались в [23].

В настоящей работе изучаются свойства нормальных сечений и геодезических на
циклически рекуррентных подмногообразиях 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 при произвольных 𝑛 и 𝑝.
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Пусть 𝑥 — произвольная точка 𝐹 𝑛, 𝑇𝑥𝐹 𝑛 — касательное пространство к 𝐹 𝑛 в точке
𝑥. Пусть 𝛾𝑔(𝑥, 𝑡) — геодезическая на 𝐹 𝑛, проходящая через точку 𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 в направле-
нии 𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹

𝑛. Обозначим через 𝑘𝑔(𝑥, 𝑡) и κ𝑔(𝑥, 𝑡) кривизну и кручение геодезической
𝛾𝑔(𝑥, 𝑡) ⊂ 𝐸𝑛+𝑝, соответственно, вычисленные в точке 𝑥.

Определение 2. Кручение κ𝑔(𝑥, 𝑡) геодезической 𝛾𝑔(𝑥, 𝑡) называется геодезическим кру-
чением подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 в точке 𝑥 по направлению 𝑡.

Обозначим через ℛ0 (см.: [14]) множество подмногообразий 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝, на кото-
рых

𝑘𝑔(𝑥, 𝑡) ̸= 0, κ𝑔(𝑥, 𝑡) ≡ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛. (2)

Пусть 𝑇⊥
𝑥 𝐹

𝑛 — нормальное пространство к 𝐹 𝑛 в точке 𝑥. Рассмотрим в точке
𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 для любого ненулевого вектора 𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹

𝑛 (𝑝+ 1)-мерную плоскость

𝐸𝑝+1(𝑥, 𝑡, 𝑇⊥
𝑥 𝐹

𝑛) ⊆ 𝐸𝑛+𝑝.

Плоскость 𝐸𝑝+1(𝑥, 𝑡, 𝑇⊥
𝑥 𝐹

𝑛) пересекает 𝐹 𝑛 в окрестности точки 𝑥 по некоторой кривой
𝛾𝑁(𝑥, 𝑡).

Определение 3. Кривая 𝛾𝑁(𝑥, 𝑡), ее кривизна 𝑘𝑁(𝑥, 𝑡) и кручение κ𝑁(𝑥, 𝑡) в 𝐸𝑛+𝑝, вы-
численные в точке 𝑥, называются, соответственно, нормальным cечением, нормальной
кривизной и нормальным кручением подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 в точке 𝑥 по направ-
лению 𝑡.

Имеют место следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть 𝐹 𝑛 есть циклически рекуррентное подмногообразие в 𝐸𝑛+𝑝 без
асимптотических направлений. 𝐹 𝑛 принадлежит множеству ℛ0 тогда и только
тогда, когда выполняется условие:

𝑘𝑁(𝑥, 𝑡) = 𝑘(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛. (3)

Теорема 2. Пусть 𝐹 𝑛 есть циклически рекуррентное подмногообразие в 𝐸𝑛+2 без
асимптотических направлений. Если 𝐹 𝑛 удовлетворяет условию (3), то 𝐹 𝑛 имеет
плоскую нормальную связность 𝑅⊥ ≡ 0.

Замечание. Поверхность 𝐹 2 ⊂ 𝐸4, у которой индикатриса нормальной кривизны в
каждой точке 𝑥 является окружностью с центром в 𝑥, удовлетворяет условию (3) и при
этом не принадлежит множеству ℛ0, и 𝑅⊥ ̸= 0.

Теорема 3. Пусть 𝐹 𝑛 есть связное циклически рекуррентное подмногообразие
в 𝐸𝑛+2 без асимптотических направлений. Если 𝐹 𝑛 удовлетворяет условию (3),
то 𝐹 𝑛 является открытой частью гиперсферы 𝑆𝑛 в некоторой гиперплоскости
𝐸𝑛+1 ⊂ 𝐸𝑛+2.

Теорема 4. Пусть 𝐹 𝑛 есть связное циклически рекуррентное подмногообразие в
𝐸𝑛+𝑝 (𝑝 ≥ 3) без асимптотических направлений. Если 𝐹 𝑛 удовлетворяет условию (3)
и имеет 𝑛 линейно независимых сопряженных направлений в каждой точке 𝑥 ∈
∈ 𝐹 𝑛, то 𝐹 𝑛 является открытой частью гиперсферы 𝑆𝑛 в некотором (𝑛+1)-мерном
подпространстве 𝐸𝑛+1 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝.

8 И.И. Бодренко. Некоторые свойства нормальных сечений и геодезических
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1. Уравнения циклически рекуррентных подмногообразий
в евклидовом пространстве

Пусть 𝐸𝑛+𝑝 — (𝑛 + 𝑝)-мерное евклидово пространство с декартовыми прямоуголь-
ными координатами (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+𝑝), <,> — скалярное произведение в 𝐸𝑛+𝑝. Пусть
𝐹 𝑛 — гладкое подмногообразие в 𝐸𝑛+𝑝. В окрестности каждой точки 𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 подмного-
образие 𝐹 𝑛 можно задать уравнениями

𝑥𝑎 = 𝑓𝑎(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) ∈ 𝐷, 𝑎 = 1, 𝑛+ 𝑝,

где 𝐷 — некоторая область параметрического пространства (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛),
𝑓𝑎(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) ∈ 𝐶∞(𝐷).

Пусть

�⃗�(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = {𝑓 1(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), 𝑓 2(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), . . . , 𝑓𝑛+𝑝(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)} —

векторное параметрическое уравнение подмногообразия 𝐹 𝑛 в окрестности точки 𝑥 ∈ 𝐹 𝑛.
Условимся, что здесь и далее индексы будут принимать следующие значения: 𝑖, 𝑗,

𝑘, 𝑙, 𝑚, . . .= 1, . . . , 𝑛, 𝛼, 𝛽, 𝜎, . . .= 1, . . . , 𝑝, и всюду действует правило суммирования
Эйнштейна.

Рассмотрим нормальное оснащение подмногообразия 𝐹 𝑛, заданное полем ортонор-
мированных реперов {�⃗�𝛼|} в нормальном расслоении 𝑇⊥𝐹 𝑛 подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂
⊂ 𝐸𝑛+𝑝, < �⃗�𝛼|, �⃗�𝛽| >= 𝛿𝛼𝛽, где 𝛿𝛼𝛽 — символ Кронекера.

Обозначим

�⃗�𝑖 =
𝜕�⃗�(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)

𝜕𝑢𝑖
, �⃗�𝑖𝑗 =

𝜕2�⃗�(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)

𝜕𝑢𝑖𝜕𝑢𝑗
, �⃗�𝛼|𝑖 =

𝜕�⃗�𝛼(𝑢
1, . . . , 𝑢𝑛)

𝜕𝑢𝑖
.

Векторы {�⃗�𝑖(𝑥)} образуют базис касательного пространства 𝑇𝑥𝐹 𝑛 подмногообразия 𝐹 𝑛

в точке 𝑥.
Метрическая форма подмногообразия 𝐹 𝑛 имеет вид:

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑢
𝑖𝑑𝑢𝑗,

где 𝑔𝑖𝑗 =< �⃗�𝑖, �⃗�𝑗 >.
Обозначим через

𝐼𝐼(�⃗�𝛼|) = 𝑏𝛼|𝑖𝑗𝑑𝑢
𝑖𝑑𝑢𝑗

вторую квадратичную форму подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 относительно нормали �⃗�𝛼|,
где 𝑏𝛼|𝑖𝑗 = < �⃗�𝛼|, �⃗�𝑖𝑗 >.

В каждой точке 𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 оператор Вейнгартена 𝐴𝛼 : 𝑇𝑥𝐹
𝑛 −→ 𝑇𝑥𝐹

𝑛 относительно
нормали �⃗�𝛼|(𝑥) определяется по формуле

< 𝐴𝛼�⃗�𝑖(𝑥), �⃗�𝑗(𝑥) >=< �⃗�𝛼|(𝑥), �⃗�𝑖𝑗(𝑥) > .

Коэффициенты Γ⊥
𝛼𝛽|𝑖 =< �⃗�𝛼|, �⃗�𝛽|𝑖 > называются компонентами нормальной связно-

сти 𝐷 подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝.
Ковариантная производная вектора �⃗�𝛼| в нормальной связности 𝐷 вычисляется

по формуле

𝐷𝑖�⃗�𝛼| = Γ⊥𝛽
𝛼|𝑖 �⃗�𝛽|, где Γ⊥𝛽

𝛼|𝑖 = 𝛿𝛽𝜎Γ⊥
𝜎𝛼|𝑖, матрица ||𝛿𝛼𝛽|| = ||𝛿𝛼𝛽||−1.
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Линейные формы

𝜔𝛼𝛽 = Γ⊥
𝛼𝛽|𝑖𝑑𝑢

𝑖

называются линейными формами кручения подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝.
Компоненты тензора нормальной кривизны 𝑅⊥ вычисляются по формуле

𝑅⊥𝛼
𝛽|𝑖𝑗 =

𝜕Γ⊥𝛼
𝛽|𝑖

𝜕𝑢𝑗
−
𝜕Γ⊥𝛼

𝛽|𝑗

𝜕𝑢𝑖
+ Γ⊥𝜎

𝛽|𝑖Γ
⊥𝛼
𝜎|𝑗 − Γ⊥𝜎

𝛽|𝑗Γ
⊥𝛼
𝜎|𝑖 . (4)

Ковариантная производная второй фундаментальной формы 𝑏 в связности Ван
дер Вардена — Бортолотти ∇ вычисляется по формуле

∇𝑖𝑏
𝛼
𝑗𝑘 =

𝜕𝑏𝛼𝑗𝑘
𝜕𝑢𝑖

− Γ𝑙
𝑖𝑗𝑏

𝛼
𝑙𝑘 − Γ𝑙

𝑖𝑘𝑏
𝛼
𝑗𝑙 + Γ⊥𝛼

𝛽|𝑖 𝑏
𝛽
𝑗𝑘, (5)

где Γ𝑙
𝑖𝑗 — символы Кристоффеля, вычисленные относительно метрического тензора 𝑔𝑖𝑗,

𝑏𝛼𝑖𝑗 = 𝛿𝛼𝜎𝑏𝜎|𝑖𝑗 .
Уравнения Гаусса, Петерсона — Кодацци и Риччи, соответственно, имеют вид:

𝑝∑︁
𝜎=1

𝑏𝜎𝑖𝑗𝑏
𝜎
𝑘𝑙 − 𝑏𝜎𝑖𝑘𝑏

𝜎
𝑗𝑙 = 𝑔𝑚𝑙

(︂
𝜕Γ𝑚

𝑗𝑖

𝜕𝑢𝑘
− 𝜕Γ𝑚

𝑘𝑖

𝜕𝑢𝑗
+ Γ𝑠

𝑖𝑗Γ
𝑚
𝑘𝑠 − Γ𝑠

𝑖𝑘Γ
𝑚
𝑗𝑠

)︂
, (6)

∇𝑖𝑏
𝛼
𝑗𝑘 = ∇𝑗𝑏

𝛼
𝑖𝑘, (7)

𝑅⊥𝛼
𝛽|𝑖𝑗 = 𝑔𝑘𝑙

(︀
𝑏𝛽|𝑖𝑘𝑏

𝛼
𝑙𝑗 − 𝑏𝛽|𝑗𝑘𝑏

𝛼
𝑙𝑖

)︀
. (8)

Условие (1) имеет вид

∇𝑖𝑏
𝛼
𝑗𝑘 = 𝜇𝑖𝑏

𝛼
𝑗𝑘 + 𝜇𝑗𝑏

𝛼
𝑘𝑖 + 𝜇𝑘𝑏

𝛼
𝑖𝑘, (9)

где 𝜇𝑖 = 𝜇𝑖(𝑢
1, . . . , 𝑢𝑛) — компоненты 1-формы 𝜇 = 𝜇𝑖𝑑𝑢

𝑖.
Система уравнений (6)–(9) определяет циклически рекуррентные подмногообразия

𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 и только их.

2. Основные леммы

Лемма 1. Кривизна 𝑘𝑔(𝑥, 𝑡) и кручение κ𝑔(𝑥, 𝑡) геодезической 𝛾𝑔(𝑥, 𝑡) вычисляются по
формулам:

𝑘𝑔(𝑥, 𝑡) = |𝑏(𝜏, 𝜏)|, (10)

κ𝑔(𝑥, 𝑡) =

(︃
|[𝜏 ∧ 𝐴𝑏(𝜏,𝜏)𝜏 ]|2

|𝑏(𝜏, 𝜏)|2
+

|[𝑏(𝜏, 𝜏) ∧ (∇𝜏𝑏)(𝜏, 𝜏)]|2

|𝑏(𝜏, 𝜏)|4

)︃1/2

, (11)

где 𝜏 = 𝑡/|𝑡|, |𝑡| =
√
< 𝑡, 𝑡 >, ∧ — внешнее произведение в 𝐸𝑛+𝑝. Формула (11) имеет

смысл, когда 𝑡 — неасимптотическое направление.

10 И.И. Бодренко. Некоторые свойства нормальных сечений и геодезических
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Доказательство. Формулы (10), (11) следуют из определения 𝑘𝑔(𝑥, 𝑡), κ𝑔(𝑥, 𝑡). Дока-
зательство (10), (11) содержится в [10] (см.: [10, гл. 8, лемма 8.1]).

Лемма 2. Пусть 𝐹 𝑛 есть циклически рекуррентное подмногообразие в 𝐸𝑛+𝑝 без
асимптотических направлений. Тогда геодезическое кручение 𝐹 𝑛 в точке 𝑥 по на-
правлению 𝑡 вычисляется по формуле:

κ𝑔(𝑥, 𝑡) =
|[𝜏 ∧ 𝐴𝑏(𝜏,𝜏)𝜏 ]|

|𝑏(𝜏, 𝜏)|
, (12)

где 𝜏 = 𝑡/|𝑡|, |𝑡| =
√
< 𝑡, 𝑡 >, ∧ — внешнее произведение в 𝐸𝑛+𝑝.

Доказательство. В силу (9) имеем

∇𝑡𝑏(𝑡, 𝑡) = 3𝜇(𝑡)𝑏(𝑡, 𝑡), ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛.

Отсюда находим

[𝑏(𝑡, 𝑡) ∧ (∇𝑡𝑏)(𝑡, 𝑡)] = [𝑏(𝑡, 𝑡) ∧ 3𝜇(𝑡)𝑏(𝑡, 𝑡)] = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛. (13)

Тогда из (11), учитывая (13), приходим к (12).
Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть 𝐹 𝑛 есть циклически рекуррентное подмногообразие в 𝐸𝑛+𝑝 без
асимптотических направлений. 𝐹 𝑛 принадлежит множеству ℛ0 тогда и только
тогда, когда в каждой точке 𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 для всех взаимно ортогональных векторов
𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑥𝐹

𝑛 выполнено уравнение:

< 𝑏(𝑋,𝑋), 𝑏(𝑋, 𝑌 ) >= 0. (14)

Доказательство. В силу (12) 𝐹 𝑛 принадлежит множеству ℛ0 тогда и только тогда,
когда выполнено уравнение

[𝑡 ∧ 𝐴𝑏(𝑡,𝑡)𝑡] = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛. (15)

Так как равенство [𝑡∧𝐴𝑏(𝑡,𝑡)𝑡] = 0 означает, что векторы 𝑡 и 𝐴𝑏(𝑡,𝑡)𝑡 коллинеарны, то (15)
равносильно условию (14).

Лемма доказана.

3. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 1. В силу леммы 1 условие (2) эквивалентно следующим
соотношениям:

𝑏(𝑡, 𝑡) ̸= 0, [𝑡 ∧ 𝐴𝑏(𝑡,𝑡)𝑡] = 0, [𝑏(𝑡, 𝑡) ∧ (∇𝑡𝑏)(𝑡, 𝑡)] = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛. (16)

Нормальная кривизна 𝑘𝑁(𝑥, 𝑡) подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 в точке 𝑥 по направле-
нию 𝑡 вычисляется по формуле

𝑘𝑁(𝑥, 𝑡) = |𝑏(𝜏, 𝜏)|,
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где 𝜏 = 𝑡/|𝑡|, |𝑡| =
√
< 𝑡, 𝑡 >.

Следовательно, условие (3) равносильно соотношению

|𝑏(𝑡, 𝑡)| = 𝑘(𝑥)|𝑡|2, ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛. (17)

Замечая, что (17) эквивалентно условию (14), учитывая (16) и применяя леммы 2,
3, приходим к утверждению теоремы.

Доказательство теоремы 2. Пусть 𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 — произвольная точка. Введем в некото-
рой окрестности 𝑂(𝑥) геодезические нормальные координаты (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) такие, что

𝑔1𝑚 =

{︂
1, 𝑚 = 1,
0, 𝑚 = 2, 𝑛.

(18)

Пусть �⃗�1|, �⃗�2| — оснащение в нормальном расслоении 𝑇⊥𝐹 𝑛 подмногообразия 𝐹 𝑛 ⊂
⊂ 𝐸𝑛+2. Рассмотрим в 𝑂(𝑥) векторные поля

�⃗�𝑖𝑗 = 𝑏𝛼𝑖𝑗�⃗�𝛼|, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Так как 𝐹 𝑛 не имеет асимптотических направлений, то �⃗�11 ̸= 0 в точке 𝑥. Тогда в
некоторой окрестности 𝑈(𝑥) ⊂ 𝑂(𝑥) векторное поле �⃗�11 ̸= 0.

Используя равенство (17), построим в 𝑈(𝑥) оснащение �⃗� *
1|, �⃗�

*
2|, положив

�⃗� *
1| =

�⃗�11
𝑘(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)

.

Положим
�⃗�𝑖𝑗 = 𝑏*𝛼𝑖𝑗 �⃗�

*
𝛼|, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Учитывая (18), находим, что в 𝑈(𝑥)

< �⃗�𝑖𝑖, �⃗�
*
2| >= 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

Отсюда, в силу (9), имеем

< (∇𝑖𝑏
*𝛼
𝑖𝑖 )�⃗�

*
𝛼|, �⃗�

*
2| >= 0, 𝑖 = 1, 𝑛. (19)

Обозначим
Γ*⊥
12|𝑖 =< �⃗� *

1|, �⃗�
*
2|𝑖 >, 𝑖 = 1, 𝑛.

Используя (5), из (19) находим:

Γ*⊥2
1|𝑖 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

Значит, в силу формулы (4) имеем: 𝑅⊥ ≡ 0 в 𝑈(𝑥).
Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3. Из теоремы 1 следует, что 𝐹 𝑛 принадлежит множеству
ℛ0. Тогда 𝐹 𝑛 является открытой частью гиперсферы 𝑆𝑛 в некоторой гиперплоскости
𝐸𝑛+1 ⊂ 𝐸𝑛+2 (см.: [14, S 5, теорема 9]).

Теорема доказана.
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Доказательство теоремы 4. В силу теоремы 1 подмногообразие 𝐹 𝑛 принадлежит
множеству ℛ0. Тогда 𝐹 𝑛 является открытой частью гиперсферы 𝑆𝑛 в некотором (𝑛+1)-
мерном подпространстве 𝐸𝑛+1 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 (см.: [14, S 5, теорема 11]).

Теорема доказана.
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Abstract. Let 𝐹 𝑛 be 𝑛-dimensional (𝑛 ≥ 2) submanifold in (𝑛 + 𝑝)-
dimensional Euclidean space 𝐸𝑛+𝑝 (𝑝 ≥ 1). Let 𝑥 be arbitrary point 𝐹 𝑛, 𝑇𝑥𝐹 𝑛 be
tangent space to 𝐹 𝑛 at the point 𝑥. Let 𝛾𝑔(𝑥, 𝑡) be a geodesic on 𝐹 𝑛 passing
through the point 𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 in the direction 𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹

𝑛. Denote by 𝑘𝑔(𝑥, 𝑡)
and κ𝑔(𝑥, 𝑡) curvature and torsion of geodesic 𝛾𝑔(𝑥, 𝑡) ⊂ 𝐸𝑛+𝑝, respectively,
calculated for point 𝑥.

Torsion κ𝑔(𝑥, 𝑡) of geodesic 𝛾𝑔(𝑥, 𝑡) is called geodesic torsion of submanifold
𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 at the point 𝑥 in the direction 𝑡.

Let 𝛾𝑁(𝑥, 𝑡) be a normal section of submanifold 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 at the point
𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 in the direction 𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹

𝑛. Denote by 𝑘𝑁(𝑥, 𝑡) and κ𝑁(𝑥, 𝑡) curvature and
torsion of normal section 𝛾𝑁(𝑥, 𝑡) ⊂ 𝐸𝑛+𝑝, respectively, calculated for point 𝑥.

Denote by 𝑏 the second fundamental form of 𝐹 𝑛, by ∇ the connection of
van der Waerden — Bortolotti.

The fundamental form 𝑏 ̸= 0 is called cyclic recurrent if on 𝐹 𝑛 there exists
1-form 𝜇 such that

∇𝑋𝑏(𝑌, 𝑍) = 𝜇(𝑋)𝑏(𝑌, 𝑍) + 𝜇(𝑌 )𝑏(𝑍,𝑋) + 𝜇(𝑍)𝑏(𝑋, 𝑌 )

for all vector fields 𝑋, 𝑌, 𝑍 tangent to 𝐹 𝑛.
Submanifold 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 with cyclic recurrent the second fundamental form

𝑏 ̸= 0 is called cyclic recurrent submanifold.
The properties of normal sections 𝛾𝑁(𝑥, 𝑡) and geodesics 𝛾𝑔(𝑥, 𝑡)

on cyclic recurrent submanifolds 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 are studied in this article. The
conditions for which cyclic recurrent submanifolds 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝 have zero
geodesic torsion κ𝑔(𝑥, 𝑡) ≡ 0 at every point 𝑥 ∈ 𝐹 𝑛 in every direction 𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹

𝑛

are derived in this article.
Denote by ℛ0 a set of submanifolds 𝐹 𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+𝑝, on which

𝑘𝑔(𝑥, 𝑡) ̸= 0, κ𝑔(𝑥, 𝑡) ≡ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛.

The following theorem is proved in this article.
Let 𝐹 𝑛 be a cyclic recurrent submanifold in 𝐸𝑛+𝑝 with no asymptotic

directions. Then 𝐹 𝑛 belongs to the set ℛ0 if and only if the following condition
holds:

𝑘𝑁(𝑥, 𝑡) = 𝑘(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐹 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇𝑥𝐹
𝑛.

Key words: the second fundamental form, cyclic recurrent submanifold,
geodesic torsion, normal section, normal curvature, normal torsion, connection
of van der Waerden — Bortolotti.
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