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Аннотация. В работе изучен некоторый класс пространственных отоб-
ражений, удовлетворяющих определенным геометрическим оценкам относи-
тельно некоторой внешней меры (конформного модуля семейств кривых). До-
казано свойство равностепенной непрерывности указанных классов вплоть до
границы в случае, когда соответствующая мажоранта, отвечающая за искаже-
ние модуля семейств кривых, имеет свойство конечного среднего колебания в
соответствующих точках, а также и некоторых других условиях.

Ключевые слова: отображения с ограниченным и конечным искаже-
нием, граничные свойства пространственных отображений, равностепенная
непрерывность, непрерывное продолжение на границу.

Введение

Настоящая работа посвящена изучению отображений с конечным искажением, ак-
тивно изучаемых в последнее время и являющихся обобщением отображений с ограни-
ченным искажением по Решетняку [7]. Относительно отображений с конечным искаже-
нием см. также источники [5; 11–15].

В данной статье получено некоторое усиление одного результата, касающегося рав-
ностепенной непрерывности в замыкании области так называемых 𝑄-гомеоморфизмов,
являющихся подвидом отображений с конечным искажением [8]. Кольцевые 𝑄-гомео-
морфизмы, рассматриваемые в заметке, являются более общими отображениями, чем
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квазиконформные в смысле известного неравенства Полецкого: 𝑀(𝑓(Γ)) ≤ 𝐾 ·𝑀(Γ),
𝐾 = const < ∞, 𝐾 ≥ 1. Методы доказательства, приведенные здесь, в целом анало-
гичны подходу, использованному в [8], однако детали доказательства все же несколько
отличаются. В частности, здесь нами использованы некоторые дополнительные факты из
недавно вышедшей монографии [2] (см. еще работу [21]). Отметим также, что для квази-
конформных отображений вопросы равностепенной непрерывности семейств отображе-
ний в замыкании области рассмотрены значительно ранее (см., например: [10; 18; 22]).

Всюду далее 𝐷 — область в R𝑛, 𝑛 ≥ 2, 𝑚 — мера Лебега R𝑛, а запись 𝑓 : 𝐷 → R𝑛
предполагает, что отображение 𝑓 , заданное в области 𝐷, непрерывно. Континуумом
называется связный компакт 𝐴 ⊂ R𝑛. Кривой 𝛾 мы называем непрерывное отображение
отрезка [𝑎, 𝑏] (либо интервала вида (𝑎, 𝑏), [𝑎, 𝑏) или (𝑎, 𝑏]) в R𝑛, 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛. Под
семейством кривых Γ подразумевается некоторый набор кривых 𝛾 ∈ Γ; при этом 𝑓(Γ) =
= {𝑓 ∘ 𝛾 | 𝛾 ∈ Γ}. Следующие определения могут быть найдены, например, в [22,
гл. I, разд. 1– 6]. Борелевская функция 𝜌 : R𝑛 → [0,∞] называется допустимой для
семейства Γ кривых 𝛾 в R𝑛, если для каждой кривой 𝛾 ∈ Γ∫︁

𝛾

𝜌(𝑥) |𝑑𝑥| ≥ 1 . (1)

В этом случае мы пишем: 𝜌 ∈ admΓ. Модулем семейства кривых Γ называется величина

𝑀(Γ) = inf
𝜌∈admΓ

∫︁
𝐷

𝜌𝑛(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥).

При этом, если admΓ = ∅, полагаем 𝑀(Γ) = ∞ (см. [22, разд. 6, с. 16]). Отметим,
что admΓ = ∅ в том и только том случае, если семейство Γ содержит постоянную
кривую 𝛾0; в этом случае для этой кривой соотношение (1) не выполнено ни для какой
борелевской неотрицательной функции 𝜌, так как

∫︀
𝛾0
𝜌(𝑥) |𝑑𝑥| = 0 < 1. (Здесь кривая

𝛾0 = 𝛾0(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 1), называется постоянной, если 𝛾0(𝑡) = const при всех 𝑡 ∈ (0, 1)).
Напомним некоторые хорошо известные свойства модуля 𝑀 [22, теорема 6.2]: 𝑀(∅) =

= 0; Γ1 ⊂ Γ2 ⇒ 𝑀(Γ1) ≤ 𝑀(Γ2); 𝑀

(︂ ∞⋃︀
𝑖=1

Γ𝑖

)︂
≤

∞∑︀
𝑖=1

𝑀(Γ𝑖). Исходя из написанного

выше, модуль 𝑀 представляет собой внешнюю меру на пространстве семейств Γ всех
кривых 𝛾 в R𝑛. Гомеоморфизм 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 в области 𝐷 ⊂ R𝑛, 𝑛 ≥ 2, R𝑛 = R𝑛 ∪ {∞}
называется 𝐾-квазиконформным (либо просто квазиконформным), если при некотором
𝐾 ∈ [1,∞)

(1/𝐾) ·𝑀(Γ) ≤𝑀(𝑓(Γ)) ≤ 𝐾 ·𝑀(Γ)

для произвольного семейства Γ кривых 𝛾 в области 𝐷. Отметим, что для квазиконформ-
ности 𝑓 достаточно, чтобы выполнялось только одно неравенство 𝑀(𝑓(Γ)) ≤ 𝐾 ·𝑀(Γ)
(см.: [22, гл. IV, теорема 34.3]).

Граница 𝜕𝐷 области 𝐷 ⊂ R𝑛 и замыкание 𝐷 области 𝐷 понимаются далее исклю-
чительно в смысле расширенного пространства R𝑛. Пусть 𝐸, 𝐹 ⊂ R𝑛 — произвольные
множества. Обозначим символом Γ(𝐸,𝐹,𝐷) семейство всех кривых 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛, ко-
торые соединяют 𝐸 и 𝐹 в 𝐷, то есть 𝛾(𝑎) ∈ 𝐸, 𝛾(𝑏) ∈ 𝐹 и 𝛾(𝑡) ∈ 𝐷 при 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). Здесь
и далее

𝐴(𝑟1, 𝑟2, 𝑥0) := {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑟1 < |𝑥− 𝑥0| < 𝑟2} , (2)

𝐵(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑥0| < 𝑟},B𝑛 := 𝐵(0, 1),

42 Е.А. Севостьянов, Д.С. Доля. О равностепенной непрерывности одного семейства



МАТЕМАТИКА

Ω𝑛 = 𝑚(B𝑛) — объем единичного шара в R𝑛, dist (𝐴,𝐵) означает евклидово расстояние
между множествами 𝐴, 𝐵 ⊂ R𝑛, diam𝐴 — евклидов диаметр множества 𝐴 ⊂ R𝑛.

Исходя из упомянутого выше критерия квазиконформных отображений в виде
искажения модуля семейств кривых не более чем в конечное число раз, введем в
рассмотрение следующую более общую конструкцию (см.: [19, гл. 7, разд. 7.6; 20]).
Пусть 𝑄 : R𝑛 → [0,∞] — измеримая по Лебегу функция, 𝑄(𝑥) ≡ 0 при 𝑥 /∈ 𝐷. Гово-
рят, что гомеоморфизм 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 является кольцевым 𝑄-гомеоморфизмом в точке
𝑥0 ∈ 𝐷, 𝑥0 ̸= ∞, если для некоторого 𝑟0 = 𝑟(𝑥0) и произвольных радиусов 𝑟1 и 𝑟2,
0 < 𝑟1 < 𝑟2 < 𝑟0 = 𝑟(𝑥0), сферического кольца 𝐴 = 𝐴(𝑟1, 𝑟2, 𝑥0), центрированного
в точке 𝑥0, и любых континуумов 𝐸1 ⊂ 𝐵(𝑥0, 𝑟1) ∩ 𝐷 и 𝐸2 ⊂ (R𝑛 ∖ 𝐵(𝑥0, 𝑟2)) ∩ 𝐷
гомеоморфизм 𝑓 удовлетворяет соотношению

𝑀(𝑓(Γ(𝐸1, 𝐸2, 𝐷))) ≤
∫︁
𝐴

𝑄(𝑥) · 𝜂𝑛(|𝑥− 𝑥0|) 𝑑𝑚(𝑥) (3)

для каждой измеримой функции 𝜂 : (𝑟1, 𝑟2) → [0,∞], такой что∫︁ 𝑟2

𝑟1

𝜂(𝑟) ≥ 1. (4)

Как известно, все отображения с ограниченным искажением, а также квазиконформные
отображения, удовлетворяют соотношению (3) с постоянной функцией 𝑄 (см.: [6, тео-
рема 1, S 4]). Словосочетание «𝑄-гомеоморфизм» в данном определении указывает на
вещественнозначную функцию 𝑄 в правой части (3), а слово «кольцевой» — на проис-
хождение соответствующего семейства кривых, входящего в левую часть (3).

Напомним, что область 𝐷 называется локально связной в точке 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷, если
для любой окрестности 𝑈 точки 𝑥0 найдется окрестность 𝑉 ⊂ 𝑈 точки 𝑥0 такая, что
𝑉 ∩𝐷 связно.

Пусть (𝑋, 𝑑) и (𝑋 ′, 𝑑 ′) — метрические пространства с расстоянием 𝑑 и 𝑑 ′ соответ-
ственно. Семейство ℑ отображений 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 ′ называется равностепенно непрерыв-
ным в точке 𝑥0 ∈ 𝑋, если для любого 𝜀 > 0 найдется 𝛿 > 0 такое, что 𝑑 ′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) <
< 𝜀 для всех 𝑓 ∈ ℑ и всех 𝑥 ∈ 𝑋 таких, что 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿. Говорят, что ℑ рав-
ностепенно непрерывно, если ℑ равностепенно непрерывно в каждой точке 𝑥0 ∈ 𝑋.
Семейство ℑ непрерывных отображений 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 ′ называется нормальным, если из
любой последовательности отображений 𝑓𝑚 ∈ ℑ можно выделить подпоследователь-
ность 𝑓𝑚𝑘

, которая сходится локально равномерно в 𝑋 к некоторому непрерывному
отображению 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 ′ [22, п. 20.2]. Хорошо известно, что в произвольных метри-
ческих пространствах (𝑋, 𝑑) и (𝑋 ′, 𝑑 ′) любое нормальное семейство ℑ отображений
𝑓 : 𝑋 → 𝑋 ′ равностепенно непрерывно. Обратное заключение [22, теорема 20.4] также
верно, если пространство (𝑋, 𝑑) сепарабельное, а (𝑋 ′, 𝑑 ′) — компактное. Напомним,
что сферическое (хордальное) расстояние между точками 𝑥 и 𝑦 в R𝑛 есть величина
ℎ(𝑥, 𝑦) = |𝜋(𝑥) − 𝜋(𝑦)|, где 𝜋 — стереографическая проекция R𝑛 на сферу 𝑆𝑛(1

2
𝑒𝑛+1,

1
2
)

в R𝑛+1:

ℎ(𝑥,∞) =
1√︀

1 + |𝑥|2
, ℎ(𝑥, 𝑦) =

|𝑥− 𝑦|√︀
1 + |𝑥|2

√︀
1 + |𝑦|2

, 𝑥 ̸= ∞ ≠ 𝑦. (5)

Хордальным диаметром множества 𝐸 ⊂ R𝑛 называется величина ℎ(𝐸) = sup
𝑥,𝑦∈𝐸

ℎ(𝑥, 𝑦).

Всюду далее, если не оговорено противное, в обозначениях, принятых выше, 𝑋 := 𝐷 —
область в R𝑛, 𝑑(𝑥, 𝑦) := |𝑥− 𝑦|, 𝑋 ′ := R𝑛, 𝑑 ′ := ℎ(𝑥, 𝑦) (ℎ — хордальная метрика).
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Для областей 𝐷, 𝐷 ′ ⊂ R𝑛, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷, 𝑧1 ̸= 𝑧2, 𝑧
′
1, 𝑧

′
2 ∈ 𝐷′ и произвольной

измеримой по Лебегу функции 𝑄(𝑥) : R𝑛 → [0,∞], такой, что 𝑄(𝑥) ≡ 0 при 𝑥 ̸∈ 𝐷,
обозначим символом R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) семейство всех кольцевых 𝑄-гомеоморфизмов
𝑓 : 𝐷 → 𝐷 ′, удовлетворяющих неравенству (3) в замкнутой области 𝐷, 𝑓(𝐷) = 𝐷 ′,
таких что

𝑓(𝑧1) = 𝑧′1, 𝑓(𝑧2) = 𝑧′2 . (6)

(Другими словами, рассматривается семейство отображений в области 𝐷, которые a
priori не заданы на 𝜕𝐷, но так, что кольцевое условие (3) выполнено в каждой точке
𝑥0 ∈ 𝐷. Такие отображения, вообще говоря, свойством непрерывного продолжения в
граничные точки не обладают.)

Напомним, что окрестностью множества 𝐴 ⊂ R𝑛 называется произвольное мно-
жество 𝐵, такое, что 𝐴 ⊂ Int𝐵, где Int𝐵 обозначает совокупность всех внутренних
точек множества 𝐵. Будем говорить, что граница 𝜕𝐷 области 𝐷 сильно достижима в
точке 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷, если для любой окрестности 𝑈 точки 𝑥0 найдутся компакт 𝐸 ⊂ 𝐷,
окрестности 𝑉 ⊂ 𝑈 точки 𝑥0 и число 𝛿 > 0 такие, что

𝑀(Γ(𝐸,𝐹,𝐷)) ≥ 𝛿 (7)

для любого континуума 𝐹 в 𝐷, пересекающего 𝜕𝑈 и 𝜕𝑉 . Заметим, что соотношение
(7), в частности, выполнено, если в качестве 𝐹 взять произвольную кривую, имею-
щую одним из своих концов точку 𝑥0 и лежащую полностью в 𝐷, кроме, быть может,
этой концевой точки. Граница области 𝐷 ⊂ R𝑛 называется сильно достижимой, если
указанное выше свойство выполнено в каждой точке 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷.

Еще одно понятие, необходимое нам для формулировки основного результата замет-
ки — определение конечного среднего колебания вещественнозначных функций (введено
А. Игнатьевым и В. Рязановым в работе [1]). Это понятие обобщает свойство функций
ограниченного среднего колебания по Джону — Ниренбергу (см. [16]). Будем говорить,
что функция 𝜙 : 𝐷 → R имеет конечное среднее колебание в точке 𝑥0 ∈ 𝐷, пишем
𝜙 ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝑥0), если

lim
𝜀→0

1

Ω𝑛 · 𝜀𝑛

∫︁
𝐵(𝑥0, 𝜀)

|𝜙(𝑥)− 𝜙𝜀| 𝑑𝑚(𝑥) < ∞ ,

где 𝜙𝜀 =
1

Ω𝑛·𝜀𝑛
∫︀

𝐵(𝑥0, 𝜀)

𝜙(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥). Например, функция 𝜙 имеет конечное среднее коле-

бание в точке 𝑥0, если в точке 𝑥0 ∈ 𝐷 выполнено: lim
𝜀→0

1
Ω𝑛·𝜀𝑛

∫︀
𝐵(𝑥0, 𝜀)

|𝜙(𝑥)| 𝑑𝑚(𝑥) < ∞.

Введем следующие обозначения: для фиксированной измеримой по Лебегу функции
𝑄 : R𝑛 → [0,∞] и 𝑥0 ∈ R𝑛 запись вида 𝑞𝑥0(𝑟) означает среднее интегральное значение
𝑄(𝑥) над сферой |𝑥− 𝑥0| = 𝑟,

𝑞𝑥0(𝑟) :=
1

𝜔𝑛−1𝑟𝑛−1

∫︁
|𝑥−𝑥0|=𝑟

𝑄(𝑥) 𝑑𝑆, (8)

где 𝜔𝑛−1 — площадь единичной сферы в R𝑛, 𝑑𝑆 — элемент площади поверхности 𝑆.
Обозначим через 𝑞*𝑥0(𝑟) среднее значение функции

𝑄*(𝑥) =

{︃
𝑄(𝑥), 𝑄(𝑥) ≥ 1,

1, 𝑄(𝑥) < 1
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по сфере 𝑆(𝑥0, 𝑟), определенное соотношением (8).

Основным результатом работы является следующее утверждение.

Теорема 1. Предположим, что 𝐷 локально связна во всех граничных точках, 𝜕𝐷 ′

сильно достижима, а заданная функция 𝑄(𝑥) в каждой точке 𝑥0 ∈ 𝐷 удовлетворяет
хотя бы одному из следующих условий: 1) 𝑄(𝑥) ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝑥0); 2) 𝑞𝑥0(𝑟) = 𝑂([log 1

𝑟
]𝑛−1)

при 𝑟 → 0; 3) при некотором 𝛿(𝑥0) > 0∫︁ 𝛿(𝑥0)

0

𝑑𝑡

𝑡𝑞*𝑥0
1/(𝑛−1)(𝑡)

= ∞ . (9)

Тогда каждый элемент 𝑓 ∈ R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′
1,𝑧

′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) продолжается до непрерывного отоб-
ражения 𝑓 : 𝐷 → 𝐷 ′, при этом семейство R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′), состоящее из всех про-
долженных таким образом отображений, является равностепенно непрерывным, а
значит, и нормальным в 𝐷.

1. Формулировка и доказательство основной леммы

Следующее утверждение можно найти, например, в [19, гл. 7, лемма 7.6].
Предложение 1. Пусть 𝑥0 ∈ 𝐷, 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 — гомеоморфизм, удовлетворяющий в
точке 𝑥0 соотношениям вида (3)–(4) при некоторой измеримой функции 𝑄. Пред-
положим, что найдется 𝜀0 = 𝜀(𝑥0) > 0, 𝜀0 < 𝑟0 = dist (𝑥0, 𝜕𝐷), такое, что при
некотором 𝑝 ∈ (0, 𝑛], постоянной 𝐾 > 0 и 𝜀→ 0 справедливо неравенство∫︁

𝐴(𝜀,𝜀0,𝑥0)

𝑄(𝑥) · 𝜓𝑛(|𝑥− 𝑥0|) 𝑑𝑚(𝑥) ≤ 𝐾 · 𝐼𝑝(𝜀, 𝜀0), (10)

где сферическое кольцо 𝐴(𝜀, 𝜀0, 𝑥0) определено в (2), а 𝜓 — некоторая положитель-
ная борелевская функция, определенная на (0,∞), такая, что при всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0)
выполнено условие

𝐼(𝜀, 𝜀0) :=

∫︁ 𝜀0

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 <∞. (11)

Пусть, кроме того, существует 𝛿 > 0 такое, что ℎ(R𝑛 ∖ 𝑓(𝐷)) ≥ 𝛿. Тогда

ℎ(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) ≤
𝛼𝑛
𝛿

exp{−𝛽𝑛𝐼𝛾𝑛,𝑝(|𝑥− 𝑥0|)} (12)

для всех 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑥0), где 𝛼𝑛 — некоторая постоянная, 𝛽𝑛 = (𝜔𝑛−1

𝐾
)1/(𝑛−1), 𝛾𝑛,𝑝 = 1−

− 𝑝−1
𝑛−1

.

Замечание. Предположим, что в условиях предложения 1 имеем 𝑝 < 𝑛 и 𝐼(𝜀, 𝜀0) → ∞
при 𝜀 → 0. Тогда семейство ℑ𝑄,𝛿(𝑥0), состоящее из всех кольцевых 𝑄-гомеоморфизмов
𝑓 : 𝐷 → R𝑛, таких что ℎ(R𝑛 ∖ 𝑓(𝐷)) ≥ 𝛿, равностепенно непрерывно в точке 𝑥0.

Действительно, если по предложению 𝑝 < 𝑛, то 𝑝−1
𝑛−1

< 1 и, следовательно, 𝛾𝑛,𝑝 =

= 1 − 𝑝−1
𝑛−1

> 0. Тогда 𝐼𝛾𝑛,𝑝(|𝑥 − 𝑥0|, 𝜀0) → ∞ при 𝑥 → 𝑥0 и, значит, правая часть
соотношения (12) стремится к нулю при 𝑥→ 𝑥0. Отсюда следует, что для всякого 𝜀 > 0
найдется такое 𝛿 = 𝛿(𝜀), что условие |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 влечет ℎ(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀. Это и
означает непрерывность семейства отображений ℑ𝑄,𝛿(𝑥0) в точке 𝑥0.

Если, кроме того, сказанное выше справедливо для любой точки 𝑥0 ∈ 𝐷, то соот-
ветствующее семейство отображений нормально в 𝐷 ввиду теоремы Арцела — Асколи.
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Замечание. Пусть 𝜎𝑄,𝛿 — семейство всех гомеоморфизмов 𝑓 : 𝐷 → R𝑛, удовлетворяю-
щих в области 𝐷 условию (3) и (4), таких, что ℎ(R𝑛 ∖ 𝑓(𝐷)) ≥ 𝛿 > 0 при некотором
𝛿. Предположим, что для каждой точки 𝑥0 ∈ 𝐷 найдется 𝜀0 = 𝜀(𝑥0) > 0 такое, что
выполнено соотношение (10) для некоторой измеримой функции 𝜓, удовлетворяющей
(11), причем 𝐼(𝜀, 𝜀0) → ∞ при 𝜀 → 0 и 𝑝 < 𝑛. Тогда в силу предложения 1 и сделан-
ного выше замечания семейство 𝜎𝑄,𝛿 образует нормальное семейство отображений в 𝐷.
Также, если 𝑓𝑚 ∈ 𝜎𝑄,𝛿 сходится к некоторому непрерывному отображению 𝑓 в 𝐷 при
𝑘 → ∞ локально равномерно, то 𝑓 является либо гомеоморфизмом, либо константой в
𝐷 (см.: [2, лемма 1.6; 21, теоремы 4.1–4.2]).

Следующее утверждение содержит в себе информацию о возможности непрерывно-
го продолжения на границу гомеоморфизмов, удовлетворяющих соотношению (3) (см.:
[9, лемма 4]).
Предложение 2. Пусть 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷, 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 — гомеоморфизм, удовлетворяющий в
точке 𝑥0 соотношению (3)–(4). Предположим, что найдется 𝜀0 = 𝜀(𝑥0) > 0 такое,
что выполнено соотношение (10) при 𝑝 ∈ (0, 𝑛) для некоторой измеримой функции
𝜓, удовлетворяющей (11), причем 𝐼(𝜀, 𝜀0) → ∞ при 𝜀 → 0. Предположим, что 𝐷
локально связна в точке 𝑥0, а граница 𝜕𝐷 ′ области 𝐷 ′ = 𝑓(𝐷) сильно достижима.
Тогда отображение 𝑓 продолжается по непрерывности в точку 𝑥0.

Следующее утверждение, установленное ранее Някки для границ несколько иного
типа (см.: [17, теорема 1.16]), доказано Е. Севостьяновым для сильно достижимых
границ (см.: [8, лемма 4.1]).

Предложение 3. Пусть 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷, 𝑥0 ̸= ∞, и для любой окрестности 𝑈 точки 𝑥0
найдутся компакт 𝐸 ⊂ 𝐷, окрестность 𝑉 ⊂ 𝑈 точки 𝑥0 и число 𝛿 > 0 такие, что
соотношение (7) выполнено для любого континуума 𝐹 в 𝐷, пересекающего 𝜕𝑈 и
𝜕𝑉 . Тогда для любой окрестности 𝑈 точки 𝑥0 и произвольного континуума 𝐸* ⊂ 𝐷
найдутся окрестность 𝑉 ⊂ 𝑈 точки 𝑥0 и число 𝛿* > 0 такие, что 𝑀(Γ(𝐸*, 𝐹,𝐷)) ≥
≥ 𝛿* для каждого континуума 𝐹 в 𝐷 такого, что 𝐹 ∩ 𝜕𝑈 ̸= ∅ ̸= 𝐹 ∩ 𝜕𝑉 .

Основную смысловую нагрузку настоящей статьи несет в себе следующая лемма.

Лемма 1. Пусть область 𝐷 локально связна в любой точке своей границы, а гра-
ница 𝜕𝐷 ′ сильно достижима. Предположим, что найдется 𝜀0 = 𝜀(𝑥0) > 0 такое,
что выполнено (10) для некоторой измеримой функции 𝜓(𝑡) > 0, удовлетворяю-
щей (11), при этом 𝐼(𝜀, 𝜀0) → ∞ при 𝜀 → 0 и 0 < 𝑝 < 𝑛. Тогда каждый элемент
𝑓 ∈ R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) продолжается до непрерывного отображения 𝑓 : 𝐷 → 𝐷 ′, при
этом семейство R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′), состоящее из всех продолженных таким обра-
зом отображений, является равностепенно непрерывным, а значит, и нормальным
в 𝐷.

Доказательство. В силу предложения 1 и последующих за ним замечаний имеет место
равностепенная непрерывность семейства R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) внутри области 𝐷. Воз-
можность продолжения каждого элемента 𝑓 семейства R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) до непрерыв-
ного отображения в замыкании 𝐷 есть результат предложения 2.

Осталось показать, что семейство R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′
1,𝑧

′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) (для удобства обозначения
не меняем) равностепенно непрерывно в точках 𝜕𝐷. Предположим противное. Тогда
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найдутся 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷 и число 𝑎 > 0 такие, что для каждого 𝑚 = 1, 2, . . . существует точка
𝑥𝑚 ∈ 𝐷 и элемент 𝑓𝑚 семейства R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) такие, что |𝑥− 𝑥0| < 1/𝑚 и

ℎ(𝑓𝑚(𝑥𝑚), 𝑓𝑚(𝑥0)) ≥ 𝑎. (13)

Ввиду возможности непрерывного продолжения каждого 𝑓𝑚 на границу 𝐷, мы можем
считать, что 𝑥𝑚 ∈ 𝐷. Поскольку всякое замкнутое подмножество компактного простран-
ства компактно [3, гл. IV, љ 47, теорема 2], множество 𝐷 ′ является компактом в R𝑛.
Следовательно, существует последовательность номеров 𝑚𝑘 и 𝑦0 ∈ 𝜕𝐷 ′ таких, что

ℎ(𝑓𝑚𝑘
(𝑥0), 𝑦0) → 0 (14)

при 𝑘 → ∞. Можно считать, что при всех 𝑘 ∈ N

ℎ(𝑓𝑚𝑘
(𝑥0), 𝑦0) ≤ 𝑎/2 . (15)

Тогда из (13) и (15) и неравенства треугольника следует, что ℎ(𝑓𝑚𝑘
(𝑥𝑚𝑘

), 𝑦0) ≥ 𝑎/2 при
всех 𝑘 ∈ N. В силу локальной связности области 𝐷 в точке 𝑥0 найдется последова-
тельность окрестностей 𝑉𝑚 точки 𝑥0 с diam𝑉𝑚 → 0 при 𝑚 → ∞ такая, что множества
𝐷
⋂︀
𝑉𝑚 представляют собой области и 𝑥𝑚𝑘

∈ 𝐷
⋂︀
𝑉𝑚𝑘

. Так как граничные точки обла-
сти, локально связной на границе, являются достижимыми из 𝐷 некоторым локально
спрямляемым путем [19, гл. 13, предложение 13.2], можно соединить точки 𝑥𝑚𝑘

и 𝑥0
непрерывной кривой 𝛾𝑘(𝑡) : [0, 1] → R𝑛 такой, что 𝛾𝑘(0) = 𝑥0, 𝛾𝑘(1) = 𝑥𝑚𝑘

и 𝛾𝑘(𝑡) ∈ 𝑉𝑚𝑘

при 𝑡 ∈ (0, 1). Обозначим через 𝐶𝑘 образ кривой 𝛾𝑘(𝑡) при отображении 𝑓𝑚𝑘
. Ввиду нор-

мальности семейства отображений R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′
1,𝑧

′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) в 𝐷 можно считать, что 𝑓𝑚𝑘
→ 𝑓

при 𝑘 → ∞ локально равномерно в 𝐷. В таком случае, ввиду условий нормировки
(6) и сделанных после предложения 1 замечаний, предельное отображение 𝑓 является
гомеоморфизмом в 𝐷. Так как граница 𝜕𝐷 ′ сильно достижима, а 𝐶𝑘 — последователь-
ность континуумов в 𝐷 ′ таких, что ℎ(𝐶𝑘, 𝑦0) → 0 при 𝑘 → ∞ (см. (14)), для любого
континуума 𝐶 ⊂ 𝑓(𝐷) ⊂ 𝐷 ′, некоторого 𝛿 > 0 и достаточно больших 𝑘 ∈ N согласно
предложению 3 выполнено неравенство

𝑀(Γ(𝐶𝑘, 𝐶,𝐷
′)) ≥ 𝛿 . (16)

Поскольку 𝑓 — гомеоморфизм, при 𝑘 → ∞ последовательность 𝑓−1
𝑚𝑘

→ 𝑓−1 сходится
локально равномерно в 𝑓(𝐷), поэтому, ввиду включения 𝐶 ⊂ 𝑓(𝐷), компакты 𝐾𝑚𝑘

:=
:= 𝑓−1

𝑚𝑘
(𝐶) при 𝑘 → ∞ сходятся к компакту 𝑓−1(𝐶) в смысле хаусдорфовой метрики.

Тогда, учитывая, что 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷, имеем

𝜀1 := inf
𝑘∈N

dist (𝑥0, 𝑓
−1
𝑚𝑘

(𝐶)) > 0.

Полагаем 𝜀2 := min{𝜀0, 𝜀1}. Пусть Γ𝜀,𝑘 — семейство кривых, соединяющих шар 𝐵(𝑥0, 𝜀),
𝜀 ∈ (0, 𝜀2), с компактом 𝐾𝑚𝑘

.
Так как 𝜓(𝑡) > 0 почти всюду по условию, 𝐼(𝜀, 𝜀2) :=

∫︀ 𝜀2
𝜀 𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 > 0 при всех

𝜀 ∈ (0, 𝜀2). Тогда функция

𝜂(𝑡) =

{︃
𝜓(𝑡)/𝐼(𝜀, 𝜀2), 𝑡 ∈ (𝜀, 𝜀2),

0, 𝑡 /∈ (𝜀, 𝜀2),
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определена корректно и является измеримой по Лебегу. Имеем:∫︁ 𝜀2

𝜀

𝜂(𝑡) 𝑑𝑡 =
1

𝐼(𝜀, 𝜀2)

∫︁ 𝜀2

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 = 1.

Следовательно, в силу (3) и (10)

𝑀(𝑓𝑚𝑘
(Γ𝜀,𝑘)) ≤

∫︁
𝐴(𝜀,𝜀2,𝑥0)

𝑄(𝑥)𝜂𝑛(|𝑥− 𝑥0|) 𝑑𝑚(𝑥)

=
1

𝐼𝑛(𝜀, 𝜀2)

∫︁
𝐴(𝜀,𝜀2,𝑥0)

𝑄(𝑥)𝜓𝑛(|𝑥− 𝑥0|) 𝑑𝑚(𝑥)

≤ 1

𝐼𝑛(𝜀, 𝜀2)

∫︁
𝐴(𝜀,𝜀0,𝑥0)

𝑄(𝑥)𝜓𝑛(|𝑥− 𝑥0|) 𝑑𝑚(𝑥)

≤ 𝐾 · 𝐼𝑝(𝜀, 𝜀0)
𝐼𝑛(𝜀, 𝜀2)

= 𝐾

(︂
1 +

𝐼(𝜀2, 𝜀0)

𝐼(𝜀, 𝜀2)

)︂𝑝
· 𝐼𝑝−𝑛(𝜀, 𝜀2).

Таким образом,
𝑀(𝑓𝑚𝑘

(Γ𝜀,𝑘)) → 0 (17)

при 𝜀→ 0 равномерно по 𝑘 ∈ N. С другой стороны, для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜀2) при больших
𝑘 имеет место включение 𝐷 ∩ 𝑉𝑚𝑘

⊂ 𝐵(𝑥0, 𝜀); таким образом, 𝐶𝑘 ⊂ 𝑓𝑚𝑘
(𝐵(𝑥0, 𝜀)).

Кроме того, при тех же 𝑘 ∈ N имеем Γ(𝐶𝑘, 𝐶,𝐷
′) ⊂ 𝑓𝑚𝑘

(Γ𝜀,𝑘). Следовательно, в силу
(17) и свойства монотонности модуля семейств кривых, мы получаем, что

𝑀(Γ(𝐶𝑘, 𝐶,𝐷
′)) ≤𝑀(𝑓𝑚𝑘

(Γ𝜀,𝑘)),

откуда, согласно (16), вытекает, что при всех 𝑘 ≥ 𝑘0 = 𝑘0(𝜀) и произвольном фиксиро-
ванном 𝜀 > 0

𝑀(𝑓𝑚𝑘
(Γ𝜀,𝑘)) ≥ 𝛿 . (18)

Однако неравенство (18) противоречит соотношению (17). Полученное противоречие
указывает на то, что изначальное предположение об отсутствии равностепенной непре-
рывности рассматриваемого семейства было неверным.

Доказательство следующего утверждения можно найти, например, в работе [8,
лемма 5.1].

Предложение 4. Пусть 𝐷 ⊂ R𝑛, 𝑛 ≥ 2, 𝑄 : R𝑛 → [0,∞] — измеримая по Лебегу
функция, равная тождественно нулю вне 𝐷, 𝑥0 ∈ 𝐷 и выполнено хотя бы одно из
условий: 1) 𝑄(𝑥) ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝑥0); 2) 𝑞𝑥0(𝑟) = 𝑂([log 1

𝑟
]𝑛−1) при 𝑟 → 0; 3) при некотором

𝛿(𝑥0) > 0 выполнено условие (9).
Тогда найдутся 𝜀0 ∈ (0, 1) и функция 𝜓(𝑡) > 0 такие, что в точке 𝑥0 выполнены

условия (10) и (11) при 𝑝 < 𝑛. При этом для указанной функции 𝜓 в обозначениях,
принятых выше, 𝐼(𝜀, 𝜀0) → ∞ при 𝜀→ 0.

Доказательство теоремы 1 немедленно следует из леммы 1 и предложения 4.
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2. Некоторые примеры и замечания

Приложения результатов, связанных с исследованием кольцевых 𝑄-гомеоморфизмов,
касаются, прежде всего, изучения классов Соболева [4].

Пусть 𝐺 — открытое множество в R𝑛 и 𝐼 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑎𝑖 < 𝑥𝑖 < 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} —
открытый 𝑛-мерный интервал. Напомним, что отображение 𝑓 : 𝐼 → R𝑛 принадлежит
классу 𝐴𝐶𝐿 (абсолютно непрерывно на линиях), если 𝑓 абсолютно непрерывно на
почти всех линейных сегментах в 𝐼, параллельных координатным осям. Отображение
𝑓 : 𝐺 → R𝑛 принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿 в 𝐺, когда сужение 𝑓 |𝐼 принадлежит классу
𝐴𝐶𝐿 для каждого интервала 𝐼, 𝐼 ⊂ 𝐺. Такие отображения почти всюду имеют обычные
частные производные по каждой из переменных, при этом будем говорить, что 𝑓 ∈ 𝑊 1,1

𝑙𝑜𝑐 ,
если каждая такая частная производная локально интегрируема в 𝐺 [4]. Если, кроме
того, указанные частные производные локально интегрируемы в степени 𝑝 ≥ 1, пишем
𝑓 ∈ 𝑊 1,𝑝

𝑙𝑜𝑐 [там же].
Пусть отображение 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 имеет почти всюду частные производные в области

𝐷. Полагаем ‖𝑓 ′(𝑥)‖ = max
ℎ∈R𝑛∖{0}

|𝑓 ′(𝑥)ℎ|
|ℎ| , 𝑙 (𝑓 ′(𝑥)) = min

ℎ∈R𝑛∖{0}
|𝑓 ′(𝑥)ℎ|

|ℎ| , Напомним, что

внутренней дилатацией 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) отображения 𝑓 в точке 𝑥 называется величина

𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) =

⎧⎨⎩
|𝐽(𝑥,𝑓)|
𝑙(𝑓 ′(𝑥))𝑛

, 𝐽(𝑥, 𝑓) ̸= 0,

1, 𝑓 ′(𝑥) = 0,
∞, в остальных случаях

.

Для областей 𝐷, 𝐷 ′ ⊂ R𝑛, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷, 𝑧1 ̸= 𝑧2, 𝑧
′
1, 𝑧

′
2 ∈ 𝐷′ и произвольной измеримой

по Лебегу функции 𝑄(𝑥) : R𝑛 → [0,∞], такой, что 𝑄(𝑥) ≡ 0 при 𝑥 ̸∈ 𝐷, обозна-
чим символом A𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) семейство всех гомеоморфизмов 𝑓 ∈ 𝑊 1,𝑛
𝑙𝑜𝑐 , таких, что

𝑓 −1 ∈ 𝑊 1,𝑛
𝑙𝑜𝑐 , 𝑓(𝐷) = 𝐷 ′, 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) ≤ 𝑄(𝑥) и

𝑓(𝑧1) = 𝑧′1, 𝑓(𝑧2) = 𝑧′2 .

Поскольку каждое отображение 𝑓 ∈ 𝑊 1,𝑛
𝑙𝑜𝑐 такое, что 𝑓 −1 ∈ 𝑊 1,𝑛

𝑙𝑜𝑐 является кольцевым
𝑄-гомеоморфизмом в произвольной точке 𝑥0 ∈ 𝐷 (см.: [19, теоремы 8.1 и 8.6; 20,
теоремы 4.6 и 6.10]), из теоремы 1 немедленно вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Предположим, что 𝐷 локально связна во всех граничных точках, 𝜕𝐷 ′

сильно достижима, а заданная функция 𝑄(𝑥) в каждой точке 𝑥0 ∈ 𝐷 удовлетворяет
хотя бы одному из следующих условий: 1) 𝑄(𝑥) ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝑥0); 2) 𝑞𝑥0(𝑟) = 𝑂([log 1

𝑟
]𝑛−1)

при 𝑟 → 0; 3) при некотором 𝛿(𝑥0) > 0 имеет место соотношение (9). Тогда каж-
дый элемент 𝑓 ∈ A𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) продолжается до непрерывного отображения
𝑓 : 𝐷 → 𝐷 ′, при этом семейство A𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′), состоящее из всех продолжен-
ных таким образом отображений, является равностепенно непрерывным, а значит,
и нормальным в 𝐷.

Чтобы привести еще один важный результат, касающийся приложения основного
утверждения заметки, дадим определения классов Орлича — Соболева.

Пусть 𝜙 : [0,∞) → [0,∞) — неубывающая функция, 𝑓 — локально интегрируемая
вектор-функция 𝑛 вещественных переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚), 𝑓𝑖 ∈ 𝑊 1,1

𝑙𝑜𝑐 ,

𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Будем говорить, что 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 принадлежит классу 𝑊 1,𝜙
𝑙𝑜𝑐 , пишем
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𝑓 ∈ 𝑊 1,𝜙
𝑙𝑜𝑐 , если ∫︁

𝐺

𝜙 (|∇𝑓(𝑥)|) 𝑑𝑚(𝑥) <∞ ,

для любой компактной подобласти 𝐺 ⊂ 𝐷, где |∇𝑓(𝑥)| =
√︃

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑛∑︀
𝑗=1

(︁
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁2
. Класс 𝑊 1,𝜙

𝑙𝑜𝑐

называется классом Орлича — Соболева.

Отображение 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 называется отображением с конечным искажением,
пишем 𝑓 ∈ 𝐹𝐷, если 𝑓 ∈ 𝑊 1,1

𝑙𝑜𝑐 (𝐷) и для некоторой функции 𝐾(𝑥) : 𝐷 → [1,∞) выпол-
нено условие ‖𝑓 ′ (𝑥) ‖𝑛 ≤ 𝐾(𝑥) · |𝐽(𝑥, 𝑓)| при почти всех 𝑥 ∈ 𝐷 (см.: [15, п. 6.3, гл. VI]).
Для отображений с конечным искажением корректно определена и почти всюду конечна
так называемая внешняя дилатация 𝐾𝑂(𝑥, 𝑓) отображения 𝑓 в точке 𝑥, определяемая
соотношением

𝐾𝑂(𝑥, 𝑓) =

⎧⎪⎨⎪⎩
‖𝑓 ′(𝑥)‖𝑛
|𝐽(𝑥,𝑓)| , 𝐽(𝑥, 𝑓) ̸= 0,

1, 𝑓 ′(𝑥) = 0,
∞, в остальных случаях

.

Заметим, что произвольный гомеоморфизм с конечным искажением класса 𝑊 1,𝜙
𝑙𝑜𝑐 , для

которого 𝐾𝑂(𝑥, 𝑓) ∈ 𝐿𝑛−1
𝑙𝑜𝑐 и

∞∫︁
1

[︂
𝑡

𝜙(𝑡)

]︂ 1
𝑛−2

𝑑𝑡 <∞ (19)

(условие Кальдерона на функцию 𝜙), является кольцевым 𝑄-гомеоморфизмом в произ-
вольной точке 𝑥0 ∈ 𝐷 при 𝑄 := 𝐾𝑛−1

𝑂 (𝑥, 𝑓) (см.: [2, гл. 8, следствие 8.10; 21, теоре-
ма 14.2]).

Для областей 𝐷, 𝐷 ′ ⊂ R𝑛, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷, 𝑧1 ̸= 𝑧2, 𝑧
′
1, 𝑧

′
2 ∈ 𝐷′, неотрицательной

неубывающей функции 𝜙 : (0,∞) → (0,∞) и произвольной измеримой по Лебегу
функции 𝑄(𝑥) : R𝑛 → [0,∞], такой, что 𝑄(𝑥) ≡ 0 при 𝑥 ̸∈ 𝐷, обозначим символом
B𝜙,𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) семейство всех гомеоморфизмов 𝑓 ∈ 𝑊 1,𝜙
𝑙𝑜𝑐 , таких, что 𝑓(𝐷) = 𝐷 ′,

𝐾𝑛−1
𝑂 (𝑥, 𝑓) ≤ 𝑄(𝑥) и

𝑓(𝑧1) = 𝑧′1, 𝑓(𝑧2) = 𝑧′2 .

Ввиду сказанного выше, из теоремы 1 немедленно вытекает следующее утверждение.

Теорема 3. Предположим, что 𝐷 локально связна во всех граничных точках, 𝜕𝐷 ′

сильно достижима, 𝜙 удовлетворяет условию Кальдерона (19), а заданная функция
𝑄(𝑥) в каждой точке 𝑥0 ∈ 𝐷 удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий:
1) 𝑄(𝑥) ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝑥0); 2) 𝑞𝑥0(𝑟) = 𝑂([log 1

𝑟
]𝑛−1) при 𝑟 → 0; 3) при некотором 𝛿(𝑥0) > 0

имеет место соотношение (9). Тогда каждый элемент 𝑓 ∈ B𝜙,𝑧1,𝑧2,𝑧 ′
1,𝑧

′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′)

продолжается до непрерывного отображения 𝑓 : 𝐷 → 𝐷 ′, при этом семейство
B𝜙,𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′), состоящее из всех продолженных таким образом отображе-
ний, является равностепенно непрерывным, а значит, и нормальным в 𝐷.

Отметим, что приводимые в статье условия равностепенной непрерывности (нор-
мальности) семейств отображений, в некотором смысле, не могут быть улучшены. Сле-
дующая теорема показывает, что требования на функцию 𝑄 из теоремы 1 (более общо,
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требования (10)–(11)) нельзя заменить более простым условием 𝑄(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 ни для ка-
кого (сколь угодно большого) 𝑝 ≥ 1.

Полагаем 𝐷 := B𝑛∖{0} ⊂ R𝑛, 𝐷 ′ := 𝐵(0, 2)∖{0} ⊂ R𝑛. Обозначим через A𝑄 семей-
ство всех кольцевых гомеоморфизмов 𝑔 : B𝑛 ∖ {0} → R𝑛, удовлетворяющих неравенству
(3) в замкнутой области 𝐷, таких что 𝐷 ′ = 𝑔(𝐷).

Теорема 4. Для каждого 𝑝 ≥ 1 существуют функция 𝑄 : B𝑛 → [1,∞], 𝑄(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(B𝑛)
и последовательность 𝑔𝑚 ∈ A𝑄, такие, что каждое 𝑔𝑚 продолжается в точку 𝑥0 =
= 0 по непрерывности и, при этом, семейство {𝑔𝑚(𝑥)}∞𝑚=1 не является равностепенно
непрерывным в точке 𝑥0 = 0.

Доказательство. Рассмотрим следующий пример. Зафиксируем числа 𝑝 ≥ 1 и 𝛼 ∈
∈ (0, 𝑛/𝑝(𝑛− 1)). Можно считать, что 𝛼 < 1 в силу произвольности выбора 𝑝. Зададим
последовательность гомеоморфизмов 𝑔𝑚 : B𝑛 ∖ {0} → R𝑛 следующим образом:

𝑔𝑚(𝑥) =

{︃
1+|𝑥|𝛼

|𝑥| · 𝑥 , 1/𝑚 ≤ |𝑥| ≤ 1,
1+(1/𝑚)𝛼

(1/𝑚)
· 𝑥 , 0 < |𝑥| < 1/𝑚 .

Заметим, что каждое отображение 𝑔𝑚 переводит проколотый шар 𝐷 = B𝑛 ∖{0} в кольцо
𝐷 ′ = 𝐵(0, 2) ∖ {0}, которое, как известно, сильно достижимо. Кроме того, заметим,
что точка 𝑥0 = 0 является устранимой особенностью каждого 𝑔𝑚, 𝑚 ∈ N, причем
lim
𝑥→0

𝑔𝑚(𝑥) = 0, и что последовательность 𝑔𝑚 постоянна при |𝑥| ≥ 1/𝑚, а именно, 𝑔𝑚(𝑥) ≡

≡ 𝑔(𝑥) при всех 𝑥 : 1
𝑚
< |𝑥| < 1, 𝑚 = 1, 2 . . . , где 𝑔(𝑥) = 1+|𝑥|𝛼

|𝑥| · 𝑥. Заметим,

что 𝑔𝑚 ∈ 𝐴𝐶𝐿(B𝑛). Действительно, отображения 𝑔(1)𝑚 (𝑥) = 1+(1/𝑚)𝛼

(1/𝑚)
· 𝑥, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

являются отображениями класса 𝐶1, скажем, в шаре 𝐵(0, 1/𝑚 + 𝜀) при малых 𝜀 > 0,

а отображения 𝑔(2)𝑚 (𝑥) = 1+|𝑥|𝛼
|𝑥| · 𝑥 — отображениями класса 𝐶1, скажем, в кольце

𝐴(1/𝑚 − 𝜀, 1, 0) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 1/𝑚− 𝜀 < |𝑥| < 1} при малых 𝜀 > 0. Отсюда вытекает,
что гомеоморфизмы 𝑔𝑚 являются липшицевыми в B𝑛 и, значит, 𝑔𝑚 ∈ 𝐴𝐶𝐿(B𝑛) (см.,
например: [22, разд. 5 на с. 12]). Далее, вычисляя 𝐾𝐼(𝑥, 𝑓) для 𝑓 := 𝑔𝑚, можно показать,
что

𝐾𝐼(𝑥, 𝑔𝑚) =

{︃ (︁
1+|𝑥|𝛼
𝛼|𝑥|𝛼

)︁𝑛−1

, 1/𝑚 ≤ |𝑥| ≤ 1,

1 , 0 < |𝑥| < 1/𝑚 ,

см. [19, гл. 6, предложение 6.3].
Заметим, что при каждом фиксированном 𝑚 ∈ N, 𝐾𝐼(𝑥, 𝑔𝑚) ≤ 𝑐𝑚 при некоторой

постоянной 𝑐𝑚 ≥ 1. Значит, 𝑔𝑚 ∈ 𝑊 1,𝑛
𝑙𝑜𝑐 (B𝑛) и 𝑔−1

𝑚 ∈ 𝑊 1,𝑛
𝑙𝑜𝑐 (𝐵(0, 2)), поскольку условие

𝐾𝐼(𝑥, 𝑔𝑚) ≤ 𝑐𝑚 влечет, что 𝑔𝑚 и 𝑔−1
𝑚 квазиконформны (см., например: [22, следствие 13.3

и теорема 34.6]). Тогда [19, гл. 6, теорема 6.1] гомеоморфизмы 𝑔𝑚 удовлетворяют в об-
ласти 𝐷 = B𝑛 ∖{0} неравенству вида 𝑀(𝑓(Γ)) ≤

∫︀
𝐷

𝑄(𝑥) ·𝜌𝑛(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥) для произвольных

семейства Γ кривых 𝛾 и 𝜌 ∈ admΓ при 𝑄 = 𝑄𝑚(𝑥) = 𝐾𝐼(𝑥, 𝑔𝑚). Более того, после-
довательность 𝑔𝑚 удовлетворяет этому же неравенству для произвольных семейства Γ

кривых 𝛾 и 𝜌 ∈ admΓ с общей мажорантой 𝑄 =
(︁

1+|𝑥|𝛼
𝛼|𝑥|𝛼

)︁𝑛−1

. Поскольку 𝛼𝑝(𝑛− 1) < 𝑛,

имеем, что 𝑄 ∈ 𝐿𝑝(B𝑛). С другой стороны, легко видеть, что

lim
𝑥→0

|𝑔(𝑥)| = 1 , (20)
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и 𝑔 отображает проколотый шар B𝑛 ∖ {0} на кольцо 1 < |𝑦| < 2. Тогда, ввиду (20), мы
получаем, что

|𝑔𝑚(𝑥)| = |𝑔(𝑥)| ≥ 1 ∀ 𝑥 : |𝑥| ≥ 1/𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

то есть семейство {𝑔𝑚}∞𝑚=1 не является равностепенно непрерывным в нуле.
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17. Näkki, R. Boundary behavior of quasiconformal mappings in 𝑛-space / R. Näkki
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22. Väisälä J. Lectures on 𝑛-Dimensional Quasiconformal Mappings. Lecture Notes in
Math.. 1971, vol. 229, pp. 1–144.

ON EQUICONTINUITY OF ONE FAMILY OF SPACE MAPPINGS
WITH UNBOUNDED CHARACTERISTIC

Sevostyanov Evgeny Aleksandrovich
Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Senior Research Associate,
Institute of Applied Mathematics and Mechanics, National Academy
of Sciences of Ukraine
esevostyanov2009@mail.ru
Rozy Lyuksemburg St., 74, 83114, Donetsk, Ukraine

Dolya Darya Sеrgееvna

Postgraduate Student,
Institute of Applied Mathematics and Mechanics, National Academy
of Sciences of Ukraine
dasha.dolja@mail.ru
Rozy Lyuksemburg St., 74, 83114, Donetsk, Ukraine

Abstract. In the present paper, some class of space mappings satisfying
geometric estimates with respect to some outer measure, that is conformal
modulus of families of curves, is studied. It is proved the equicontinuity of above
classes in a closure of a domain provided that the majorant corresponding to a
distortion of families of curves has a finite mean oscillation at every point, or
satisfies some other conditions.

Let 𝐷 be a domain in R𝑛, 𝑛 ≥ 2, and 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 be a continuous
mapping. Set R𝑛 = R𝑛 ∪ {∞}, let 𝑚 be the Lebesgue measure in R𝑛, and 𝑀 be
the conformal modulus of families of curves. Given a domain 𝐷 and two sets 𝐸
and 𝐹 in R𝑛, 𝑛 ≥ 2, Γ(𝐸,𝐹,𝐷) denotes the family of all paths 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛
which join 𝐸 and 𝐹 in 𝐷, i.e., 𝛾(𝑎) ∈ 𝐸, 𝛾(𝑏) ∈ 𝐹 and 𝛾(𝑡) ∈ 𝐷 for 𝑎 < 𝑡 < 𝑏.
Denote by 𝑆(𝑥0, 𝑟1) and 𝑆(𝑥0, 𝑟2) the corresponding boundaries of the spherical
ring 𝐴(𝑥0, 𝑟1, 𝑟2) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑟1 < |𝑥−𝑥0| < 𝑟2} and let 𝑆𝑖 = 𝑆(𝑥0, 𝑟𝑖), 𝑖 = 1, 2.
Given a (Lebesgue) measurable function 𝑄 : 𝐷 → [0,∞], a mapping 𝑓 : 𝐷 → R𝑛
is called ring 𝑄–mapping at a point 𝑥0 ∈ 𝐷 if

𝑀 (𝑓(Γ(𝑆1, 𝑆2, 𝐴(𝑥0, 𝑟1, 𝑟2)))) ≤
∫︁

𝐴(𝑥0,𝑟1,𝑟2)

𝑄(𝑥) · 𝜂𝑛(|𝑥− 𝑥0|) 𝑑𝑚(𝑥) (1)

for 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < 𝑟0 = dist(𝑥0, 𝜕𝐷), and for every Lebesgue measurable

function 𝜂 : (𝑟1, 𝑟2) → [0,∞] such that
𝑟2∫︀
𝑟1

𝜂(𝑟)𝑑𝑟 ≥ 1. By analogy, given a

Lebesgue measurable function 𝑄 : R𝑛 → [0,∞], 𝑄(𝑥) ≡ 0 for every 𝑥 ̸∈ 𝐷, we
say that a mapping 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 is a ring 𝑄-mapping at 𝑥0 ∈ 𝐷, 𝑥0 ̸= ∞, if for
every 𝑟0 = 𝑟(𝑥0) and 𝐴 = 𝐴(𝑟1, 𝑟2, 𝑥0) the relation (1) holds for every continua
𝐸1 ⊂ 𝐵(𝑥0, 𝑟1)∩𝐷 and 𝐸2 ⊂

(︀
R𝑛 ∖𝐵(𝑥0, 𝑟2)

)︀
∩𝐷. Note that analytic functions
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(𝑛 = 2) are ring 𝑄-mappings with 𝑄 ≡ 1, ant that the so-called mappings
with bounded distortion are ring 𝑄-mappings with 𝑄 ≤ 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. We say
that a function 𝜙 : 𝐷 → R has finite mean oscillation at a point 𝑥0 ∈ 𝐷 if
lim sup
𝜀→0

1
Ω𝑛·𝜀𝑛

∫︀
𝐵(𝑥0, 𝜀)

|𝜙(𝑥)−̃︁𝜙𝜀| 𝑑𝑚(𝑥) <∞ where ̃︁𝜙𝜀 = 1
Ω𝑛·𝜀𝑛

∫︀
𝐵(𝑥0, 𝜀)

𝜙(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥) .

We say that a boundary 𝜕𝐷 of 𝐷 is strongly accessible at 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷 if, for every
neighborhood 𝑈 of 𝑥0 there exists a compactum 𝐸 ⊂ 𝐷, a neighborhood 𝑉 ⊂ 𝑈
of 𝑥0 and a number 𝛿 > 0 such that 𝑀(Γ(𝐸,𝐹,𝐷)) ≥ 𝛿 for every continua 𝐹 in
𝐷, 𝐹 ∩ 𝜕𝑈 ̸= ∅ ̸= 𝐹 ∩ 𝜕𝑉. It is known that, in particular, all convex bounded
domains have strongly accessible boundaries.

Given domains 𝐷, 𝐷 ′ ⊂ R𝑛, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷, 𝑧1 ̸= 𝑧2, 𝑧
′
1, 𝑧

′
2 ∈ 𝐷′ and

Lebesgue measurable function 𝑄(𝑥) : R𝑛 → [0,∞] obeying 𝑄(𝑥) ≡ 0 for 𝑥 ̸∈ 𝐷,
denote R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′) a family of all ring 𝑄-homeomorphisms 𝑓 : 𝐷 → 𝐷 ′

satisfying to (1) in 𝐷, 𝑓(𝐷) = 𝐷 ′, such that 𝑓(𝑧1) = 𝑧′1, 𝑓(𝑧2) = 𝑧′2 . Given
a Lebesgue measurable function 𝑄 : R𝑛 → [0,∞] and 𝑥0 ∈ R𝑛, 𝑞𝑥0(𝑟) is integral
mean value of 𝑄 under sphere 𝑆(𝑥0, 𝑟). Denote 𝑞*𝑥0(𝑟) a mean integral value

of 𝑄*(𝑥) =

{︃
𝑄(𝑥), 𝑄(𝑥) ≥ 1,

1, 𝑄(𝑥) < 1
under the sphere 𝑆(𝑥0, 𝑟). Now we have the

following.
Theorem. Let a domain 𝐷 be locally connected at all boundary points, 𝜕𝐷 ′

is strongly accessible, and 𝑄(𝑥) satisfies for every 𝑥0 ∈ 𝐷 at least one of the
following conditions: 1) 𝑄(𝑥) ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝑥0); 2) 𝑞𝑥0(𝑟) = 𝑂([log 1

𝑟
]𝑛−1) at 𝑟 → 0;

3) for some 𝛿(𝑥0) > 0,
𝛿(𝑥0)∫︀
0

𝑑𝑡
𝑡𝑞*𝑥0

1/(𝑛−1)(𝑡)
= ∞. Then every 𝑓 ∈ R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′

1,𝑧
′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′)

has a continuous extension 𝑓 : 𝐷 → 𝐷 ′, moreover, a family R𝑧1,𝑧2,𝑧 ′
1,𝑧

′
2,𝑄

(𝐷,𝐷 ′)
which consists of all extended mappings mentioned above, is equicontinuous
(normal) in 𝐷.

Key words: mappings with bounded and finite distortion, boundary behavior
of space mappings, equicontinuity, continued extension to a boundary.
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