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Аннотация. В данной работе рассматривается система из двух уравне-
ний второго порядка с двумя независимыми переменными, причем эти урав-
нения связаны в силу неизвестной функции. Для рассматриваемой системы
при 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 1 получены представления многообразия решений через
одну произвольную функцию одной независимой переменной и одну произ-
вольную постоянную и изучены свойства полученных решений. На конце для
названной системы поставлена и решена начально-краевая задача 𝐴1.

Ключевые слова: переопределенная система, сингулярное уравнение,
прямоугольник, многообразия решений, сингулярная точка.

Пусть 𝐷 — прямоугольник 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝛿1, 0 < 𝑦 < 𝛿2}. Далее обозна-
чим

Γ1 = {𝑦 = 0, 0 < 𝑥 < 𝛿1}, Γ2 = {𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < 𝛿2}.

В области 𝐷 рассмотрим систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟𝛼
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑟𝛽
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝑐1(𝑥, 𝑦)

𝑟𝛼+𝛽
𝑢 =

𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝑟𝛼+𝛽
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟𝛾
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑐2(𝑥, 𝑦)

𝑟𝛾
=
𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑟𝛾
,

(1)

где 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑎𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑏1(𝑥, 𝑦), 𝑐𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑗 = 1, 2, — заданные функции области 𝐷,
𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 1.

Проблеме исследования дифференциальных уравнений и переопределенных си-
стем с регулярными, сингулярными и сверхсингулярными коэффициентами посвя-
щены работы [1–8].
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Целью настоящей работы явилось получение представления многообразия ре-
шений уравнений (1) при помощи произвольной функции и произвольной постоян-
ной.

В настоящей работе на основе способа, разработанного в [4; 5], получено пред-
ставление многообразия решений системы уравнений (1).

В дальнейшем обозначим 𝐶2(𝐷) — класс функций, которые имеют непрерывные
производные первого порядка в 𝐷 и такие, что

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
∈ 𝐶(𝐷).

Пусть 𝑎1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑥(𝐷), 𝑏1(𝑥, 𝑦), 𝑐1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷).

В этом случае первое уравнение системы (1) представим в виде(︂
𝜕

𝜕𝑥
+
𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑟

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑦
+
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟

)︂
𝑢 =

𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑐1(𝑥, 𝑦)𝑢

𝑟2
, (2)

где

𝑐3(𝑥, 𝑦) = −𝑐1(𝑥, 𝑦) + 𝑟2
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟

)︂
+ 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦).

Введя новую неизвестную функцию

𝜗1(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟
𝑢, (3)

при 𝑐3(𝑥, 𝑦) = 0, сведем задачу к решению дифференциального уравнения первого
порядка

𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+
𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑟
𝑣1 =

𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝑟2
. (4)

Решение уравнения (4), согласно [4], запишем в виде

𝜗1(𝑥, 𝑦) =

(︂
𝑥+ 𝑟

𝑦

)︂−𝑏1(0,0)

exp
[︀
−𝜔1

𝑏1
(𝑥, 𝑦)

]︀
×

×

⎧⎨⎩Ψ1(𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2

(︃
𝑡+
√︀
𝑡2 + 𝑦2

𝑦

)︃𝑏1(0,0)

exp
[︀
𝜔1
𝑏1
(𝑡, 𝑦)

]︀
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ ,

(5)

где

𝜔1
𝑏 (𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑥

0

𝑏1(𝑡, 𝑦)− 𝑏1(0, 0)√︀
𝑡2 + 𝑦2

𝑑𝑡.

Теперь, решая уравнение (3), выражаем 𝑢(𝑥, 𝑦) через 𝜗1(𝑥, 𝑦)

𝑢(𝑥, 𝑦) =

(︂
𝑦 + 𝑟

𝑥

)︂−𝑎1(0,0)

exp
[︀
−𝜔1

𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀
×

×

⎧⎨⎩𝜙1(𝑥) +

∫︁ 𝑦

0

𝜗1(𝑥, 𝑠) exp
[︀
𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑠)

]︀(︃𝑠+√
𝑥2 + 𝑠2

𝑥

)︃𝑎1(0,0)

𝑑𝑠

⎫⎬⎭ ,

(6)
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где

𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0

𝑎1(𝑥, 𝑠)− 𝑎1(0, 0)√
𝑥2 + 𝑠2

𝑑𝑠.

В (6) вместо 𝜗1(𝑥, 𝑠), подставляя его значение из (5), получим

𝑢(𝑥, 𝑦) = exp
[︀
−𝜔1

𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀(︂𝑦 + 𝑟

𝑥

)︂−𝑎1(0,0)

×

×{𝜙1(𝑥)+

∫︁ 𝑦

0

exp
[︀
𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑠)− 𝜔1

𝑏1
(𝑥, 𝑠)

]︀(︃𝑠+√
𝑥2 + 𝑠2

𝑠

)︃𝑎1(0,0)(︃
𝑥+

√
𝑥2 + 𝑠2

𝑠

)︃−𝑏1(0,0)

×

×

⎛⎝𝜓1(𝑠) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑠)

𝑡2 + 𝑠2

(︃
𝑡+

√
𝑡2 + 𝑠2

𝑠

)︃𝑏1(0,0)

exp
[︀
𝜔1
𝑏1
(𝑡, 𝑠)

]︀
𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑠} ≡

≡𝑀1 (𝜙1(𝑥), 𝜓1(𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦)) . (7)

Пусть во втором уравнении системы 𝑎2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑥(𝐷), 𝑐2(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷)

и выполнено условие

𝑐4(𝑥, 𝑦) = −𝑐2(𝑥, 𝑦) + 𝑟
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟

)︂
.

Тогда второе уравнение системы представим в виде

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟
𝑢

)︂
=
𝑓2(𝑥, 𝑦) + 𝑐4(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑟
. (8)

Введя новую неизвестную функцию

𝜗2(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟
𝑢, (9)

при 𝑐4(𝑥, 𝑦) = 0 сведем задачу к решению следующего дифференциального уравнения
первого порядка

𝜕𝑣2
𝜕𝑥

=
𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑟
. (10)

Из уравнения (10) находим 𝜗2(𝑥, 𝑦)

𝜗2(𝑥, 𝑦) = 𝜓2(𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2
𝑑𝑡. (11)

Теперь уравнение (9) представим в виде

𝜕

𝜕𝑥
{exp

[︀
𝜔1
𝑎2
(𝑥, 𝑦)

]︀(︂𝑥+ 𝑟

𝑦

)︂𝑎2(0,0)
𝑢(𝑥, 𝑦)} =

= 𝜗2(𝑥, 𝑦) exp
[︀
𝜔1
𝑎2
(𝑥, 𝑦)

]︀(︂𝑥+ 𝑟

𝑦

)︂𝑎2(0,0)
,

(12)
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где

𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑥

0

𝑎2(𝑡, 𝑦)− 𝑎2(0, 0)√︀
𝑡2 + 𝑦2

𝑑𝑡.

Потребовав выполнение условия

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟

)︂
=

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟

)︂
в 𝐷, (13)

а также продифференцировав равенство (12), после некоторых упрощений получим
выражение

𝜙′
1(𝑥) +

𝑎2(𝑥, 0)

𝑥
𝜙1(𝑥) = exp

[︀
𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀(︂𝑦 + 𝑟

𝑥

)︂𝑎1(0,0)
×

×

(︃
𝜓2(𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡√︀
𝑡2 + 𝑦2

)︃
− 𝑎2(𝑥, 0)

𝑥

∫︁ 𝑦

0

exp[𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑠)−

−𝜔1
𝑏1
(𝑥, 𝑠)]

(︃
𝑠+

√
𝑥2 + 𝑠2

𝑥

)︃𝑎1(0,0)(︃
𝑥+

√
𝑥2 + 𝑠2

𝑠

)︃−𝑏1(0,0)

×

×

⎛⎝𝜓1(𝑠) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑠)√
𝑡2 + 𝑠2

(︃
𝑡+

√
𝑡2 + 𝑠2

𝑠

)︃𝑏1(0,0)

exp
[︀
𝜔1
𝑏1
(𝑡, 𝑠)

]︀
𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑠−

− 𝜕

𝜕𝑥

∫︁ 𝑦

0

exp
[︀
𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑠)− 𝜔1

𝑏1
(𝑥, 𝑠)

]︀(︃𝑠+√
𝑥2 + 𝑠2

𝑥

)︃𝑎1(0,0)(︃
𝑥+

√
𝑥2 + 𝑠2

𝑠

)︃−𝑏1(0,0)

×

×

⎛⎝𝜓1(𝑠) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑠)

𝑡2 + 𝑠2

(︃
𝑡+

√
𝑡2 + 𝑠2

𝑠

)︃𝑏1(0,0)

exp
[︀
𝜔1
𝑏1
(𝑡, 𝑠)

]︀
𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑠.

(14)
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Из условия независимости левой части (14) от у, получим

𝜕

𝜕𝑦

{︃
exp

[︀
𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑦)

]︀(︂𝑦 + 𝑟

𝑥

)︂𝑎1(0,0)(︃
𝜓2(𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡√︀
𝑡2 + 𝑦2

)︃}︃
−

− 𝜕

𝜕𝑥
{exp

[︃
𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑦)− 𝜔1

𝑏1
(𝑥, 𝑦)

(︂
𝑦 + 𝑟

𝑥

)︂𝑎1(0,0)(︂𝑥+ 𝑟

𝑦

)︂−𝑏1(0,0)
]︃
×

×

⎛⎝𝜓1(𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2

(︃
𝑡+
√︀
𝑡2 + 𝑦2

𝑦

)︃𝑏1(0,0)

exp
[︀
𝜔1
𝑏1
(𝑡, 𝑦)

]︀
𝑑𝑡

⎞⎠} =

=
𝑎2(𝑥, 0)

𝑥
exp

[︀
𝜔1
𝑎1
(𝑥, 𝑦)− 𝜔1

𝑏1
(𝑥, 𝑦)

]︀(︂𝑦 + 𝑟

𝑥

)︂𝑎1(0,0)(︂𝑥+ 𝑟

𝑦

)︂−𝑏1(0,0)

×

×

⎛⎝𝜓1(𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2

(︃
𝑡+
√︀
𝑡2 + 𝑦2

𝑦

)︃𝑏1(0,0)

exp
[︀
𝜔1
𝑏1
(𝑡, 𝑦)

]︀
𝑑𝑡

⎞⎠ .

(15)

Преобразуя последнее слагаемое равенство (14), согласно (15), для определения
𝜙1(𝑥) получим следующее дифференциальное уравнение

𝜙′
1(𝑥) +

𝑎2(𝑥, 0)

𝑥
𝜙1(𝑥) = 𝐹1(𝑥), (16)

где

𝐹1(𝑥) = 𝜓2(0) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 0)

𝑡
𝑑𝑡. (17)

Решение уравнения (16), согласно [4], запишем в виде

𝜙1(𝑥) = exp
[︀
−𝜔1

𝑎2
(𝑥, 0)

]︀
𝑥−𝑎2(0,0)×

×
(︂
𝑐1 +

∫︁ 𝑥

0

𝐹1(𝑡)𝑡
𝑎2(0,0) exp

[︀
𝜔1
𝑎2
(𝑡, 0)

]︀
𝑑𝑡

)︂
≡ 𝑁1(𝑐1, 𝑓2(𝑥, 0)),

(18)

где

𝜔1
𝑎2
(𝑥, 0) =

∫︁ 𝑥

0

𝑎2(𝑡, 0)− 𝑎2(0, 0)

𝑡
𝑑𝑡,

𝑐1 — произвольная постоянная.
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В равенстве (15), выполняя операции дифференцирования, получим

𝑟𝑎1(𝑥, 𝑦)

(︃
𝜓2(𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡√︀
𝑡2 + 𝑦2

)︃
+ 𝑟2𝜓′

2(𝑦) + 𝑟2
𝜕

𝜕𝑦

∫︁ 𝑥

0

𝑓2(𝑡, 𝑦)√︀
𝑡2 + 𝑦2

𝑑𝑡 =

= 𝑟(𝑎2(𝑥, 𝑦)− 𝑏1(𝑥, 𝑦)) exp
[︀
−𝜔1

𝑏1
(𝑥, 𝑦)

]︀(︂𝑥+ 𝑟

𝑦

)︂−𝑏1(0,0)

×

×

⎛⎝𝜓1(𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓1(𝑡, 𝑦)

𝑡2 + 𝑦2

(︃
𝑡+
√︀
𝑡2 + 𝑦2

𝑦

)︃𝑏1(0,0)

exp
[︀
𝜔1
𝑏1
(𝑡, 𝑦)

]︀
𝑑𝑡

⎞⎠+ 𝑓1(𝑥, 𝑦).

(19)

В равенстве (20), переходя к пределу при 𝑥→ 0, определим 𝜓1(𝑦) в виде

𝜓1(𝑦) =
𝑦

𝑎2(0, 𝑦)− 𝑏1(0, 𝑦)

[︂
−𝑓1(0, 𝑦)

𝑦2
+
𝑎1(0, 𝑦)

𝑦
𝜓2(𝑦) + 𝜓′

2(𝑦)

]︂
≡

≡ 𝑁2(𝜓2(𝑦), 𝑓1(0, 𝑦))(𝑎2(0, 𝑦) ̸= 𝑏1(0, 𝑦)),

(20)

где 𝜓2(𝑦) — произвольная функция одной независимой переменной у.
Итак, доказана следующая теорема.
Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1) коэффициенты и правые части удо-

влетворяют следующим условиям:

1) 𝑎1(𝑥, 𝑦), 𝑎2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
𝑥(𝐷),

𝑏1(𝑥, 𝑦), 𝑐𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷), 𝑗 = 1, 2;

2) 𝑐1(𝑥, 𝑦) = 𝑟2
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟

)︂
+ 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦),

𝑐2(𝑥, 𝑦) = 𝑟
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝑟

)︂
;

3) 𝑎1(𝑥, 𝑦) и 𝑎2(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) и 𝑓2(𝑥, 𝑦) соответственно удовлетворяют условиям
совместности (13) и (19);

4) | 𝑎1(𝑥, 𝑦)− 𝑎1(0, 0) | ≤ 𝐻1𝑟
𝛼1 , 𝐻1 = const, 𝑜 < 𝛼1 < 1,

| 𝑏1(𝑥, 𝑦)− 𝑏1(0, 0) | ≤ 𝐻2𝑟
𝛽1 , 𝐻2 = const, 𝑜 < 𝛽1 < 1,

| 𝑎2(𝑥, 0)− 𝑎2(0, 0) | ≤ 𝐻3𝑥
𝛾1 , 𝐻3 = const, 𝑜 < 𝛾1 < 1;

5) 𝑎1(0, 0) < 0, 𝑏1(0, 0) > 0, 𝑎2(0, 0) > −1;

6) 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑜

(︂(︁
𝑥+𝑟
𝑦

)︁−𝑏1(𝑜,𝑜)
𝑟𝛾2
)︂
, 𝛾2 > 1,

𝑓2(𝑥, 0) = 𝑜 (𝑥𝜈1) , 𝜈1 > 0.
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Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса 𝐶2(𝐷) представимо в
виде (7), (18), (20).

При этом
lim
𝑦→0

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙1(𝑥),

lim
𝑥→0

(︂
lim
𝑦→0

𝑢(𝑥, 𝑦)

)︂
= 𝑂

(︀
𝑥−𝑎2(0,0)

)︀
,

lim
𝑥→0

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑂

(︂
(
𝑦 + 𝑟

𝑥
)−𝑎2(0,0)

)︂
,

lim
𝑥→0

{︂
𝑥𝑎2(0,0) lim

𝑦→0
𝑢(𝑥, 𝑦)

}︂
= 𝑐1,

𝑃 1
𝑥,𝑎2

(𝑢)|𝑥=0 = 𝜗𝑥,𝑎2(𝑢)|𝑥=0 =

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑟2
𝑢

)︂
|𝑥=0 = 𝜓2(𝑦).

При помощи полученного интегрального представления в явном виде находится
решение следующей начально-краевой задачи.

Задача 𝐴1. Требуется найти решение системы уравнений (1) из класса 𝐶2(𝐷),
удовлетворяющее следующим условиям

lim
𝑥→0

{︂
𝑥𝑎2(0,0) lim

𝑦→0
𝑢(𝑥, 𝑦)

}︂
= 𝑚1,

𝑃 1
𝑥,𝑎2

(𝑢)|𝑥=0 = 𝑔1(𝑦),

где 𝑚1 — заданная известная постоянная, 𝑔1(𝑦) — заданная функция точек конту-
ра Γ2.

О разрешимости задачи 𝐴1 получено следующее утверждение.
Теорема 2. Пусть коэффициенты и правые части системы уравнений (1) удо-

влетворяют всем условиям теоремы 1. В задаче 𝐴1 𝑔1(𝑦) ∈ 𝐶(Γ2). Тогда задача 𝐴1

имеет единственное решение, которое дается при помощи формул (8), (19), (21) при
𝑐1 = 𝑚1, 𝜓2(𝑦) = 𝑔1(𝑦).

Замечание 1. Представление многообразия решений системы уравнений (1)
получено в явном виде, когда первое уравнение системы является главным и коэф-
фициенты уравнения системы связаны.

Замечание 2. Когда коэффициенты уравнений системы (1) не связаны, пред-
ставление многообразия решений названной системы получено при помощи резоль-
венты двухмерного интегрального уравнения Вольтерра второго рода со слабой осо-
бенностью.

Замечание 3. Система уравнений (1) также исследована в случае, когда вто-
рое уравнение системы (1) является главным, при выполнении условий 𝑎2(𝑥, 𝑦) ∈
∈ 𝐶1

𝑥(𝐷), 𝑐2(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷).
Автор выражает глубокую благодарность академику АН Республики Таджики-

стан Н.Р. Раджабову за обсуждение настоящей работы и ценные советы.
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ON AN OVERDETERMINED SYSTEM OF SECOND ORDER
DIFFIRENTIAL EQUATIONS WITH SINGULAR POINT
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Abstract. In this paper we consider the over determined system of second
order differential equations with a singular point. The system of equations (1)
consists of a hyperbolic equation and one partial differential equation of second
order with a singular point. The first equation of system (1) under certain
conditions on the coefficients can be represented as a superposition of two first
order differential operators. Solving this equation and substituting its value in
the second equation, we obtain the compatibility conditions for the coefficients
and right-hand sides. On the basis of the conditions of independence from the
left side of the variable 𝑦, to determine any function 𝜑1(𝑥), we obtain an
ordinary differential equation of the first order. Another arbitrary function 𝜓1(𝑦)
is determined from the condition of the independence of the left part at the
appropriate, passing to the limit.Thus, the obtained representing the solution
manifold system using a single arbitrary function of one independent variable
𝑦 and one arbitrary constant study of properties of the solutions, as well as
consider the problem of А.

Key words: over determined system, singular equation, rectangle, variety
of solutions, singular point.
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