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Аннотация.В работе установлен критерий (1, 𝑝, 𝑤)-эквивалентности от-
крытых множеств в 𝑅𝑛. Доказательство этого критерия базируется на опреде-
лении в смысле Альфорса — Бейрлинга нуль-множеств для весового модуля
конденсатора с весом 𝑤, удовлетворяющим 𝐴𝑝-условию Макенхаупта, 𝑝 > 1.
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Введение

В [7] Альфорс и Бейрлинг ввели понятие 𝑁𝐸𝐷-множества на плоскости и показа-
ли, что компактное множество 𝐸 является устранимым в классе регулярных функций с
ограниченным интегралом Дирихле тогда и только тогда, когда 𝐸 — 𝑁𝐸𝐷-множество.
Затем Ю. Вяйсяля [9], В. Асеев и А. Сычев [1], С. Водопьянов и В. Гольдштейн [2]
рассмотрели аналоги 𝑁𝐸𝐷-множеств в евклидовом пространстве 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2. Из этих
аналогов наиболее общим является понятие 𝑁𝐶𝑝-множества 𝐸, 𝑝 > 1, относительно
замкнутого в открытом множестве 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛 и такого, что 𝑝-емкость 𝐶𝑝(𝐹0, 𝐹1, 𝐺) кон-
денсатора (𝐹0, 𝐹1, 𝐺) не меняется при удалении 𝐸 из 𝐺 для любых непересекающихся
континуумов 𝐹0, 𝐹1 ⊂ 𝐺, где (𝐹0 ∪ 𝐹1) ∩ 𝐸 = ∅ (см.: [2]).

В частности, С. Водопьянов и В. Гольдштейн, используя аппроксимацию функции
𝑢 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐺) кусочно-экстремальными функциями, показали, что два открытых множества
𝐺1 и 𝐺2 (𝐺1 ⊂ 𝐺2) (1, 𝑝)-эквивалентны тогда и только тогда, когда 𝐺2 ∖ 𝐺1 есть 𝑁𝐶𝑝-
множество в 𝐺2.

Здесь отметим, что в определении 𝑁𝐸𝐷-множества на плоскости Альфорс и Бейр-
линг требовали, чтобы 𝐸 не влияло на модуль семейства кривых, соединяющих проти-
воположные стороны любого координатного прямоугольника Π ⊂ 𝑅2.

Ниже мы даем новое доказательство (1, 𝑝)-эквивалентности открытых множеств
𝐺1 и 𝐺2 (𝐺1 ⊂ 𝐺2), основанное на определении 𝑁𝐶𝑝-множества как множества, не
влияющего на модули семейств кривых, расположенных в произвольном координатном
прямоугольнике Π ⊂ 𝐺 и соединяющих его противоположные грани. Причем рассуж-
дение проведем в ситуации, когда рассмотренные выше емкости и классы функций
оснащаются весом Макенхаупта [8].
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МАТЕМАТИКА

1. Терминология и обозначения

Далее 𝐺 — открытое множество в 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2, ℒ𝑘 и ℋ𝑘 — соответственно 𝑘-мерные
меры Лебега и Хаусдорфа; 𝐴𝑝 — класс локально интегрируемых функций 𝑤 : 𝑅𝑛 →
→ (0;+∞), удовлетворяющих условию Макенхаупта [8]

sup
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑤 𝑑𝑥

⎛⎝ 1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑤1−𝑞 𝑑𝑥

⎞⎠𝑝−1

<∞,

где супремум берется по всем координатным кубам 𝑄 ∈ 𝑅𝑛, |𝑄| = ℒ𝑛(𝑄), 𝑝, 𝑞 ∈ (1;+∞)
и 1

𝑝
+ 1

𝑞
= 1.

Для весовой функции 𝑤 ∈ 𝐴𝑝 обозначим через 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) класс функций 𝑢 : 𝐺 →

→ (−∞; +∞), локально интегрируемых в 𝐺, имеющих в 𝐺 обобщенные частные про-
изводные и таких, что

∫︀
𝐺

|∇𝑢|𝑝𝑤 𝑑𝑥 <∞.

В 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) введем полунорму

‖𝑢‖𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) =

⎛⎝∫︁
𝐺

|∇𝑢|𝑝𝑤 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

.

Фактор-пространство пространства 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) по тождественно постоянным функциям ба-

нахово и полунорма ‖𝑢‖𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) является нормой.

Здесь под тождественно постоянной функцией в 𝐺 будем понимать функцию, рав-
ную ℒ𝑛-почти везде константе на каждой компоненте связности множества 𝐺 (для раз-
ных компонент связности эти константы могут быть различными).

За этим фактор-пространством сохраним обозначение 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺). В случае 𝑤 ≡ 1 на

𝑅𝑛 положим 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) = 𝐿1

𝑝(𝐺).
Запись 𝐹 обозначает замыкание множества 𝐹 ; 𝑑(𝑥, 𝐹 ) — евклидово расстояние

между точкой 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и множеством 𝐹 ⊂ 𝑅𝑛.
Пусть 𝐹0, 𝐹1 — непересекающиеся непустые компакты из �̄�. Набор (𝐹0, 𝐹1, 𝐺)

назовем конденсатором в 𝐺. Определим (𝑝, 𝑤)-емкость конденсатора (𝐹0, 𝐹1, 𝐺) как ве-
личину

𝐶𝑝,𝑤(𝐹0, 𝐹1, 𝐺) = inf

∫︁
𝐺

|∇𝑢|𝑝𝑤 𝑑𝑥,

где инфимум берется по всем функциям 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺)∩𝐶∞(𝐺), 0 ≤ 𝑢 ≤ 1 в 𝐺, равным 𝑗

в некоторой окрестности 𝐹𝑗, 𝑗 = 0, 1. Класс всех таких допустимых функций обозначим
через Adm𝑝,𝑤(𝐹0, 𝐹1, 𝐺).

Кривой 𝛾 в 𝑅𝑛 назовем образ числового интервала при непрерывном его отображе-
нии в 𝑅𝑛.

Пусть дано некоторое семейство Γ кривых в 𝑅𝑛. Определим (𝑝, 𝑤)-модуль с весом
𝑤 ∈ 𝐴𝑝 семейства Γ следующим образом:

𝑚𝑝,𝑤(Γ) = inf

𝑛∫︁
𝑅

𝜌𝑝𝑤 𝑑𝑥,
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где инфимум берется по всем борелевским функциям 𝜌 : 𝑅𝑛 → [0; +∞] таким, что∫︀
𝛾

𝜌 𝑑ℋ1 ≥ 1 для всех кривых 𝛾 ∈ Γ.

Для конденсатора (𝐹0, 𝐹1, 𝐺) через Γ(𝐹0, 𝐹1, 𝐺) обозначим семейство всех кривых
𝛾 ⊂ 𝐺, соединяющих 𝐹0 и 𝐹1. Тогда (𝑝, 𝑤)-модуль конденсатора с весом 𝑤 ∈ 𝐴𝑝 опреде-
лим с помощью равенства 𝑚𝑝,𝑤(𝐹0, 𝐹1, 𝐺) = 𝑚𝑝,𝑤(Γ(𝐹0, 𝐹1, 𝐺)).

Пусть 𝐸 ⊂ 𝐺 — относительно замкнутое в 𝐺 множество. Для координатного
прямоугольника Π = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛 : 𝑎𝑖 < 𝑥𝑖 < 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛} пусть
его грани, параллельные гиперплоскости 𝑥𝑖 = 0, обозначаются через 𝜎0𝑖 ⊂ {𝑥 : 𝑥𝑖 =
= 𝑎𝑖} и 𝜎1𝑖 ⊂ {𝑥 : 𝑥𝑖 = 𝑏𝑖}. 𝐸 назовем 𝑁𝐶𝑝,𝑤-множеством (см.: [4]), если для любого
координатного прямоугольника Π, Π̄ ⊂ 𝐺, выполнены равенства

𝑚𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π ∖ 𝐸) = 𝑚𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Известно, что для 𝑁𝐶𝑝,𝑤-множества 𝐸 в 𝐺 ℒ𝑛(𝐸) = 0 и любую функцию 𝑢 ∈
∈ 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺 ∖ 𝐸) можно продолжить до функции из 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺).

Открытые множества 𝐺1 и 𝐺2 (𝐺1 ⊂ 𝐺2 ⊂ 𝑅𝑛) назовем (1, 𝑝, 𝑤)-эквивалентными,
если оператор ограничения 𝜃 : 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺2) → 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺1) (𝜃𝑢 = 𝑢|𝐺1) является изоморфизмом

векторных пространств 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺2) и 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺1) (для 𝑤 ≡ 1 см.: [2]).

2. Критерий весовой эквивалентности открытых множеств в 𝑅𝑛

Теорема 1. Для того чтобы открытые множества 𝐺1 и 𝐺2 (𝐺1 ⊂ 𝐺2 ⊂ 𝑅𝑛) были
(1, 𝑝, 𝑤)-эквивалентными, необходимо и достаточно, чтобы множество 𝐺2∖𝐺1 было
𝑁𝐶𝑝,𝑤-множеством в 𝐺2.

Доказательство. Необходимость. Пусть пространства 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺2) и 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺1) изоморфны
как линейные пространства при изоморфизме ограничения 𝜃𝑢 = 𝑢|𝐺1 , 𝑢 ∈ 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺2).
Переходя к факторпространствам и используя теорему Банаха, получим ограниченность
оператора 𝜃−1. Установим теперь, что ℒ𝑛(𝐺2 ∖ 𝐺1) = 0. Предположим обратное. Тогда
множество 𝐺2 ∖𝐺1 имеет хотя бы одну точку плотности 𝑥0, являющуюся одновременно
точкой Лебега для веса 𝑤(𝑥). Рассмотрим последовательность открытых кубов 𝑄𝑚 =
= 𝑄

(︀
𝑥0,

1
𝑚

)︀
с центром в точке 𝑥0 и ребром длины 1

𝑚
, 𝑚 = 1, 2, . . .

Рассмотрим функцию 𝑢𝑚(𝑥) = 𝑑(𝑥,𝑅𝑛 ∖𝑄𝑚), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛.
Известно (см.: [6]), что |∇𝑢𝑚| = 1 ℒ𝑛-почти всюду на 𝑄𝑚 и |∇𝑢𝑚| = 0 ℒ𝑛-почти

всюду на 𝑅𝑛 ∖𝑄𝑚, |𝑢𝑚(𝑥′)− 𝑢𝑚(𝑥
′′)| ≤ |𝑥′ − 𝑥′′| для любых 𝑥′, 𝑥′′ ∈ 𝑅𝑛. Тогда∫︁

𝑄𝑚

𝑤(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︁
𝐺2

|∇𝑢𝑚|𝑝𝑤 𝑑𝑥 ≤ ‖𝜃−1‖𝑝
∫︁
𝐺1

|∇𝑢𝑚|𝑝𝑤 𝑑𝑥 ≤ ‖𝜃−1‖𝑝
∫︁

𝑄𝑚∩𝐺1

𝑤 𝑑𝑥. (1)

При 𝑚→ ∞ соотношение (1) неверно. Следовательно, ℒ𝑛(𝐺2∖𝐺1) = 0 и любая функция
𝑢 ∈ 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺1) продолжается до функции �̃� ∈ 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺2) с сохранением нормы.

Установим, что 𝐸 = 𝐺2 ∖𝐺1 — 𝑁𝐶𝑝,𝑤-множество в 𝐺2.
Пусть Π = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛 : 𝑎𝑖 < 𝑥𝑖 < 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛} — произ-

вольный координатный прямоугольник в 𝐺2 и 𝑣0𝑖 = lim
𝑘→∞

𝑣𝑘𝑖 в 𝐿1
𝑝,𝑤(Π ∖ 𝐸), 𝑣𝑘𝑖 ∈

∈ Adm𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π ∖ 𝐸), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, где
∫︀

Π∖𝐸
|∇𝑣0𝑖|𝑝𝑤 𝑑𝑥 = 𝐶𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π ∖ 𝐸).
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Тогда 𝑣0𝑖 назовем экстремальной функцией для 𝐶𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π ∖ 𝐸) (о существовании
экстремальной функции для емкости конденсатора см.: [5, предложение 7]).

Положим Π𝑚 =
{︀
𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛 : 𝑎𝑖 +

1
𝑚
< 𝑥𝑖 < 𝑏𝑖 − 1

𝑚
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︀
. Яс-

но, что при 𝑚, больших некоторого 𝑚0, Π𝑚 ⊂ Π и Π𝑚 ↑ Π при 𝑚→ ∞.
Пусть 𝜓𝑚 ∈ 𝐶∞

0 (Π) и 𝜓𝑚 ≡ 1 на Π𝑚. Тогда 𝑣0𝑖𝜓𝑚, 𝑣𝑘𝑖𝜓𝑚 ∈ 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺1) и, следова-

тельно, в силу сказанного выше, продолжаются до функций из 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺2). Отсюда 𝑣0𝑖, 𝑣𝑘𝑖

продолжаются соответственно до функций 𝑣0𝑖, 𝑣𝑘𝑖 ∈ 𝐿1
𝑝,𝑤(Π), где∫︁

Π∖𝐸

|∇𝑣0𝑖|𝑝𝑤 𝑑𝑥 =

∫︁
Π

|∇𝑣0𝑖|𝑝𝑤 𝑑𝑥,

∫︁
Π∖𝐸

|∇𝑣𝑘𝑖|𝑝𝑤 𝑑𝑥 =

∫︁
Π

|∇𝑣𝑘𝑖|𝑝𝑤 𝑑𝑥.

Усредняя 𝑣𝑘𝑖 надлежащим образом по Соболеву (см.: [4]), получим 𝑢𝑘𝑖 ∈ Adm𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π)
такие, что ∫︁

Π

|∇𝑢𝑘𝑖 −∇𝑣𝑘𝑖|𝑝𝑤 𝑑𝑥 <
1

𝑘
.

Это позволяет заключить, что 𝑣0𝑖 является экстремальной для 𝐶𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π).
В силу известного равенства модуля и емкости конденсатора (см.: [5, теорема 1]) имеем:

𝑚𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π ∖ 𝐸) = 𝐶𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π ∖ 𝐸) = 𝐶𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π) = 𝑚𝑝,𝑤(𝜎0𝑖, 𝜎1𝑖,Π),

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Другими словами, 𝐸 является 𝑁𝐶𝑝,𝑤-множеством в 𝐺2.
Достаточность. Поскольку 𝐸 = 𝐺2 ∖ 𝐺1 — 𝑁𝐶𝑝,𝑤-множество в 𝐺2, то каждая

функция 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺1) продолжается до функции �̃� ∈ 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺2). Равенство ℒ𝑛(𝐸) = 0
гарантирует единственность продолжения с сохранением нормы. Значит, оператор 𝜃,
введенный ранее, осуществляет изоморфизм пространств 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺1) и 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺2). Теорема

доказана.
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ON THE WEIGHTED EQUIVALENCE OF OPEN SETS IN 𝑅𝑛
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Abstract.
Ahlfors and Beurling gave a characterization in terms of extremal distances

of the removable singularities for the class of analytic functions with finite
Dirichlet integral. Following Ahlfors and Beurling refer a relatively closed set
𝐸 contained in open set 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛 as an 𝑁𝐶𝑝,𝑤-set if 𝐸 do not affect the(𝑝, 𝑤)-
modulus 𝑚𝑝,𝑤(𝐹0, 𝐹1,Π) for every coordinate rectangle Π ⊂ 𝐺.
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Dymchenko and Shlyk established that 𝑁𝐶𝑝,𝑤-sets are removable for the
weighted Sobolev space 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺). Observe that the idea to study removable sets
of this type in 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2, in terms of rectangle is not new and for 𝑤 ≡ 1 was
considered by Hedberg, Yamamoto. In particular Hedberg gave the definition of
null set 𝐸 ⊂ Π for a certain condenser capacity and showed that such set 𝐸
is removable for the class of real valued harmonic function 𝑢 with vanishing
periods,

∫︀
|∇𝑢|𝑝 𝑑𝑥 <∞. Also remark that 𝑁𝐶𝑝,𝑤- sets were under investigation

by Väisälä, Aseev and Sychev for 𝑝 = 𝑛, 𝑤 ≡1; by Vodop’yanov and Gol’dshtein,
𝑤 ≡1. For more fully information about 𝑁𝐶𝑝,𝑤-sets, 𝑤 ≡1, we refer to the book
by Gol’dshtein and Reshetnyak “Quasiconformal mappings and Sobolev Spaces”.

Following Vodop’yanov and Gol’dshtein open sets 𝐺1 and 𝐺2 (𝐺1 ⊂ 𝐺2) will
be called (1, 𝑝, 𝑤)-equivalent if the operator of restriction 𝜃: 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺2) → 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺1)

is the isomorphism of the vector spaces 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺2) and 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺1).
In the present paper we have established the criterion of (1, 𝑝, 𝑤)-equivalence

of open sets in 𝑅𝑛: In order to open sets 𝐺1 and 𝐺2 (𝐺1 ⊂ 𝐺2 ⊂ 𝑅𝑛) be
(1, 𝑝, 𝑤)-equivalent, necessary and sufficient that the set 𝐺2∖𝐺1 be an 𝑁𝐶𝑝,𝑤-set
in 𝐺2. This result generalize the earlier criterion by Vodop’yanov and Gol’dstein
and it’s proof is used the definition of null-sets for the Muckenhoupt weight
condenser module in Ahlfors — Beurling sense.

Key words: modulus of curves family, condenser, capacity, Sobolev functions
classes, Muckenhoupt weight.
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