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Аннотация. Исследуются характеристики кривых, ассоциированных с
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подкоды малого веса рационального кода Гоппы. В работе получена формула
для рода кривой, соответствующей подкоду наименьшего веса.
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Введение

Естественное направление развития теории кодирования связано с исследовани-
ем методов построения новых кодов. Конструкция Гоппы линейных кодов на гладких
проективных кривых над конечными полями позволяет строить новые кривые, а следо-
вательно, и линейные коды большей длины. В работе приводятся некоторые результаты,
полученные в процессе построения кривых, в конструкции которых участвуют геомет-
рические коды Гоппы 𝐶𝐿(𝐷,𝐺) над конечным полем 𝐹𝑝 с параметрами [𝑛, 𝑘].

Линейный код Гоппы, связанный с гладкой проективной кривой 𝐶 над конечным
полем, определяется следующим образом.

Пусть 𝐶 — абсолютно неприводимая гладкая проективная кривая над полем 𝐹𝑝.
Пусть 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 — различные 𝐹𝑝-рациональные точки на 𝐶 и дивизор 𝐷 = 𝑃1+. . .+𝑃𝑛.
Дивизор 𝐺 такой, что носители 𝐺 и 𝐷 не пересекаются. Линейное пространство

𝐿(𝐺) = {𝑓 ∈ 𝐹𝑝(𝐶)
* |(𝑓) +𝐺 ≥ 0} ∪ {0}

порождает линейное отображение

𝐸𝑣 : 𝐿(𝐺) → 𝐹 𝑛
𝑝 , 𝑓 ↦→ (𝑓(𝑃1), . . . , 𝑓(𝑃𝑛)).

Образ этого отображения есть линейный [𝑛, 𝑘]-код 𝐶𝐿(𝐷,𝐺) над конечным полем 𝐹𝑝.

1. Анализ рода кривой, соответствующей подкоду наименьшего веса
рационального кода Гоппы

Пусть 𝐷𝑟 — 𝑟-мерный подкод рационального кода Гоппы 𝐶𝐿(𝐷, 𝑎𝑃∞), носитель
которого удовлетворяет условию

|𝜒(𝐷𝑟)| = 𝑑𝑟(𝐶𝐿(𝐷, 𝑎𝑃∞)).

Элементам базиса 𝑐𝑅𝑖
этого подкода поставим в соответствие кривые Артина — Шрайера

𝐶𝑅𝑖
с аффинным уравнением

𝑦𝑝𝑖 − 𝑦𝑖 = 𝑅𝑖(𝑥), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟,

здесь элемент 𝑅𝑖(𝑥) ∈ 𝑈 соответствует слову 𝑐𝑅𝑖
[1]. 𝐹𝑝-векторное пространство 𝑈 ⊆

⊆ 𝐹𝑝𝑚(𝑥) и подкод 𝐷𝑟 связывает следующее соотношение:

𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛(𝐷)(𝑈) =
{︀
𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛(𝐷)(𝑅) |𝑅 ∈ 𝑈

}︀
= 𝐷𝑟,

где 𝑇𝑟 — отображение следа

𝑇𝑟 : 𝐹𝑝𝑚 → 𝐹𝑝.

Для элемента 𝑅 ∈ 𝑈 обозначим 𝜙𝑅(𝑇 ) = 𝑇 𝑝 − 𝑇 − 𝑅 ∈ 𝐹 [𝑇 ]. Пусть 𝐸𝑈 —
поле разложения всех многочленов 𝜙𝑅(𝑇 ) над полем 𝐹 = 𝐹𝑝𝑚(𝑥). Многочлен 𝜙𝑅(𝑇 ),
соответствующий элементу 0 ̸= 𝑅 ∈ 𝑈 , либо неприводим над полем 𝐹 , либо разлагается
в произведение линейных сомножителей. Предположим последнее, то есть существует
элемент 𝑧 ∈ 𝐹 , являющийся корнем 𝜙𝑅(𝑇 ). Тогда 𝑧𝑝 − 𝑧 = 𝑅 и, кроме того, 𝜈𝑝𝑖(𝑧) ≥ 0,
для всех точек 𝑃𝑖 ∈ P𝐹 . Вычислим
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𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛𝐷(𝑅) = (𝑇𝑟(𝑧𝑝 − 𝑧)(𝑃1), . . . , 𝑇 𝑟(𝑧
𝑝 − 𝑧)(𝑃𝑛)).

Полагая 𝛽𝑖 = 𝑧(𝑃𝑖) ∈ 𝐹𝑝𝑚 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, получим:

𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛𝐷(𝑅) = (𝑇𝑟(𝛽𝑝
1 − 𝛽1), . . . , 𝑇 𝑟(𝛽

𝑝
𝑛 − 𝛽𝑛)).

Тогда 𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛𝐷(𝑅) = 0. С другой стороны 0 ̸= 𝑅 ∈ 𝑈 , следовательно, существуют эле-

менты 𝛼𝑖 ∈ 𝐹𝑝 такие, что 𝑅 =
𝑟∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖𝑅𝑖. Вычислим

𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛(𝐷)(𝑅) = 𝑇𝑟(
𝑟∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖𝑅𝑖) =

𝑟∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛(𝐷)(𝑅𝑖) =
𝑟∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖𝑐𝑖,

где 𝑐𝑖 — кодовое слово, ассоциированное с элементом 𝑅𝑖 ∈ 𝑈 . Таким образом имеем
𝑟∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖𝑐𝑖 = 0, что возможно только в случае равенства нулю всех коэффициентов 𝛼𝑖 ∈ 𝐹𝑝.

Но это противоречит выбору элемента 0 ̸= 𝑅 ∈ 𝑈 , следовательно, многочлен 𝜙𝑅(𝑇 )
неприводим.

Поле 𝐸𝑈 является полем разложения сепарабельных многочленов 𝜙𝑅(𝑇 ) над 𝐹 и,
следовательно, расширение 𝐸𝑈/𝐹 является расширением Галуа.

Рассмотрим элементы 𝑦1, ..., 𝑦𝑟 ∈ 𝐸𝑈 такие, что

𝑦𝑝𝑖 − 𝑦𝑖 = 𝑅𝑖,

тогда 𝐸𝑈 = 𝐹 (𝑦1, ..., 𝑦𝑛). Обозначим 𝐺𝑎𝑙(𝐸𝑈/𝐹 ) — группа Галуа расширения 𝐸𝑈/𝐹 .
Отображение 𝜎 : 𝐹 → 𝐹 определим следующим образом:

𝜎(𝑦𝑖) = 𝑦𝑖 + 𝛼𝑖, 𝛼𝑖 ∈ 𝐹𝑝, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟,

тогда 𝜎 ∈ 𝐺𝑎𝑙(𝐸𝑈/𝐹 ). Имеем

𝑝𝑟 ≤ |𝐺𝑎𝑙(𝐸𝑈/𝐹 )| = [𝐸𝑈 : 𝐹 ] ≤ 𝑝𝑟.

Таким образом, [𝐸𝑈 : 𝐹 ] = 𝑝𝑟. Кроме того, для всех 𝜎 ∈ 𝐺𝑎𝑙(𝐸𝑈/𝐹 ) выполняется
𝜎𝑝 = 𝑖𝑑. Тогда расширение 𝐸𝑈/𝐹 является элементарным абелевым 𝑝-расширением.
Существует точно 𝑝𝑟−1

𝑝−1
промежуточных полей 𝐹 ⊂ 𝐸 ⊂ 𝐸𝑈 степени [𝐸 : 𝐹 ] = 𝑝, каждое

из которых определяется следующим образом:

𝐸 = 𝐸𝑅 = 𝐹 (𝑦), 𝑦𝑝 − 𝑦 = 𝑅 ∈ 𝑈∖{0}.

Тогда

𝑔(𝐸𝑈) =
𝑡∑︀

𝑖=1
𝑔(𝐸𝑖), 𝑡 =

𝑝𝑟−1
𝑝−1

,

здесь 𝑔(𝐸𝑖) — род промежуточного поля 𝐸𝑖 такого, что

𝐹𝑝𝑚(𝑥) ⊆ 𝐸𝑖 ⊆ 𝐸𝑈 и [𝐸𝑖 : 𝐹𝑝𝑚(𝑥)] = 𝑝.

Поле 𝐸𝑈 — поле рациональных функций кривой 𝐶𝐷𝑟 , которая соответствует подкоду
𝐷𝑟. Таким образом, подкоду наименьшего веса соответствует кривая над полем 𝐹𝑝𝑚 .
Род этой кривой равен

𝑔(𝐶𝐷𝑟) =
𝑡∑︀

𝑖=1
𝑔(𝐸𝑖), 𝑡 =

𝑝𝑟−1
𝑝−1

,
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Abstract. One of the main ways to provide correctness of information
transmission via communication channels is the use of error-correcting codes.
Construction of certain classes of codes is based on the curves with sufficient
number of rational points. In this paper we study abelian curves.

According to algorithm of construction, first of all, it is necessary to
represent subcode of low weight as a trace code. Let 𝐶𝐿(𝐷, 𝑎𝑃∞) be a rational
Goppa code over 𝐹𝑝 with parameters [n, k] and let 𝐷𝑟 denote the r-dimensional
subcode of this code such that

|𝜒(𝐷𝑟)| = 𝑑𝑟(𝐶𝐿(𝐷, 𝑎𝑃∞)).
We need to represent subcode of low weight as follows

𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛(𝐷)(𝑈) =
{︀
𝑇𝑟𝐶𝑜𝑛(𝐷)(𝑅) |𝑅 ∈ 𝑈

}︀
= 𝐷𝑟,

where U is 𝑟-dimensional 𝐹𝑝-vector space and 𝑇𝑟 is trace map
𝑇𝑟 : 𝐹𝑝𝑚 → 𝐹𝑝.
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Let 𝐸𝑈 be the function field of curve 𝐶𝐷𝑟 , corresponding to the subcode of
low weight 𝐷𝑟. So, the curve over field 𝐹𝑝𝑚 corresponds to the subcode of low
weight. The genus of this curve is

𝑔(𝐶𝐷𝑟) =
𝑡∑︀

𝑖=1
𝑔(𝐸𝑖), 𝑡 =

𝑝𝑟−1
𝑝−1

,

Key words: geometric Goppa code, generalized Hemming weight of the
code, subcode of low weight, algebraic curve, genus of an algebraic curve.
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