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Аннотация. На основе реализации метода HLLC и схемы MUSCL ис-
следована неустойчивость акустических волн в активных средах. Проведено
сравнение метода типа Годунова с использованием численных схем первого
и второго порядка точности. Исследовано влияние ограничителей наклонов и
способов вычисления потоков на качество численного решения.

Ключевые слова: численные схемы, ограничители наклонов, метод типа
Годунова, MUSCL, HLLC.

Введение

В данной работе подробно рассмотрен метод HLLC, проведено сравнение точно-
сти различных приближенных методов решения задачи Римана о распаде произволь-
ного разрыва. Решение этой задачи необходимо для построения численных методов,
принадлежащих типу Годунова. Для пересчета величин по времени использовалась схе-
ма типа MUSCL, которая предполагает простейший двушаговый пересчет, называемый
предиктор-корректор. На основе этого алгоритма была смоделирована динамика волно-
вых процессов в активных средах.
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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

1. Активная среда

В реальных средах звуковые волны затухают вследствие вязкости среды и моле-
кулярного рассеяния. Однако в активных средах распространение акустических волн
происходит иначе.

Газодинамика термодинамически неравновесных сред, таких как колебательно-воз-
бужденный газ, неизотермическая плазма, химически активные смеси, среды с неравно-
весными фазовыми переходами и т. д., является в современном мире предметом экспери-
ментальных исследований и теоретических работ. В таких средах коэффициент второй
(объемной вязкости) и акустическая дисперсия могут быть отрицательными. Акустиче-
ская активность сред приводит к сильному изменению структуры и динамики нелиней-
ных волн, в ней распространяющихся. Многочисленные эксперименты, проведенные в
неравновесных средах, свидетельствуют о существенном изменении структуры газоди-
намического возмущения. А именно, в неравновесных газоплазменных средах наблюда-
ется расщепление фронта ударной волны, изменение ее скорости, амплитуды и ширины
фронта, образование предвестников. Кроме того, низкочастотный коэффициент гидро-
динамической нелинейности в таких средах является сложной функцией стационарной
степени неравновесности и может быть отрицательным.

Эти новые акустические свойства необходимо учитывать при рассмотрении различ-
ных газодинамических явлений, протекающих в этих средах. Прежде всего их влияние
может быть заметным при исследовании структуры газодинамических возмущений ма-
лой, но конечной амплитуды [6].

Таким образом, активная среда — вещество, в котором распределение частиц (ато-
мов, молекул, ионов) по энергетическим состояниям не является равновесным и хотя
бы для одной пары уровней энергии осуществляется инверсность населенностей. То
есть, для того чтобы среда была неравновесной, необходимо избирательное возбужде-
ние атомов или молекул, обеспечивающее избыточное заселение одного или нескольких
верхних уровней энергии по сравнению с нижележащим уровнем.

2. Численная схема

2.1. Уравнения газодинамики в активной среде

Математически описать распростанение звуковых волн в среде можно с помощью
уравнений Эйлера. Если среда является неравновестной, то система уравнений Эйлера
в одномерном случае имеет вид:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢) = 0,

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢2) = −𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑓(𝑥, 𝑡),

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝑢𝐸) = − 𝜕

𝜕𝑥
(𝑢𝑝) + 𝜌 [𝑄(𝜌, 𝑝)− 𝐼(𝜌, 𝑝) + 𝑢𝑓(𝑥, 𝑡)] ,

𝜕𝐸𝜈

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝑢𝐸𝜈) = 𝜌

[︂
𝐸𝑒 − 𝐸𝜈

𝜏(𝜌, 𝑝)
+𝑄(𝜌, 𝑝)

]︂
,

(1)

где 𝑄(𝜌, 𝑝), 𝐼(𝜌, 𝑝) — мощности источника накачки и теплоотвода (𝑄 = 𝐼 = 𝑠/𝜏0, 0.5 <
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< 𝑠 < 1.5); 𝐸𝜈 — колебательная энергия; 𝐸𝑒 — равновесное значение колебательной
энергии; 𝜏(𝜌, 𝑝) — время колебательной релаксации. Для активной среды энергия нахо-
дится по формуле

𝐸 =
𝑝

𝛾 − 1
+

𝜌𝑢2

2
+ 𝐸𝜈 , (2)

где 𝛾 — показатель адиабаты.
Колебательная энергия для неравновесной среды определяется через ее равновесное

значение, время колебательной релаксации и мощность источника накачки:

𝐸𝜈 = 𝐸𝑒 + 𝜏(𝑝0, 𝜌0)𝑄(𝑝0, 𝜌0), (3)

где 𝜌0, 𝑝0 — стационарные значения плотности и давления.
Время колебательной релаксации вычисляется по формуле [4; 5]

𝜏(𝜌, 𝑝) = 𝜏0(
𝜌

𝜌0
)𝜏𝑟−𝜏

𝑇 (
𝑝

𝑝0
)𝜏𝑇 , 𝜏0 =

𝛿𝜆

2𝜋𝐶𝑠

, 𝐶𝑠 =

√︂
𝛾𝑝

𝜌
, (4)

где 𝜏𝑟 — время вращательной релаксации;
𝜏
𝑇

— время поступательной релаксации.

2.2. Метод типа Годунова

Для построения численной схемы воспользуемся явным методом типа Годунова [12]

U𝑛+1
𝑖 −U𝑛

𝑖

Δ𝑡
+

F𝑖+1/2 − F𝑖−1/2

Δ𝑥
= 0, (5)

где

U =

⎛⎝ 𝜌
𝜌𝑢
𝐸

⎞⎠ , F =

⎛⎝ 𝜌𝑢
𝜌𝑢2 + 𝑝
𝑢(𝐸 + 𝑝)

⎞⎠ . (6)

Значения потоков F𝑖+ 1
2

на границах ячеек вычисляются из решения соответству-
ющей задачи Римана. Будем вычислять эти значения различными способами: методом
Лакса — Фридрихса (LF), Хартена — Лакса — ван Лира (HLL) и модифицированным
методом Хартена — Лакса — ван Лира (HLLC).

2.3. Метод HLLC

Метод HLLC предполагает расчет F𝑖+ 1
2

исходя из системы [11]:

F𝑖+ 1
2
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
F𝐿, если 0 ≤ 𝑆𝐿,

F*𝐿, если 𝑆𝐿 ≤ 0 ≤ 𝑆*,

F*𝑅, если 𝑆* ≤ 0 ≤ 𝑆𝑅,

F𝑅, если 0 ≥ 𝑆𝑅,

(7)
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где F*𝑅 и F*𝐿 (индексы 𝑅 и 𝐿 заменяет 𝐾) вычисляются следующим образом:

F*𝐾 =
𝑆*(𝑆𝐾U𝐾 − F𝐾) + 𝑆𝐾𝑃𝐿𝑅D*

𝑆𝐾 − 𝑆*
,

𝑃𝐿𝑅 =
1

2
[𝑝𝐿 + 𝑝𝑅 + 𝜌𝐿(𝑆𝐿 − 𝑢𝐿)(𝑆* − 𝑢𝐿) + 𝜌𝑅(𝑆𝑅 − 𝑢𝑅)(𝑆* − 𝑈𝑅)],

D* = [0, 1, 𝑆*].

(8)

Величина 𝑆* определяется по формуле

𝑆* =
𝑝𝑅 − 𝑝𝐿 + 𝜌𝐿𝑢𝐿(𝑆𝐿 − 𝑢𝐿)− 𝜌𝑅𝑢𝑅(𝑆𝑅 − 𝑢𝑅)

𝜌𝐿(𝑆𝐿 − 𝑢𝐿)− 𝜌𝑅(𝑆𝑅 − 𝑢𝑅

,

𝑆𝐿 = 𝑢𝐿 − 𝑎𝐿𝑞𝐿, 𝑆𝑅 = 𝑢𝑅 + 𝑎𝑅𝑞𝑅,

(9)

где

𝑞𝐾 =

{︃
1, если 𝑝* ≤ 𝑝𝐾 ,[︁
1 + 𝛾+1

2𝛾
(𝑝*/𝑝𝐾 − 1)

]︁
, если 𝑝* > 𝑝𝐾 .

(10)

Аккустическое приближение давления 𝑝* находится как

𝑝* = max(0,
1

2
(𝑝𝐿 + 𝑝𝑅)−

1

2
(𝑢𝐿 − 𝑢𝑅)𝜌�̄�),

𝜌 =
1

2
(𝜌𝐿 + 𝜌𝑅), �̄� =

1

2
(𝑎𝐿 + 𝑎𝑅).

(11)

2.4. Схема MUSCL

Построение схемы высокого порядка точности осуществляется путем сочетания
использования кусочно-линейной аппроксимации величин внутри ячеек с различными
алгоритмами пересчета по времени. В данной работе будем использовать схему ти-
па MUSCL, в основе которой лежит простейший двухшаговый пересчет, называемый
предиктор-корректор.

Предиктор: первый шаг. Предположим, что внутри дискретных ячеек для всех
значений сеточных функций заданы кусочно-линейные распределения вида:

U(𝑡𝑛, 𝑥𝑖) = U𝑛
𝑖 +Q𝑛

𝑖 (𝑥− 𝑥𝑖), 𝑥 ∈ [𝑥𝑖 −
1

2
Δ𝑥, 𝑥𝑖 +

1

2
Δ𝑥], (12)

где 𝑥𝑖 — пространственная координата центра ячейки с номером 𝑖, а Q𝑛
𝑖 — вектор

наклонов распределения функции U внутри ячейки в направлении оси 𝑥.
Запишем разностное уравнение для учета изменения U по времени в виде:

Ûn+1
i −U𝑛

𝑖

Δ𝑡
+

F(U𝑛
𝑖 +

1
2
Δ𝑥Q𝑛

𝑖 )− F(U𝑛
𝑖 − 1

2
Δ𝑥Q𝑛

𝑖 )

Δ𝑥
= 0. (13)
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Шаг по времени Δ𝑡 определяется из условия устойчивости численной схемы [1; 2]:

Δ𝑡 = 𝐾 min
𝑖=1,𝑁

(
Δ𝑥

|𝑢𝑛
𝑖 |+ 𝐶𝑠

),

𝐶𝑠 =

√︃
𝛾𝑝𝑛𝑖
𝜌𝑛𝑖

,

(14)

где 𝐾 — критерий Куранта, 0 < 𝐾 < 1.
Предиктор: второй шаг. Вычислим значение функции U на промежуточном слое по

времени 𝑡+ 1
2
Δ𝑡:

U
𝑛+1/2
𝑖 =

1

2
(Ûn+1

i −U𝑛
𝑖 ). (15)

Корректор. На шаге «корректор» применим конечно-объемную схему

U𝑛+1
𝑖 −U𝑛

𝑖

Δ𝑡
+

F𝑖+1/2 − F𝑖−1/2

Δ𝑥
= 0, (16)

где все значения F𝑖+1/2 определяются решением задачи Римана со следующими кусочно-
постоянными начальными данными:{︃

U
𝑛+1/2
𝑖 + 1

2
Δ𝑥Q𝑛

𝑖 , при 𝑥𝑖+1/2 < 0,

U
𝑛+1/2
𝑖 − 1

2
Δ𝑥Q𝑛

𝑖+1, при 𝑥𝑖+1/2 > 0.
(17)

Значения потоков F𝑖−1/2 определяются аналогично.

2.5. Ограничители наклонов

Одним из простых способов вычисления наклонов Q𝑛
𝑖 в дискретной ячейке с но-

мером 𝑖 для сеточной функции U𝑖, где 𝑖 = 1, 2, . . . , который обеспечивает устойчивость
схемы, является использование функции minmod [3; 8]. Наклоны в ячейках рассчиты-
ваются по формуле:

𝑟 =
U𝑖 −U𝑖−1

U𝑖+1 −U𝑖

,

minmod(𝑟) = max[0,min(1, 𝑟)].

(18)

Функция minmod выбирает наклон с минимальным значением абсолютной величи-
ны, при условии что знаки обоих аргументов совпадают. При различных знаках аргу-
ментов функция равна нулю.

Однако существуют и другие ограничители наклонов:
— ограничитель ван Лира [9]:

limiter𝑣𝐿(𝑟) =
𝑟 + |𝑟|
1 + |𝑟|

; (19)

— ограничитель ван Альбады:

limiter𝑣𝐴(𝑟) =
𝑟2 + 𝑟

𝑟2 + 1
; (20)

— ограничитель «superbee» [10]:

superbee(𝑟) = max[0,min(2𝑟, 1),min(𝑟, 2)]. (21)
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3. Проведение вычислительных экспериментов

3.1. Тестирование

В качестве тестовой рассмотрим задачу о распаде произвольного разрыва газа с
показателем адиабаты 𝛾 = 1, 4 в точке 𝑥0 = 0 с начальными условиями 𝑢 = 0, 𝜌 = 1,
𝑝 = 1, 0 при 𝑥 < 𝑥0, иначе 𝑝 = 0, 1. Определим критерий Куранта 𝐾= 0,5. Вычисле-
ния проводились на сетках с различным количеством ячеек 𝑁 = 100; 200; 400; 800. На
рисунке 1 приведены результаты тестирования при 𝑁 = 800.

Рис. 1. Результаты тестирования с использованием метода HLLC, схема первого (а) и второго
(б) порядка точности в момент времени 𝑡 = 0, 5. Сплошной линией показано аналитическое

решение для профиля плотности, ромбами — численное

Таблица 1
Погрешность вычислений при различных методах

Первый порядок точности Второй порядок точности
𝑁 LF HLL HLLC LF HLL HLLC

100, 𝑇 = 0.5 0.12124 0.099639 0.089542 0.058916 0.048838 0.046978
200, 𝑇 = 0.25 0.06090 0.050060 0.044980 0.029604 0.024540 0.023605
400, 𝑇 = 0.125 0.030528 0.025092 0.022546 0.014839 0.012300 0.011832
800, 𝑇 = 0.0625 0.015283 0.012562 0.011287 0.007428 0.006158 0.005923

Таблица 2
Погрешность вычислений при различных функциях-ограничителях

𝑁 minmod ван Лир ван Альбада superbee
200, 𝑇 = 0.5 0.02940 0.022804 0.025170 0.017009
800, 𝑇 = 0.5 0.012072 0.007685 0.008751 0.005682

Для каждого из вариантов схемы была рассчитана относительная ошибка по фор-
муле

𝜖 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝜌𝑎 − 𝜌𝑛|, (22)

где 𝜌𝑎 — аналитическое решение; 𝜌𝑛 — численное. Результаты представлены в табли-
цах 1, 2.
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3.2. Газодинамическое моделирование в активной среде

Для моделирования динамики акустических волн в неравновесной среде зададим
вынужденные колебания от источника с начальными условиями 𝑢 = 0, 𝜌 = 1, 𝑝 =
= 1, критерий Куранта 𝐾 = 0, 5. Для вычисления времени колебательной релаксации
определим значения 𝜏𝑟 = −1, 0 и 𝜏

𝑇
= −1, 5. Длина волны 𝜆 = 0, 1.

Рассмотрим линейную стадию распространения звуковых волн, для этого зададим
𝑆 = 0, 5 и сравним полученный результат с функцией

𝑓 = 𝐴𝑒
𝛼
𝜆
𝑥, (23)

где 𝐴 — амплитуда начального возмущения. На рисунке 2 представлены результаты при
𝑁 = 800, для функции (23) задан параметр 𝛼 = 0, 43. На линейной стадии хорошо
прослеживается экспоненциальный рост амплитуды возмущения.

Для моделирования нелинейной стадии звуковых волн был задан параметр 𝑆 =
= 1, 𝛼 = 1, 034. На рисунках 3, 4 представлены распределения возмущения скорости,
давления и плотности в звуковой волне. В момент времени 𝑡 = 0, 8 начальные импульсы
эволюционируют в возмущения типа «ступенька» [4]. Амплитуда, скорость и форма
таких возмущений определяются только параметрами неравновесной среды.

Рис. 2. Распределение возмущения скорости в
акустической волне на линейной стадии в
момент времени 𝑡 = 0, 8. Сплошной линией

показана огибающая возмущения (23),
линией с ромбами — численное решение

Рис. 3. Распределение возмущения скорости в
акустической волне на нелинейной стадии в
момент времени 𝑡 = 0, 8. Сплошной линией

показана огибающая возмущения (23),
линией с ромбами — численное решение

Заключение

Полученные результаты свидетельствуют о том, что применение схемы MUSCL
дает уменьшение погрешности вычислений в 2 раза в независимости от метода реше-
ния задачи Римана. Среди ограничителей наклонов наиболее точным является superbee.
На основе реализации метода HLLC и схемы MUSCL была исследованна неустойчи-
вость акустических волн в активных средах. Полученные результаты свидетельствуют
о существенном влиянии стационарной неравновесности (через формируемые ею новые
вязкостно-дисперсионные и нелинейные свойства среды) на эволюцию газодинамическо-
го возмущения.
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Рис. 4. Распределение возмущения давления (а) и плотности (б) в акустической волне
на нелинейной стадии в момент времени 𝑡 = 0, 8
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Abstract. The results of the Godunov type method using numerical sche-
mes of the first and second level of precision are compared. Influence of slope
limiters and flux computation methods to quality of numerical solution are
investigated.

Four versions of slope limiters are investigated: minmod, van Leer, van
Albada, superbee. Three methods of numerical flux computation also investigated:
Lax — Friedrichs, Harten — Lax — van Leer and Harten — Lax — van Leer —
Contact.

It is shown, that superbee leads to very similar numerical solution quality.
Also, the results show, that the use of the MUSCL scheme gives smaller error
calculations in 2 times, regardless of the method numerical solution of Riemann
problem.

The instability of acoustic waves in active environments are investigated on
the basis of the realisation of the method HLLC and MUSCL schemes.The results
indicate significant effects of stationary nonequilibrium (generated through its
new viscosity-dispersive and nonlinear properties of the medium) on the evolution
of the gas-dynamic perturbations.

Key words: numerical schemes, slope limiters, method of Godunov type,
MUSCL, HLLC.
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