
 

 
40 ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2015. № 2 (27) 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

® 

www.volsu.ru 

DOI: http://dx.doi.org/10.15688/jvolsu1.2015.2.4 

УДК 51-77, 330.4 

ББК 65в6, 65.012.3 

ЗАДАЧА О ПОИСКЕ ОПТИМАЛЬНОГО КОЛИЧЕСТВА СТРАН  

НА ОГРАНИЧЕННОЙ ТЕРРИТОРИИ 

Веденяпин Александр Дмитриевич 

Кандидат физико-математических наук, доцент кафедры математического анализа  
и теории функций,  
Волгоградский государственный университет 
matf@volsu.ru 
просп. Университетский, 100, 400062 г. Волгоград, Российская Федерация 

Митасов Сергей Александрович 

Магистрант кафедры математического анализа и теории функций,  
Волгоградский государственный университет 
matf@volsu.ru 
просп. Университетский, 100, 400062 г. Волгоград, Российская Федерация 

Аннотация. В данной работе построена математическая модель, раскрывающая 
некоторые связи между процессом образования государств и механизмом ежегодного 
изъятия из государств некоторой доли их абстрактного продукта при помощи систе-
мы структур, занимающихся эмиссией национальных валют этих государств, и не 
подчиненных этим государствам. При помощи этой модели сделан вывод в виде тео-
ремы о том, что при определенных условиях разделение какой-либо территории на 
несколько государств не выгодно для населения этой территории. Самым выгодным 
вариантом при данных условиях для населения этой территории является недели-
мость этой территории. 

Ключевые слова: максимизация выгоды, средство обращения, эффект от мас-
штаба производства, теорема Лагранжа о среднем приращении, математическая мо-
дель. 

Предположим, что мир состоит из двух континентов. 
Нами рассматривается долгосрочный период – может включать в себя сотни, тысячи лет, 

или любой промежуток времени, в течение которого происходит изменение границ государств, 
разделение государств. Все курсы валют 1 : 1. Цены на товары везде одинаковые, как на внут-
ренних рынках, так и на внешних, так как все государства мира находятся в ВТО. В силу этого 
цены на товары в различных валютах принимают одно и то же значение. ©
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Пусть существует некий абстрактный континент со своей площадью территории L. На 
континенте производится некий абстрактный продукт (перечень каких-то жизненно необходи-
мых товаров). Континент разделен на несколько государств со своими площадями их террито-
рий Si,  i = 1,..., n.  

1 2+ +....+ =nS S S L 0iS  i = 1, 2, ..., n, n ≠ const.        (1) 

Количество государств может меняться с течением времени. 
В каждом государстве размещается «компрадорская» управляющая структура. Каждая 

структура самостоятельна и не подчиняется государству. Ее официальная функция – эмиссия 
национальной валюты государства [2], то есть сколько государств на континенте – столько и 
национальных валют – столько же «компрадорских» управляющих структур. Теневая функция 
«компрадорских» управляющих структур – ежегодно изымать из континента определенное ко-
личество ежегодно производимого абстрактного продукта. Реализация этой теневой функции 
излагается далее. 

У компрадорских структур есть «хозяин», живущий на другом континенте. Он производит 
свой абстрактный продукт только для себя (в особенности авианосцы с бомбардировщиками), и 
никому его не продает, так как является «мировым паразитом», который потребляет больше, 
чем производит. 

«Хозяин» ежегодно может печатать неограниченное количество своей валюты и скупать за 
нее абстрактный продукт, ежегодно производимый государствами «бедного» континента. 

«Компрадорские» структуры в каждом государстве «бедного» континента ежегодно печа-
тают ровно столько национальной валюты, сколько государство получило валюты «хозяина» в 
обмен на часть своего ежегодного абстрактного продукта (напоминаем, что все курсы валют 
1 : 1). Эта валюта «хозяина» более уже не используется государством, направляется в золотова-
лютные резервы «компрадорской» структуры и из золотовалютных резервов отдается назад 
«хозяину» в обмен на казначейские векселя «хозяина» [5], платить по которым он никогда не 
будет, по той причине, что у него есть авианосцы с бомбардировщиками. 

Национальная валюта каждому государству нужна для реализации оставшегося ежегодно-
го абстрактного продукта внутри государства между его членами – реализация функции денег – 
средство обращения [3]. Напоминаем, что внутренние цены диктуются ВТО и равны внешним 
ценам, а также все курсы валют 1 : 1, так что для реализации оставшегося абстрактного продук-
та внутри отдельно взятого государства этому государству необходим объем национальной ва-
люты, равный полученному объему валюты «хозяина». Проще говоря, для каждого государства 
важно, чтобы объем проданного продукта равнялся объему оставшегося. 

Ежегодная доля абстрактного продукта, которая продается хозяину, зависит от площади 
территории государства, и с ростом площади эта доля уменьшается, так как «компрадорской» 
управляющей структуре и ее «хозяину» становится сложнее контролировать территорию с 
большей площадью и соответственно большей численностью населения, которое время от вре-
мени бунтует [6], что и затрудняет изъятие абстрактного продукта из государства. Обозначим 
эту долю за ( )i

iP S . Она принимает значения из отрезка [0, 1]. 
Итак, по условию: 

( ) [0,1]i
iP S  , 

( ) 0
i

i
i

dP S
dS

 , (0, ]iS L , i = 1, 2, ..., n.      (2) 

Не забываем, что n ≠  const.  
Кроме того, на континенте действует экономическое правило роста эффективности произ-

водства абстрактного продукта каждого отдельно взятого государства с ростом площади терри-
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тории этого государства (эффект от масштаба производства [3]). Особенно этот эффект, в на-
шем случае от роста площади территории, ярко выражается, например, в аграрных государст-
вах, ориентированных на производство сельскохозяйственной продукции, а также в государст-
вах, ориентированных на добычу полезных ископаемых. Обозначим эту взаимосвязь коэффи-
циентом ( )i

iK S , зависящим от площади государства. 
Итак, по условию: 

( ) 0i
iK S  , 

( ) 0
i

i
i

dK S
dS

 , (0, ]iS L , i = 1, 2, ..., n.      (3) 

Условие появления государств: мы предполагаем, что при образовании на континенте но-
вого n + 1 государства выполняется условие: 

1
1( ) = ( )n i

n iK S K S
  и 1

1( ) = ( )n i
n iP S P S
  при 1 =n iS S  для какого-то {1, 2,..., }i n . 

Условие слияния государств: мы предполагаем, что при слиянии каких-то государств вы-
полняется условие: новые функции P и K для нового государства, получившегося из несколь-
ких государств, принимаются равными функциям Pi и Ki  какого-то i-го государства, участво-
вавшего в слиянии. 

Объем производства абстрактного продукта в каждом государстве определяется равенст-
вом: 

(0, ]iS L , i = 1, 2, ..., n.         (4) 

При этом ясно, что с ростом площадей всех государств, какие-то государства вливаются в 
другие, так как L = const, и в одном государстве не может быть несколько национальных валют, 
и соответственно «компрадорская» управляющая структура тоже остается только одна. 

Ежегодный объем абстрактного продукта, который отдается «хозяину», определяется вы-
ражением: 

( ) ( )i i i
i iS K S P S  (0, ]iS L , i = 1, 2, ..., n.       (5) 

Ежегодный объем абстрактного продукта, который остается в каждом государстве, опре-
деляется выражением: 

( ) (1- ( ))i i i
i iS K S P S  (0, ]iS L , i = 1, 2, ..., n.     (6) 

С точки зрения «компрадорских» структур и их «хозяина» для ежегодного извлечения из 
континента максимально возможного объема абстрактного продукта необходимо найти макси-
мум следующего функционала: 

1 2

1

1 2

( , ,..., ) = ( ) ( )

+ +...+ = = const
const.



 




n

n i i i
i i

i

n

G S S S S K S P S

S S S L
n        

(7) 

Если n = const, то этот функционал есть функция от n переменных, и максимум ищется за 
счет взаимного изменения границ между государствами без их исчезновения. В этом случае 
задача сводится к поиску условных экстремумов на поверхности: 

1 2+ +....+ =nS S S L 0 < <iS L , i = 1, 2, ..., n. 
Поиск максимума для функционала (7) сводится к максимизации выгоды (сравнение пре-

дельных выгод и предельных издержек от изменения площадей государств) [3]. Все сводится к 

непрерывному попарному сравнению приращений ( ( ) ( ))'i i i i
i iS K S P S S      для i-х государств, 
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где iS есть изменение площади i-го государства. Приращение ( ( ) ( ))'i i i i
i iS K S P S S      оп-

ределяется по теореме Лагранжа о среднем приращении [1]. До тех пор, пока производная 
( ( ) ( ))'i i i

i iS K S P S  положительна, «хозяину» «компрадорских» структур будет выгодно 
увеличивать площадь i-го государства за счет территории других государств с меньшим 
значением производных. Если же производная отрицательна, то выгодно уменьшать пло-
щадь государства, либо увеличивая площади государств с положительными производными 
либо создавая новые государства по условию, обозначенному выше, и продолжая опериро-
вать уже и с их территорией. 

На рисунке 1 показан один из возможных сценариев процесса максимизации функционала 
(7) для каких-то i-го и j-го государств, где i   j. Площадь фигуры ABCD есть приращение еже-
годного продукта для «хозяина» в i-м государстве за счет изменения площади i-го государства 

на iS , 0iS  . Площадь фигуры EFGH есть приращение ежегодного продукта для «хозяи-

на» в j-м государстве за счет изменения его площади на jS , 0jS  . Для сохранения равен-
ства (1) предполагается, что =i jS S  . 

 
 
 

 
Рис. 1. Приращение продукта для «хозяина» за счет увеличения площади в i-м государстве  

и за счет снижения площади в j-м государстве 
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Рис. 2. Приращение продукта для «хозяина» за счет увеличения площади в i-м государстве и уменьшение 

продукта для «хозяина» за счет снижения площади в j-м государстве 

 

На рисунке 2 показан еще один сценарий процесса максимизации для каких-то i-го и j-го 
государств, i   j. Здесь площадь фигуры ABCD есть также приращение ежегодного продукта 
для «хозяина» в i-м государстве за счет изменения площади i-го государства на iS , 0iS  . 
Площадь фигуры EFGH есть теперь уменьшение ежегодного продукта для «хозяина» в j-м го-
сударстве за счет изменения площади j-го государства на jS , 0jS  . Для сохранения ра-
венства (1) опять предполагается, что =i jS S  . Подобное изменение площадей государств 
«хозяину» будет выгодно, если площадь фигуры ABCD будет больше площади фигуры EFGH 
или ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )' 'i i i i j j j j

i i j jS K S P S S S K S P S S            . 

Приведем тривиальный пример для системы (7). 
Пример 1. Пусть изначально на континенте было только одно государство. 
Тогда по условию появления государств функции Pi и Ki равны во всех государствах «бед-

ного» континента. Обозначим их за P и K. Пусть площади всех государств континента также 
всегда равны. Обозначим их соответственно за S. 

Пусть P и K линейные функции 
LaSaSP  11)( 1 = const 0a  (0, ]S L  

2( ) =K S a S 2 const 0a   (0, ]S L  
Тогда 

1 2( , ,..., ) = ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ).nG S S S G S n S P S K S L P S K S      

Приравниваем производную к нулю и получаем, что .
2
LS   

То есть в этом случае «хозяину» выгодно делить континент на два государства. 
Максимизация функционала (7) может оказаться невыгодной для «компрадорских» струк-

тур и их «хозяина» в том смысле, что если в первый год изъять из континента слишком много 

44 
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продукта (или несколько лет изымать продукт по максимуму), то во второй год (следующие 
года) больше некому будет снова производить этот продукт (из-за вымирания населения кон-
тинента [4]). 

Поэтому оптимальным для «хозяина» будет вариант, когда и население не слишком быст-
ро вымирает, и соответственно продукт можно изымать очень долго. Лучше дольше, но боль-
ше, чем сразу, но меньше. 

С точки зрения каждого отдельно взятого государства «бедного» континента для реализа-
ции внутреннего ежегодно остающегося продукта внутри государства (реализация функции 
денег – средство обращения) необходимо, чтобы для каждого государства объем его ежегодно 
отдаваемого продукта равнялся объему остающегося. Это также устраивает и «хозяина» ввиду 
вышесказанного. Для этого необходимо решить систему: 

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 2

( ) ( ) = ( ) (1 ( ))

( ) ( ) = ( ) (1 ( ))
.....................................
.....................................

( ) ( ) = ( ) (1 ( ))

...

    

    

    

    

n n n n n n
n n n n

n

S K S P S S K S P S

S K S P S S K S P S

S K S P S S K S P S

S S S L const
const.n        

(8) 

Из этой системы следует система 
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2
1 1 1

1 1

2 2 2
2 2

1 2

( ) ( ) + ( ) ( ) +...+

( ) ( ) = ( )×(1 ( )) +

( )×(1 ( )) + ...+ ( ) (1 ( ))

+ +...+ = = const
const.

   

    

     



n n n
n n

n n n
n n

n

S K S P S S K S P S

S K S P S S K S P S

S K S P S S K S P S

S S S L
n

        (9) 

Но из системы (9) уже не следует система (8). Системы могут оказаться неразрешимыми с 
математической точки зрения, но обязательно разрешимы при приближенном подборе площа-
дей для приближенного выполнения равенств. Ежегодные объемы производств, вычисленные 
отдельно по каждой системе, могут оказаться разными. Если все государства «бедного» конти-
нента вычисляют свои площади по системе (9), то в государствах могут возникнуть дисбалансы 
между объемом национальной валюты и оставшимся абстрактным продуктом, причем эти дис-
балансы в отдельно взятых государствах образуют баланс на всем континенте. Дисбалансы в 
каждом государстве в этом случае решаются торговлей между этими государствами. 

Пример 2. В условиях примера 1 системы (8) и (9) равносильны друг другу. И все сводит-
ся к равенству: 

( ) ( ) = ( ) (1 ( )).K S P S K S P S    

Решаем его относительно S, и получаем, что 1

1

2 11 .
2

La
S

a


   

Если, например, 1
0.51a

L
  , то 

51
LS  . То есть 51 государство. 

Если же государства «бедного» континента решили обеспечить свое максимальное благо-
получие, то им необходимо максимизировать функционал: 
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1 2

1

1 2

( , ,..., ) = ( )×(1 ( ))

... const
const.



 

    



n

n i i i
i i

i

n

F S S S S K S P S

S S S L
n   

(10) 

Процесс максимизации этого функционала аналогичен процессу максимизации функцио-

нала 1 2( , ,..., )nG S S S , но с одним отличием – производные всех слагаемых функционала 
1 2( , ,..., )nF S S S положительны. 
Пример 3. Пусть изначально на континенте было только одно государство, которое с те-

чением времени было разделено на несколько. 
Тогда по условию появления государств функции Pi и Ki равны во всех государствах «бед-

ного» континента. Обозначим их за P и K. Пусть площади всех государств континента также 
всегда равны. Обозначим их соответственно за S. Получим: 

1 2( , ,..., ) = ( ) = (1 ( )) ( ) = (1 ( )) ( ).nF S S S F S n S P S K S L P S K S        
Так как это возрастающая функция, то она достигает своего наибольшего значения тогда, 

когда S = L. То есть для государств континента в этом случае наиболее выгодно объединиться 
обратно в одно государство. 

Пример 4. Если в условиях примера 3 предположить, что площади государств могут быть 
различными, то функционал (10) будет выглядеть следующим образом: 

1 2

1

( , ,..., ) = ( ) (1 ( )),
n

n i i i

i
F S S S S K S P S



   const,n   

1 2 +....+ const.nS S S L    

Если еще предположить, что вторая производная ( ( ) (1 ( )))i i iS K S P S ''    положительна 
на всем полуинтервале (0, ]L , то максимум функционала также будет достигаться тогда, когда 
государства континента объединятся в одно государство. 

Из примера 4 следует теорема.  

Теорема 1. Если все вторые частные производные 
2

2

)( iS
F




 функционала (10) положи-

тельны, то максимум этого функционала достигается тогда, когда все государства конти-
нента объединятся в одно государство. 

Доказательство: В данном случае первые частные производные iS
F




 будут возрас-

тающими положительными функциями на полуинтервале (0, ]L . Процесс максимизации выго-
ды даст требуемое.  

Если в теореме 1 к тому же еще и все ( )i
iP S в функционале (10) обращаются в точке L в 

ноль, то «компрадорская» структура перестанет печатать национальную валюту, и будет повод 
перейти на другие методы распределения абстрактного продукта внутри государства. В этом 
случае «компрадорской» структуре путем обмана нельзя будет ежегодно изымать из получив-
шегося государства (размером с континент) абстрактный продукт, и по этой причине она лик-
видируется, и государство получит право печатать свою валюту самостоятельно, если это по-
требуется. 
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Abstract. We assumed that the world consists of two continents. We consider the long 
term – any period of time during which there is a change of state borders, the division of 
states. All exchange rates are of 1 : 1. Prices of goods are the same everywhere, both at do-
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mestic markets and foreign, since all countries in the world are in the WTO. For this reason, 
prices in various currencies take the same value. 

The process of new states formation in one of the continents is under the assumption 
that every state is required to structure occupied by the emission of the national currency in 
the following way – part of the gross domestic product of the state each year is given to 
another continent (“owner” of structures) in exchange for the opportunity to print their own 
currency in order to redistribute the remaining annual product within the state between its 
population and for the implementation of the function of money – a medium of exchange. 

In such circumstances, for each state there are special coefficients which with the 
growth of the area of the state reflect the growth of annual production and the decrease in 
the annual volume of the product. 

Search for the optimal number of states in the continent can take place both in the in-
terest of another continent and in the interests of people of the unfortunate continent. For 
this purpose two respective functions are built  

1 2

1

( , ,..., ) = ( ) ( )
n

n i i i
i i

i

G S S S S K S P S


   

1 2

1

( , ,..., ) = ( ) (1 ( ))
n

n i i i
i i

i
F S S S S K S P S



  
,
 

when 
1 2+ +...+ = = const,nS S S L  n ≠  const. 

Accordingly, their highs are searched by the maximizations of benefits principle. 
Also a system of equations is introduced, which reflects necessary state for each coun-

try – when the annual volume of the given product is equal to the annual volume of remain-
ing product. 

At the end of this paper we present a theorem, that under certain conditions the most 
profitable for the population of the “unfortunate” continent is the union into the single state. 

Key words: maximization of benefits, circulation medium, effect of production scale, 
Lagrange's theorem on finite increments, mathematical model. 
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