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Аннотация. Приведены формулы для численного моделирования газо-
динамических течений на основе лагранжево-эйлеровой схемы LES-ASG в
двумерном случае. Приводится объяснение отличительной особенности чис-
ленной схемы LES-ASG от схемы cSPH-TVD [1; 2]. Подробно рассматрива-
ется как лагранжев, так и эйлеров этап. Рассмотрены условия устойчивости
численной схемы. Проведен анализ и сравнение с численной схемой MUSCL
в одномерном случае.

Ключевые слова: численные схемы, LES, ASG, cSPH-TVD, лагранжево-
эйлерова схема.

Введение

В данной работе мы подробно рассмотрим все этапы и формулы численной схемы
LES-ASG, которая является модификацией численной схемы cSPH-TVD. Проведем срав-
нение схемы LES-ASG и схемы MUSCL для одномерного случая. В дальнейшем данная
схема будет использоваться в качестве основы для создания программного комплекса,
направленного на моделирования газодинамических течений.
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1. Основные уравнения

Будем исходить из интегральных законов сохранения массы для однородной несжи-
маемой жидкости, а также законов сохранения энергии и импульса для «жидкой части-
цы» с «объемом» Σ(𝑡), деформирующейся произвольным образом в процессе движения,
в двумерном случае:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁∫︁
Σ(𝑡)

ρ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0, (1)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁∫︁
Σ(𝑡)

ρ𝑢 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∫︁∫︁
Σ(𝑡)

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑥
− ρ𝑓𝑥

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦, (2)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁∫︁
Σ(𝑡)

ρ𝜐 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∫︁∫︁
Σ(𝑡)

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑦
− ρ𝑓𝑦

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦, (3)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁∫︁
Σ(𝑡)

𝑒 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∫︁∫︁
Σ(𝑡)

(︂
𝜕(𝑢𝑝)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜐𝑝)

𝜕𝑦
− ρ𝑢𝑓𝑥 − ρ𝜐𝑓𝑦

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦, (4)

где ρ — плотность среды; 𝑢 и 𝜐 — скорость газа вдоль ординат 𝑥 и 𝑦 соответственно;

𝑒 — полная энергия единицы объема; 𝑝 — изотропное давление; 𝑓𝑥 = −𝜕ψ

𝜕𝑥
и 𝑓𝑦 =

= −𝜕ψ

𝜕𝑦
— удельная потенциальная внешняя сила; ψ — гравитационный потенциал.

Система уравнений (1)–(4) замыкается уравнением состояния идеального газа 𝑝 = (γ−
− 1)ρε, где γ — показатель адиабаты, а ε — удельная внутренняя энергия.

Введем характерное значение плотности ρ0, а также пространственную 𝑙0, и вре-
менной 𝑡0 масштабы задачи. Далее будем использовать только безразмерные величины
(ρ, 𝑢, 𝜐, 𝑝, 𝑒, ψ), переопределив их следующим образом

ρ =
ρ

ρ0
, 𝑢 =

𝑢𝑡0
𝑙0

, 𝜐 =
𝜐𝑡0
𝑙0

, 𝑝 =
𝑝𝑡20
ρ0𝑙20

, 𝑒 =
𝑒𝑡20
ρ0𝑙20

,

ψ =
ψ𝑡20
𝑙20

.

2. Численная схема LES-ASG

Численная схема LES-ASG (лагранжево-эйлерова схема с антисимметричной сет-
кой) — это модифицированный cSPH-TVD подход [1; 2; 7]. Основной отличительной
особенностью схемы LES-ASG от схемы cSPH-TVD является различие в расчете лагран-
жевого этапа. В cSPH-TVD методе на лагранжевом этапе для расчета каждой ячейки
задействуются все близлежащие ячейки, как это показано на рисунке 1. Из-за этого
возникают нежелательные осцилляции. А в схеме LES-ASG при расчетах не задей-
ствуются диагонально расположенные соседние ячейки, как это делается на эйлеровом
этапе. Пример показан на рисунке 2.
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Рис. 1. Нахождение значений в ячейке
на лагранжевом этапе с использованием

cSPH-TVD схемы

Рис. 2. Нахождение значений в ячейке
на лагранжевом этапе с использованием

LES-ASG схемы

Воспользуемся стандартными процедурами дискретизации сплошной среды, при-
меняемыми в численных схемах, основанных на эйлеровом и лагранжевом подходах
[3; 4]. Покроем расчетную область равномерной эйлеровой (неподвижной) сеткой с про-
странственным шагом ℎ, где ℎ𝑖,𝑗 = ℎ = const (𝑖 и 𝑗 — пространственные индексы) и
𝑥0
𝑖+1 = 𝑥0

𝑖 + ℎ𝑖, 𝑦0𝑗+1 = 𝑦0𝑗 + ℎ𝑗 . Совместим, в начальный момент времени, частицы с
ячейками эйлеровой сетки. Число ячеек и частиц равно 𝑁 .

Введем временные слои 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + τ𝑛 с неравномерным шагом τ𝑛. На первом
лагранжевом этапе, используя модифицированный в работе [6] SPH-подход, рассчи-
тываем изменения интегральных характеристик и положений частиц, обусловленные
действием газодинамических и внешних сил.

Частицы будем характеризовать массой 𝑀 , импульсом 𝑃 и энергией 𝐸 соответ-
ственно: 𝑀𝑖,𝑗(𝑡) =

∫︀∫︀
Σ𝑖,𝑗(𝑡)

ρ𝑑𝑥𝑑𝑦; 𝑃𝑖,𝑗(𝑡) =
∫︀∫︀

Σ𝑖,𝑗(𝑡)
ρ𝑢𝜐𝑑𝑥𝑑𝑦; 𝐸𝑖,𝑗(𝑡) =

∫︀∫︀
Σ𝑖,𝑗(𝑡)

𝑒𝑑𝑥𝑑𝑦. По-

сле лагранжева этапа необходимо вернуть частицы в исходное состояние Δ𝑥𝑛+1
𝑖 → 𝑥0

𝑖 ,
Δ𝑦𝑛+1

𝑗 → 𝑦0𝑗 , вычислив при этом изменение интегральных характеристик частиц (𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗 ,

𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗 , 𝐸𝑛+1

𝑖,𝑗 ), вызванное таким перемещением. Именно на эйлеровом этапе возникает
нужда использования неподвижной сетки для расчета потоков массы, импульса и энер-
гии на границах ячеек в момент времени 𝑡𝑛+1/2 = 𝑡𝑛+τ𝑛/2, обусловленных перетеканием
вещества через границы ячеек. Соответствующее изменение интегральных характери-
стик частиц пропорционально разности втекающих и вытекающих в ячейку потоков.
Для расчетов потоков применяется модифицированный в [6] TVD-подход и приближен-
ное решение задачи Римана.

Обратим внимание, что при рассмотрении областей вакуума в соответствующие
ячейки помещаются частицы с нулевыми: массой, импульсом и энергией (частицы ва-
куума). В данном случае для частиц вакуума лагранжев этап LES-ASG метода пропус-
кается, а на эйлеровом этапе при наличии в соседних ячейках частиц с ненулевыми
параметрами осуществляется вычисление вытекающих в соответствующую ячейку по-
токов и определяется изменение интегральных характеристик частиц вакуума. Таким
образом, рассматриваемый метод позволяет осуществлять эффективный сквозной рас-
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чет в области течения нестационарных границ «вещество — вакуум».

2.1. Лагранжев этап

Введем дополнительную вспомогательную функцию ϕ, которая удовлетворяет соот-
ношению 𝑝 = ϕ2/2. Посредством введенной функции преобразуем в уравнениях (2)–(4)
величины:

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= ϕ

𝜕ϕ

𝜕𝑥
,

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= ϕ

𝜕ϕ

𝜕𝑦
,

𝜕(𝑢𝑝)

𝜕𝑥
=

𝑢ϕ

2

𝜕ϕ

𝜕𝑥
+
ϕ

2

𝜕(𝑢ϕ)

𝜕𝑥
,

𝜕(𝜐𝑝)

𝜕𝑦
=

𝜐ϕ

2

𝜕ϕ

𝜕𝑦
+
ϕ

2

𝜕(𝜐ϕ)

𝜕𝑦
.

(5)

Необходимость перехода от лагранжева этапа к эйлеровому и обратно требует введения
в численный алгоритм величин

𝐴𝑖,𝑗(𝑡) =
1

2ℎ

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
Σ𝑖,𝑗(𝑡)

𝐴(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

⎞⎟⎠ , (6)

являющихся аналогом средних значений функции 𝐴 = (ρ, ρ𝑢, ρ𝜐, 𝑒, 𝑝,ϕ,ψ) в ячейках,
при конечно-объемной аппроксимации на неподвижной сетке.

Подставляя в систему (1)–(4) соотношения (5) и учитывая (6), преобразовав при
этом интегральные характеристики частиц с учетом (5), получим

𝑑U𝑖,𝑗

𝑑𝑡
= Q𝑖,𝑗, (7)

где

U𝑖,𝑗 =

⎛⎜⎜⎝
ρ𝑖,𝑗

(ρ𝑢)𝑖,𝑗
(ρ𝜐)𝑖,𝑗
𝑒𝑖,𝑗

⎞⎟⎟⎠ , 𝑓𝑥
𝑖,𝑗 = −

𝜕ψ

𝜕𝑥
, 𝑓 𝑦

𝑖,𝑗 = −
𝜕ψ

𝜕𝑦
,

Q𝑖,𝑗 = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

ϕ𝑖,𝑗
𝜕ϕ

𝜕𝑥𝑖

− ρ𝑖,𝑗𝑓𝑥
𝑖,𝑗

ϕ𝑖,𝑗
𝜕ϕ

𝜕𝑦𝑖
− ρ𝑖,𝑗𝑓 𝑦

𝑖,𝑗

ϕ𝑖,𝑗

2

(︂
𝑢𝑖,𝑗

𝜕ϕ

𝜕𝑥𝑖

+
𝜕(𝑢ϕ)

𝜕𝑥𝑖

+ 𝜐𝑖,𝑗
𝜕ϕ

𝜕𝑦𝑖
+

𝜕(𝜐ϕ)

𝜕𝑦𝑖

)︂
−

−(ρ𝑢)𝑖,𝑗𝑓𝑥
𝑖,𝑗 − (ρ𝜐)𝑖,𝑗𝑓

𝑦
𝑖,𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝑢𝑖,𝑗 =
(ρ𝑢)𝑖,𝑗
ρ𝑖,𝑗

и 𝜐𝑖,𝑗 =
(ρ𝜐)𝑖,𝑗
ρ𝑖,𝑗

— скорости центра масс частиц. Значение величины ϕ𝑖,𝑗

можно выразить через компоненты вектора консервативных переменных U𝑖,𝑗 в виде

ϕ𝑖,𝑗 =
√︀
2𝑝𝑖,𝑗, (8)

где

𝑝𝑖,𝑗 = (γ− 1)

(︃
𝑒𝑖,𝑗 −

𝑢2
𝑖,𝑗ρ𝑖,𝑗

2
−

𝜐2
𝑖,𝑗ρ𝑖,𝑗

2

)︃
. (9)
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Для аппроксимации пространственных производных, входящих в уравнение (7), бу-
дем использовать модифицированный SPH-подход со сглаживающим ядром 𝑊 [17; 18].
В качестве сглаживающего ядра будем использовать кубический сплайн Монагана:

𝑊 (𝑞) =
2

3

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1− 3

2
𝑞2 +

3

4
𝑞3, 0 ≤ 𝑞 ≤ 1;

1

4
(2− 𝑞)3, 1 ≤ 𝑞 ≤ 2;

0, 2 ≤ 𝑞.

(10)

𝑊
′
(𝑞) =

2

3

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−3𝑞 + 9

4
𝑞2, 0 ≤ 𝑞 ≤ 1;

−3

4
(2− 𝑞)2, 1 ≤ 𝑞 ≤ 2;

0, 2 ≤ 𝑞,

(11)

где 𝑞 можно представить как 𝑞𝑥 =
|𝑥𝑖 − 𝑥𝑘|

ℎ
или 𝑞𝑦 =

|𝑦𝑖 − 𝑦𝑘|
ℎ

. Исходя из соотношения

(10) и (11), следует, что

𝜕𝑊 𝑖,𝑘

𝜕𝑥𝑖

=
𝜕𝑊 (𝑞)

𝜕𝑞

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= 𝑊

′
(𝑞)

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

ℎ
, (12)

𝜕𝑊 𝑗,𝑘

𝜕𝑦𝑗
=

𝜕𝑊 (𝑞)

𝜕𝑞

𝜕𝑞

𝜕𝑦
= 𝑊

′
(𝑞)

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦𝑗 − 𝑦𝑘)

ℎ
, (13)

где
𝑊 𝑖,𝑘 = 𝑊 (|𝑥𝑖 − 𝑥𝑘|, ℎ) : 𝑊

0

𝑖,𝑘 = 𝑊 (|𝑥0
𝑖 − 𝑥0

𝑘|, ℎ), (14)

𝑊 𝑘,𝑗 = 𝑊 (|𝑦𝑗 − 𝑦𝑘|, ℎ) : 𝑊
0

𝑗,𝑘 = 𝑊 (|𝑦0𝑗 − 𝑦0𝑘|, ℎ). (15)

Заменяя входящие в уравнение (7) пространственные производные конечными сум-
мами, содержащими аналитически вычисляемые производные от сглаживающего ядра
𝑊 , получим

Q𝑖,𝑗 = −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

ϕ𝑖,𝑗

𝑖+1∑︁
𝑘=𝑖−1

{︃
ϕ𝑘,𝑗

𝜕𝑊 𝑖,𝑘

𝜕𝑥𝑖

+
ρ𝑖,𝑗

ϕ𝑖,𝑗

ψ𝑘,𝑗

𝜕𝑊
0

𝑖,𝑘

𝜕𝑥𝑖

}︃

ϕ𝑖,𝑗

𝑗+1∑︁
𝑘=𝑗−1

{︃
ϕ𝑖,𝑘

𝜕𝑊 𝑗,𝑘

𝜕𝑦𝑗
+
ρ𝑖,𝑗

ϕ𝑖,𝑗

ψ𝑖,𝑘

𝜕𝑊
0

𝑗,𝑘

𝜕𝑦𝑗

}︃

ϕ𝑖,𝑗

𝑖+1∑︁
𝑘=𝑖−1

{︃
ϕ𝑘,𝑗

𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑘,𝑗

2

𝜕𝑊 𝑖,𝑘

𝜕𝑥𝑖

+
(ρ𝑢)𝑖,𝑗
ϕ𝑖,𝑗

ψ𝑘,𝑗

𝜕𝑊
0

𝑖,𝑘

𝜕𝑥𝑖

}︃
+

+ϕ𝑖,𝑗

𝑗+1∑︁
𝑘=𝑗−1

{︃
ϕ𝑖,𝑘

𝜐𝑖,𝑗 + 𝜐𝑖,𝑘
2

𝜕𝑊 𝑗,𝑘

𝜕𝑦𝑖
+

(ρ𝜐)𝑖,𝑗
ϕ𝑖,𝑗

ψ𝑖,𝑘

𝜕𝑊
0

𝑗,𝑘

𝜕𝑦𝑖

}︃

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (16)

На шаге «предиктор» находим методом ломаных промежуточные значения
∼
U

*

𝑖,𝑗 в
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момент времени 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + τ𝑛

∼
U

*

𝑖,𝑗 = U𝑛
𝑖,𝑗 +

τ𝑛

2ℎ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
−ϕ𝑖,𝑗(ϕ𝑖+1,𝑗 − ϕ𝑖−1,𝑗)− ρ𝑖,𝑗(ψ𝑖+1,𝑗 − ψ𝑖−1,𝑗)
−ϕ𝑖,𝑗(ϕ𝑖,𝑗+1 − ϕ𝑖,𝑗−1)− ρ𝑖,𝑗(ψ𝑖,𝑗+1 − ψ𝑖,𝑗−1)

ϕ𝑖,𝑗

(︂
ϕ𝑖+1,𝑗

𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗

2
− ϕ𝑖−1,𝑗

𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

2

)︂
−

−ϕ𝑖,𝑗

(︂
ϕ𝑖,𝑗+1

𝜐𝑖,𝑗 + 𝜐𝑖,𝑗+1

2
− ϕ𝑖,𝑗−1

𝜐𝑖,𝑗 + 𝜐𝑖,𝑗−1

2

)︂
−

−(ρ𝑢)𝑖,𝑗(ψ𝑖+1,𝑗 − ψ𝑖−1,𝑗)− (ρ𝜐)𝑖,𝑗(ψ𝑖,𝑗+1 − ψ𝑖,𝑗−1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (17)

знак «∼» над вектором консервативных переменных U𝑖,𝑗 означает, что центр масс ча-
стиц смещен относительно исходного положения. На шаге «корректор» по наклону ин-

тегральной кривой в точке
∼
U𝑖,𝑗 и вычисляем приращение значений U𝑖,𝑗 и на временном

слое 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + τ𝑛:

∼
U

𝑛+1

𝑖,𝑗 =
U𝑛

𝑖,𝑗 +
∼
U

*

𝑖,𝑗

2
+
τ𝑛

2
Q𝑖,𝑗(

∼
U

*

𝑘, 𝑥
*
𝑘, 𝑦

*
𝑘),

Δ𝑥*
𝑖,𝑗 = τ𝑛

𝑢𝑛
𝑖,𝑗 + 𝑢*

𝑖,𝑗

2
,

Δ𝑦*𝑖,𝑗 = τ𝑛
𝜐𝑛
𝑖,𝑗 + 𝜐*

𝑖,𝑗

2
.

(18)

Таким образом, рекуррентные соотношения (17) и (18) позволяют для момента вре-
мени 𝑡𝑛+1 вычислить интегральные характеристики частиц, движущихся под действием
газодинамических и внешних сил.

2.2. Эйлеров этап

На эйлеровом этапе вычисляются потоки массы, импульса и энергии, обусловлен-
ные перемещением жидкости через границы ячеек, в момент времени 𝑡𝑛+1/2 = 𝑡𝑛+ τ𝑛/2.
На данном этапе находится приближенное решение задачи Римана. Разность втекающих
и вытекающих в ячейки потоков позволяет определить изменения характеристических
«жидких» частиц, рассчитанных на предыдущем этапе в момент времени 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + τ𝑛
[14]. Представляя (1)–(4) в дифференциальной форме, а затем в консервативной эйле-
ровой форме при отсутствии сил газодинамического давления, получим:

𝜕U

𝜕𝑡
+

𝜕F

𝜕𝑥
+

𝜕G

𝜕𝑦
= 0. (19)

Применив стандартную процедуру конечно-разностной аппроксимации к уравнению (19),
для 𝑖, 𝑗-й ячейки получим соотношение:

U𝑛+1
𝑖,𝑗 =

∼
U

𝑛+1

𝑖,𝑗 −
τ𝑛

ℎ

(︁
F

𝑛+1/2
𝑖+1/2 − F

𝑛+1/2
𝑖−1/2

)︁
− τ𝑛

ℎ

(︁
G

𝑛+1/2
𝑗+1/2 −G

𝑛+1/2
𝑗−1/2

)︁
, (20)

где значения
∼
U

𝑛+1

𝑖,𝑗 вычисляются на лагранжевом этапе по формуле (17), а значения

потоков на границах ячеек F
𝑛+1/2
𝑖±1/2 = F(U

𝑛+1/2
𝑖±1/2,𝑗) и G

𝑛+1/2
𝑗±1/2 = G(U

𝑛+1/2
𝑖,𝑗±1/2) находятся
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из приближенных решений задачи Римана. Для подавления нефизических осцилляций
и обеспечения монотонности профилей сеточных величин на потоках накладывается
функция-ограничитель.

Задача Римана решается отдельно для каждой из границ эйлеровых ячеек. При
этом в качестве начальных условий необходимо задать слева (𝐿) и справа (𝑅) от рас-
сматриваемой границы значения параметров потока, которые определяют величину скач-
ка и могут быть получены на основе кусочно-полиноминальной реконструкции функции
U(𝑥, 𝑦, 𝑡). От порядка реконструкции зависит точность численного алгоритма. В на-
стоящей работе ограничимся рассмотрением случая кусочно-линейной реконструкции,
обеспечивающей численной схеме второй порядок точности по пространству.

Запишем выражения для U(𝑥, 𝑦, 𝑡) слева (𝐿) и справа (𝑅) от границы 𝑥0
𝑖+1/2,𝑗 и

𝑦0𝑖,𝑗+1/2:

U𝐿
𝑖+1/2,𝑗 =

∼
U

𝑛+1/2

𝑖,𝑗 +

(︃
ℎ

2
−

Δ𝑥𝑛+1
𝑖,𝑗

2

)︃
Θ𝑛

𝑥𝑖,𝑗,

U𝑅
𝑖+1/2,𝑗 =

∼
U

𝑛+1/2

𝑖+1,𝑗 −
(︃
ℎ

2
+

Δ𝑥𝑛+1
𝑖,𝑗

2

)︃
Θ𝑛

𝑥𝑖,𝑗+1,

(21)

U𝐿
𝑖,𝑗+1/2 =

∼
U

𝑛+1/2

𝑖,𝑗 +

(︃
ℎ

2
−

Δ𝑦𝑛+1
𝑖,𝑗

2

)︃
Θ𝑛

𝑦𝑖,𝑗,

U𝑅
𝑖,𝑗+1/2 =

∼
U

𝑛+1/2

𝑖,𝑗+1 −
(︃
ℎ

2
+

Δ𝑦𝑛+1
𝑖,𝑗

2

)︃
Θ𝑛

𝑦𝑖,𝑗+1,

(22)

где

Δ𝑥𝑛+1
𝑖,𝑗 =

Δ𝑥*
𝑖,𝑗

2
+
τ𝑛

2

𝑢𝑛
𝑖 +

∼
𝑢
𝑛+1

𝑖

2
,

Δ𝑦𝑛+1
𝑖,𝑗 =

Δ𝑦*𝑖,𝑗
2

+
τ𝑛

2

𝜐𝑛
𝑗 +

∼
𝜐
𝑛+1

𝑗

2
.

(23)

Наклоны кусочно-линейного распределения (21) и (22) должны удовлетворять TVD-
условию [12]. Для этого воспользуемся функцией-ограничителем [20]

Θ𝑛
𝑥𝑖,𝑗 = ℒ

(︂
U𝑛

𝑖+1,𝑗 −U𝑛
𝑖,𝑗

ℎ
,
U𝑛

𝑖,𝑗 −U𝑖−1,𝑗

ℎ

)︂
, (24)

Θ𝑛
𝑦𝑖,𝑗 = ℒ

(︂
U𝑛

𝑖,𝑗+1 −U𝑛
𝑖,𝑗

ℎ
,
U𝑛

𝑖,𝑗 −U𝑖,𝑗−1

ℎ

)︂
. (25)

В качестве функции ограничителя, подавляющего нефизические осцилляции вблизи раз-
рывов, могут применяться, например, ограничитель 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑 [19]

ℒ(𝑎, 𝑏) = 1

2
[sign(𝑎) + sign(𝑏)]min(|𝑎|, |𝑏|), (26)

ограничитель ван Лира [15; 16]

ℒ(𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩
2𝑎𝑏

𝑎+ 𝑏
, 𝑎𝑏 > 0,

0, 𝑎𝑏 ≤ 0,
(27)

42 А.В. Белоусов, С.С. Храпов. Моделирование газодинамических течений



КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

ограничитель ван Альбады [8]

ℒ(𝑎, 𝑏) = (𝑎2 + ζ)𝑏+ (𝑏2 + ζ)𝑎

𝑎2 + 𝑏2 + 2ζ
, (28)

функция 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑏𝑒𝑒

ℒ(𝑎, 𝑏) = max(𝑎, 𝑏)max[min(1, 2𝜅), fmin(2, 𝜅)],

𝜅 =
min(𝑎, 𝑏)

max(𝑎, 𝑏)
,

(29)

где 𝑎 и 𝑏 — вектора наклонов Q распределения величины U внутри ячейки; ζ — малая
константа. Перечисленные ограничители (26)–(29) удовлетворяют TVD-условию, огра-
ничитель minmod (26), кроме того, сохраняет монотонность реконструируемой функции.

С учетом (21), (22) и методов приближенного решения задачи Римана (LF, HLL,
HLLC) [21], можно вычислить значения потоков F

𝑛+1/2
𝑖±1/2 и G

𝑛+1/2
𝑗±1/2 , входящих в уравнение

(20). Рассмотрим значение потоков F
𝑛+1/2
𝑖±1/2 , введем следующие обозначения

U𝐿,𝑅 = U𝐿,𝑅
𝑖±1/2, F𝐿,𝑅 = F(U𝐿,𝑅),

тогда для потоков на границах ячеек, используя метод Лакса — Фридрихса (LF), имеем
[9]:

F
𝑛+1/2
𝑖±1/2 =

F𝐿 + F𝑅

2
+ 𝑆*

U𝐿 −U𝑅

2
, (30)

где

F𝐿,𝑅 =

⎛⎜⎜⎝
ρ𝐿,𝑅𝑢𝐿,𝑅

ρ𝐿,𝑅𝑢
2
𝐿,𝑅 + 𝑝𝐿,𝑅

ρ𝐿,𝑅𝑢𝐿,𝑅𝜐𝐿,𝑅
𝑢𝐿,𝑅(𝑒𝐿,𝑅 + 𝑝𝐿,𝑅)

⎞⎟⎟⎠ ,

𝑆* = max(|𝑆𝐿|, |𝑆𝑅|) — скорость распространения единственного разрыва, разделяющего
две области с постоянными значениями U𝐿, U𝑅. Для минимальной 𝑆𝐿 и максимальной
𝑆𝑅 скоростей распространения волн внутри ячейки справедливы оценки [10; 11]

𝑆𝐿 = min(𝑢𝐿 − 𝑐𝐿, 𝑢𝑅 − 𝑐𝑅), 𝑆𝑅 = max(𝑢𝐿 + 𝑐𝐿, 𝑢𝑅 + 𝑐𝑅),

где 𝑢𝐿,𝑅 =
(ρ𝑢)𝐿,𝑅
ρ𝐿,𝑅

, 𝑐𝐿,𝑅 =

√︂
γ𝑝𝐿,𝑅
ρ𝐿,𝑅

— адиабатическая скорость звука в газе; 𝑝𝐿,𝑅 =

= (γ−1)

(︃
𝑒𝐿,𝑅 −

𝑢2
𝐿,𝑅ρ𝐿,𝑅

2
−

𝜐2
𝐿,𝑅ρ𝐿,𝑅

2

)︃
. Аналогично находим значения потоков G

𝑛+1/2
𝑗±1/2 ,

используя вместо основного пространственного индекса 𝑖 индекс 𝑗.
В методе HLL значения потоков для уравнения (20) определяются по системе,

представленной ниже [13]

F
𝑛+1/2
𝑖±1/2 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
F𝐿, 0 < 𝑆𝐿;
𝑆𝑅F𝐿 − 𝑆𝐿F𝑅 + 𝑆𝐿𝑆𝑅(U𝐿 −U𝑅)

𝑆𝑅 − 𝑆𝐿

, 𝑆𝐿 ≤ 0 ≤ 𝑆𝑅;

F𝑅, 0 > 𝑆𝑅.

(31)
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Значения 𝑆𝐿 и 𝑆𝑅 вычисляются аналогично методу LF.
Метод HLLC предпологает расчет потоков исходя из системы

F
𝑛+1/2
𝑖±1/2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F𝐿, 𝑆𝐿 > 0;

F𝑅, 𝑆𝑅 < 0;

Ω
(︁
F

𝑛+1/2
𝑖±1/2

)︁
, 𝑆𝐶 ≥ 0;

∼
Ω
(︁
F

𝑛+1/2
𝑖±1/2

)︁
, 𝑆𝐶 < 0.

(32)

Значение Ω
(︁
F

𝑛+1/2
𝑖±1/2

)︁
находим через

Ω
(︁
F

𝑛+1/2
𝑖±1/2

)︁
=

⎛⎜⎜⎝
𝐵1

𝐵2

𝐵3

𝐵4

⎞⎟⎟⎠ , (33)

где

𝐵1 =
𝑆𝐶(𝑆𝐿ρ𝐿 − F𝐿)

𝑆𝐿 − 𝑆𝐶

, 𝐵3 =
𝑆𝐶(𝑆𝐿(ρ𝜐)𝐿 − F𝐿)

𝑆𝐿 − 𝑆𝐶

,

𝐵2 =
𝑆𝐶(𝑆𝐿(ρ𝑢)𝐿 − F𝐿) + 𝑆𝐿(𝑝𝐿 + ρ𝐿(𝑆𝐿 − 𝑢𝐿)(𝑆𝐶 − 𝑢𝐿))

𝑆𝐿 − 𝑆𝐶

,

𝐵4 =
𝑆𝐶(𝑆𝐿𝑒𝐿 − F𝐿) + 𝑆𝐿(𝑝𝐿 + ρ𝐿(𝑆𝐿 − 𝑢𝐿)(𝑆𝐶 − 𝑢𝐿))𝑆𝐶

𝑆𝐿 − 𝑆𝐶

.

Значение
∼
Ω
(︁
F

𝑛+1/2
𝑖±1/2

)︁
находим через

∼
Ω
(︁
F

𝑛+1/2
𝑖±1/2

)︁
=

⎛⎜⎜⎝
𝐷1

𝐷2

𝐷3

𝐷4

⎞⎟⎟⎠ , (34)

где

𝐷1 =
𝑆𝐶(𝑆𝑅ρ𝑅 − F𝑅)

𝑆𝑅 − 𝑆𝐶

, 𝐷3 =
𝑆𝐶(𝑆𝑅(ρ𝜐)𝑅 − F𝑅)

𝑆𝑅 − 𝑆𝐶

,

𝐷2 =
𝑆𝐶(𝑆𝑅(ρ𝑢)𝑅 − F𝑅) + 𝑆𝑅(𝑝𝑅 + ρ𝑅(𝑆𝑅 − 𝑢𝑅)(𝑆𝐶 − 𝑢𝑅))

𝑆𝑅 − 𝑆𝐶

,

𝐷4 =
𝑆𝐶(𝑆𝑅𝑒𝑅 − F𝑅) + 𝑆𝑅(𝑝𝑅 + ρ𝑅(𝑆𝑅 − 𝑢𝑅)(𝑆𝐶 − 𝑢𝑅))𝑆𝐶

𝑆𝑅 − 𝑆𝐶

.

В отличие от HLL нам потребуется еще найти 𝑆𝐶

𝑆𝐶 =
𝑝𝑅 − 𝑝𝐿 + ρ𝐿𝑢𝐿(𝑆𝐿 − 𝑢𝐿)− ρ𝑅𝑢𝑅(𝑆𝑅 − 𝑢𝑅)

ρ(𝑆𝐿 − 𝑢𝐿)− ρ𝑅(𝑆𝑅 − 𝑢𝑅)
, (35)

где 𝑆𝐿 и 𝑆𝑅 вычисляются по формулам

𝑆𝐿 = 𝑢𝐿 − 𝑐𝐿α(𝑝𝐿, 𝑝𝐶),

𝑆𝑅 = 𝑢𝑅 − 𝑐𝑅α(𝑝𝑅, 𝑝𝐶),

α(𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑏 ≤ 𝑎;√︃

1 +
1 + γ

2γ

(︂
𝑏

𝑎
− 1

)︂
, 𝑏 > 𝑎.

(36)
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Акустическое приближение давления 𝑝𝐶 находится как

𝑝𝐶 = max

(︂
0,

1

2

(︂
𝑝𝐿 + 𝑝𝑅 −

1

4
(𝑢𝑅 − 𝑢𝐿)(ρ𝐿 + ρ𝑅)(𝑐𝐿 + 𝑐𝑅)

)︂)︂
. (37)

2.3. Условия устойчивости

Для устойчивости численной схемы LES-ASG необходимо, чтобы за время инте-
грирования τ𝑛:

1) на лагранжевом этапе центр масс частиц смещался на расстояние, не превыша-
ющее ℎ/2 относительно начального положения;

2) на эйлеровом этапе возмещения распространялись на расстояние, меньшее раз-
мера ячейки ℎ.

С учетом этих условий, временной шаг τ𝑛 для алгоритма LES-ASG должен опре-
деляться из условий:

τ𝑛 = 𝐾min
𝑖,𝑗

(︂
ℎ

|𝑢𝑖,𝑗|+ 𝑐𝑖,𝑗
,

ℎ

|𝜐𝑖,𝑗|+ 𝑐𝑖,𝑗

)︂
, (38)

где 0 < 𝐾 < 1 — число Куранта; 𝑐 — адиабатическая скорость звука в газе.

3. Проведение вычислительных экспериментов

Проведем несколько различных тестов. В качестве ограничителя используем min-
mod, а для приближенного решения задачи Римана будем использовать метод LF.

Рассмотрим тест (A) для сгустка плотности в виде окружности на квадратной
расчетной области с размерностью 𝑁 = 102. В качестве начальных значений: показатель
адиабаты γ = 1, 4; в областях задается однородная плотность ρ(𝑥, 𝑦) = 1; 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0;
𝜐(𝑥, 𝑦) = 0; 𝑥 и 𝑦 ∈ [0, 1], а энергия:

𝑒(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ρ

10γ
, 𝑅2 <

𝑁

5
;

ρ

γ
, 𝑅2 ≥ 𝑁

5
,

где 𝑅 — это радиус отклонения от центра расчетной области. На рисунках 3–8 пред-
ставлены результаты эксперимента.

Рассмотрим тест (B) о взаимодействии двух взрывных волн, который был применен
Вудвартом [22] и Колеллой для изучения свойств численной схемы PPMLR годуновского
типа, реализующий счет давления на лагранжевом этапе [22]. Начальное состояние
состоит из трех областей, с показателем адиабаты γ = 1, 4 и ограниченных твердыми
стенками. В областях задается однородная плотность ρ(𝑥, 𝑦) = 1, 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 𝜐(𝑥, 𝑦) =
= 0, 𝑥 и 𝑦 ∈ [0, 1], а разрыв по давлению:

𝑝(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1000, 0 ≤ 𝑞 ≤ 1;

0, 01, 0, 1 ≤ 𝑥 ≤ 0, 9;

100, 0, 9 < 𝑥 ≤ 1.

В результате формируются две сильные сходящиеся ударные волны. На рисунке 9 по-
казана динамика взаимодействия двух взрывных волн для расчетной области 𝑁 = 400.
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Рис. 3. Тест A, распределение давления после
10-й расчетной итерации

Рис. 4. Тест A, распределение давления после
30-й расчетной итерации

Рис. 5. Тест A, распределение плотности
после 10-й расчетной итерации

Рис. 6. Тест A, распределение плотности
после 30-й расчетной итерации

Рис. 7. Тест A, распределение энергии после
30-й расчетной итерации

Рис. 8. Тест A, поле скоростей после
30-й расчетной итерации

Рассмотрим тест (C), в котором смоделируем задачу Римана о распаде произволь-
ного разрыва. Зададим начальные условия для квадратной расчетной области размером
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𝑁 = 103, с левой границы от разрыва ρ𝐿 = 1, 𝑝𝐿 = 1 и с правой границы от раз-
рыва ρ𝑅 = 1, 𝑝𝑅 = 0, 1, распределение скоростей 𝑢 и 𝜐 нулевые на всей расчетной
области. Показатель адиабаты γ = 1, 4. Данный тест применяется для оценки устойчи-
вости численной схемы при моделировании сильных ударных волн. Решение состоит из
сильной ударной волны, контактной волны и левой волны разряжения. На рисунках 10
и 11 представлены профильные разрезы давления и плотности. Функция-ограничитель
𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑 позволяет получить профиль наиболее приближенным к монотонному, при этом
масштабы численной размазки получаются более существенными.

Рис. 9. Тест B, динамика взаимодействия двух взрывных волн для 𝑁 = 400: графики
распределения давления 𝑝(𝑥,𝑁/2) в разрезе по центру расчетной области, вдоль движения волн

Рис. 10. Тест C, распределение
давления при моделировании распада

произвольного разрыва

Рис. 11. Тест C, распределение
плотности при моделировании распада

произвольного разрыва
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В работе [1] проводилось сравнение погрешностей численных схем LES-ASG и
MUSCL с использованием кусочно-линейной и кусочно-постоянной реконструкции. В ка-
честве основного теста рассматривалось решение уравнения переноса с неоднородным
распределением скорости. В таблице приведены результаты эксперимента.

Погрешность вычислений схем MUSCL и LES-ASG [1]

Кусочно-постоянная реконструкция Кусочно-линейная реконструкцияN
MUSCL LES MUSCL LES

300 7,5455× 10−2 7,5451× 10−2 2,0163× 10−2 1,0191× 10−2

600 4,2171× 10−2 4,2169× 10−2 5,7162× 10−3 5,7275× 10−3

1200 2,2633× 10−2 2,2633× 10−2 2,6335× 10−3 2,6309× 10−3

2400 1,1818× 10−2 1,1818× 10−2 1,2402× 10−3 1,2411× 10−3

4800 6,0794× 10−3 6,0794× 10−3 5,9244× 10−4 5,9223× 10−4

9600 3,0903× 10−3 3,0903× 10−3 2,7158× 10−4 2,7163× 10−4

Заключение

По результатам численных экспериментов с использованием схемы LES-ASG, для
моделирования газодинамических течений, можно сделать вывод, что модификация схе-
мы cSPH-TVD проведена успешно. Возмущения, которые возникали в угловых ячейках
при использовании cSPH-TVD-метода, значительно уменьшены и профиль сечения име-
ет более гладкое распределение. Сравнивая результаты вычислений с использованием
метода LES-ASG и MUSCL, можно с уверенностью говорить о схожести точности чис-
ленных схем [1]. В дальнейшем численная схема LES-ASG будет использована для
создания программного комплекса, нацеленного на моделирование газодинамических
течений, который в будущем можно задействовать как основу для развития и созда-
ния более сложных и точных модулей, нацеленных на моделирование газодинамических
течений.
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Abstract. In this work the numerical scheme LES-ASG which is modification
of CSPH-TVD is considered in detail. Formulas of all stages of calculation with
use of LF, HLL, HLLC methods for the solution of a task of Riemann are
presented. Using LES-ASG it was succeeded to achieve more smooth distribution
in comparison with CSPH-TVD. By results of comparison of LES-ASG and
MUSCL it is possible to draw a conclusion on similarity of accuracy of numerical
schemes. In this paper, compare the two types of solving the transport equation
with inhomogeneous distribution of velocity, namely LES (Lagrange — Euler
scheme) and MUSCL (Monotonic Upstream-Centered Scheme). According to
the research we can assume that the scheme LES and MUSCL is equally well
applicable for modeling the transport equation. The numerical scheme LES-ASG
will be used as a basis for creation of the program complex aimed at modeling
of gasdynamic currents with use of the OpenMP and CUDA technologies.
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