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Аннотация. Рассмотрены вопросы разрешимости и построения решения нело-
кальной смешанной задачи для однородного смешанного дифференциального уравне-
ния типа Буссинеска. Использован спектральный метод, основанный на разделение
переменных. Решение поставленной задачи представляется в виде ряда Фурье с раз-
деленными переменными. Установлен критерий единственности решения. При выпол-
нении этого критерия доказана однозначная разрешимость задачи. Когда нарушается
критерий единственности, решение данной задачи при определенных условиях пред-
ставляется в виде суммы рядов Фурье.

Ключевые слова: смешанная задача, дифференциальное уравнение смешанного
типа, уравнение типа Буссинеска, нелокальное условие, спектральный метод, одно-
значная разрешимость.

1. Постановка задачи

Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном мире, приво-
дит к изучению смешанных и обратных задач для уравнений в частных производных. Теория
смешанных и краевых задач в силу ее прикладной важности в настоящее время является одной
из важнейших разделов теории дифференциальных уравнений (см., например: [3; 18; 30]).

Дифференциальные уравнения в частных производных третьего порядка рассматривают-
ся при решении задач теории нелинейной акустики и в гидродинамической теории космической
плазмы. Часто изучение задач моделирования фильтрации жидкости в пористых средах сво-
дится к рассмотрению дифференциальных уравнений третьего порядка [24]. К дифференци-
альным уравнениям в частных производных третьего порядка также сводятся задачи изуче-
ния распространения волн в слабодиспергирующих средах, в холодной плазме и магнитной гид-
родинамике и т. д.

Представляют большой интерес с точки зрения физических приложений дифференциаль-
ные уравнения четвертого порядка (см., например: [2; 23]). Изучение многих задач газовой дина-
мики, теории упругости, теории пластин и оболочек приводит к рассмотрению дифференциаль-
ных уравнений в частных производных высоких порядков [1; 8]. Дифференциальные уравнения в
частных производных типа Буссинеска имеют много приложений в математической физике (см.,
например: [19]).

Изучению прямых и обратных задач для уравнений в частных производных третьего и чет-
вертого порядков посвящено большое количество работ (см., например: [4; 9; 20; 25–29]).
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В случаях, когда граница области протекания физического процесса недоступна для изме-
рений, в качестве дополнительной информации, достаточной для однозначной разрешимости за-
дачи, могут служить нелокальные условия в интегральной форме (см.: [6; 11]).

Задачи, где меняется тип дифференциального уравнения в рассматриваемой области, име-
ют важные приложения (см., например: [5; 21; 22]). Дифференциальные уравнения смешанного
типа изучались в работах многих авторов, в частности [7; 10; 12–17].

В настоящей работе изучается нелокальная смешанная задача для смешанного дифференци-
ального уравнения типа Буссинеска. Итак, в прямоугольной области },10|),{(  txtx
рассматривается смешанное уравнение вида












,0,0

,0,0
2

2

tUUUU

tUUUU
U

xxxxtttt

xxxxtt
(1)

где ,  и  – заданные положительные действительные числа.

Задача. Найти в области  функцию U(x, t), удовлетворяющую условиям:

,}){()(})1{}0{()(),( 1,2
,

21   tCCxxCCtxU tx (2)

,}{),(,0),(   ttxtxU (3)

,,),1(),0(  ttUtU (4)

,,),1(),0(  ttUtU xx (5)





0

,10,)(),( xxtdtxU (6)

где ( )x  – заданная достаточно гладкая функция; .)1()0(,)1()0( 

2. Поиск частных решений

Нетривиальные частные решения уравнения (1) в области  будем искать в виде
)()(),( tTxXtxU  . Тогда из этого уравнения (1) получаем:
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Здесь почленно разделим на )()( tTxX  :
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то есть справедливы соотношения:
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где 2  – постоянная разделения.

Отсюда с учетом граничных условий (4) и (5) получаем:

,10,0)()( 2  xxXxX (7)

,)1()0(,)1()0( XXXX  (8)

,0,0)()( 2  ttTtT (9)

,0,0)()( 2  ttTtT (10)

где .
1 2

22
2




Спектральная задача (7) и (8) имеет решение

....,2,1,2,}sin,cos{)(,1)(0  nnxxxXxX nnnn (11)

Тогда общие решения дифференциальных уравнений (9) и (10) имеют вид














,0,sincos

,0,)(
2

ttbta

tectT
nnnn

t
n

n

n

(12)

где an, bn и cn – произвольные постоянные.

Поскольку решения )()(),( tTxXtxU nnn   должны удовлетворять условию (2), то посто-
янные an, bn и cn подберем так, чтобы выполнялись условия:

.)00()00(,)00()00(  nnnn TTTT (13)

Из (12) с учетом условий (13) получаем, что nn ca   и .nnn cb   Тогда функции (12)
принимают вид














.0,sincos

,0,)(
2

ttctc

tectT
nnnnn

t
n

n

n

(14)

3. Единственность решения

Пусть задача (2)–(6) в области  имеет единственное решение U(x, t). Тогда с учетом
функций (11) это решение согласно методу Фурье разделения переменных представляем в виде
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где  
1

0

,...,2,1,sin),(2)( nxdxtxUtu nn (15)

 
1

0

....,2,1,0,cos),(2)( nxdxtxUt nn (16)

Покажем, что эти функции удовлетворяют уравнениям (9), (10) в соответствующих интер-
валах и условию (13). Дифференцируя по t  равенства (15) и (16) при t > 0 один раз, а при t < 0 –
два раза и учитывая уравнение (1), получим

  
1
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0
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2 ,sin)(2)( xdxUUtu nxxxxtn (17)

  
1

0

1

0

2 sin)(2sin2)( xdxUUUxdxUtu nxxxxttnttn
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1
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  
1

0

1

0
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 
1

0

2 ,cos)(2)( xdxUUt nxxxxtn (19)
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1

0
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Интегрируя два раза по частям в интегралах (17)–(20), с учетом условий (4) и (5) получаем
следующие уравнения:

,0,0)()( 2  ttutu nnn (21)

,0,0)()( 2  ttutu nnn (22)

,0,0)()( 2  ttt nnn (23)

,0,0)()( 2  ttt nnn (24)

где .
1 2
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n
n 




Дифференциальные уравнения (21) и (22), (23) и (24) при n  совпадают соответственно
с уравнениями (9) и (10). Далее с учетом условий (2) из (15) и (16) получаем:

  
1

0

1

0

,)00(sin)00,(2sin)00,(2)00( nnnn uxdxxUxdxxUu (25)
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  
1

0

1

0

.)00(cos)00,(2cos)00,(2)00( nnnn xdxxUxdxxU (26)

Дифференцируя функций (15) и (16) один раз по ,t  в силу условий (2) имеем:

  
1

0

1

0

,)00(sin)00,(2sin)00,(2)00( nntntn uxdxxUxdxxUu (27)

  
1

0

1

0

.)00(cos)00,(2cos)00,(2)00( nntntn xdxxUxdxxU (28)

Условия (25), (26) и (27), (28) совпадают с условиями (13). Тогда для задач (21)–(28) анало-
гично формулы (14) имеем:


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
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
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
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2
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t
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n

(30)

Для нахождения постоянных cn и nc~  воспользуемся интегральным условием (6) и формула-
ми (15) и (16):

   
 


0 1

0

0 1

0

,sin)(2sin),(2)( nnnn xdxxxdxtdtxUtdtu (31)

   
 


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Тогда при t < 0 из (29) и (31) получаем:
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
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то есть ,)( nnnc  (33)

где .sin1cos1)( 


 n
n

nn

Аналогично из (30) и (32) получаем, что

.~)(~
nnnc  (34)

Отсюда при выполнении условия
0)(  n (35)
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найдем, что .
)(

~
~,

)( 









n

n
n

n

n
n cc

Подставляя cn и nc~  в формулы (29) и (30), получим:














,0,)sin(cos

,0,)(
2
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teAtu
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t
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(36)





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


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2

tttA

teAt
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t
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n

n

(37)

где .
)(

1



n

nA

Теперь предположим, что .0)(  x  Тогда 0~  nn  и из формул (15), (16) и (36), (37)
следует, что

 
1

0

,...,2,1,0sin),( nxdxtxU n

 
1

0

....,2,1,0,0cos),( nxdxtxU n

Отсюда в силу полноты системы собственных функций }sin,cos,1{ xx nn   в ]1,0[2L  зак-
лючаем, что 0),( txU  для всех ]1,0[x  и .],[ t

Итак, нами доказано, что справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Если существует решение U(x, t) задачи (2)–(6) в области , то оно единствен-

но только тогда, когда выполнены условия (35).
Теперь рассмотрим случай, когда нарушается условие (35). Пусть 0)(  n  при некоторых

 и n = m, тогда однородная задача (2)–(6) при 0)(  x  имеет нетривиальное решение

,)()(),( tTxXtxU mmm  (38)

где ,}sin,cos,1{:)( xxxX mmm   










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,0,)(

2
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t

m

m

Условие 0)(  n  эквивалентно равенству ,sincos  nnnn

где ,
1 2

22

n

n
n 


  .2 nn   Здесь 1 n  при .n

Из уравнения  nnnn sincos  получаем

,
1

)(cos
2
n

n
nn






где .
1

arccos
2
n

n
n




  Так как ,1

1
0

2







n

n
 то о 2

0 
 n  и данное уравнение имеет реше-

ние. Здесь получаем две серии решений:
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



2  удовлетворяет уравнению 0)(  kn . Нетрудно прове-е-

рить, что и вторая серия решений 
nn

n
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k







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22
 удовлетворяет уравнению 0)(  kn .

Другие значения , для которых условие (35) выполняется, называются регулярными. Отме-
тим, что существует постоянная C0 > 0 такая, что при достаточно больших n справедлива оценка

.0)(inf 0  Cnn
(39)

4. Существование решения

Для регулярных значений  имеют место формулы (36) и (37). Поэтому при выполнении
условий (35) и (39) с учетом частных решений (11), (36) и (37) решение задачи (2)–(6) в области
 можно представить в виде ряда
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Покажем, что при определенных условиях относительно функции (x) сумма U(x, t) ряда
(40) удовлетворяет условиям (2).

Нетрудно убедиться, что при достаточно больших n справедливы оценки:
,)( 1 nn Ctu   ,~)( 1 nn Ct  (41)

,)( 2 nn Ctu   ,~)( 2 nk Cy  (42)

,)( 3 nn Ctu   ,~)( 3 nn Ct  (43)

где .3,1,const  iC i

Действительно, на основании формул (36) и (37) с учетом оценки (39) найдем:
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Отсюда следует оценка (42), где .
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Дифференцируя выражения (36) и (37) два раза при t < 0, получаем
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Отсюда следует оценка (43), где .
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Так как ]1;0[)( 3Cx   и на сегменте [0; 1] имеет кусочно-непрерывную производную
четвертого порядка и ,)1()0(   ,)1()0(   ,)1()0(     ,)1()0(     то справедливы
оценки:
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С помощью этих оценок нетрудно убедиться, что ряд (40) и ряды из производных первого
порядка членов этого ряда равномерно сходятся в области  .

Пусть 0)(  n  при некоторых  и ,,...,1 skkn   где ,...1 21 skkk   s – фиксирован-ан-
ное натуральное число. Тогда для разрешимости уравнений (33) и (34) необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись условия ортогональности:
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0

,02sin)(2 xdxnxn  ,,...,1 skkn  (44)

 
1

0

,02cos)(2~ xdxnxn  .,...,1 skkn  (45)

В этом случае решение задачи (2)–(6) определяется в виде суммы ряда:
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(46)

где в последней сумме m принимает значения k, k1, ..., ks, Cm – произвольные постоянные; функции Um(x, t)
определяются из формулы (38). Таким образом доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть ]1;0[)( 3Cx   и на [0; 1] имеет кусочно-непрерывную производную
четвертого порядка и ,)1()0(   ,)1()0(   ,)1()0(     )1()0(    . Тогда задача (2)–
(6) в области  однозначно разрешима только тогда, когда выполняются условия (35) и (39). Это
решение определяется рядом (40). Если 0)(  n  при некоторых  и ,...,1 skkn   и выполнено
условие (39), то задача (2)–(6) разрешима только тогда, когда выполняются условия ортогональ-
ности (44) и (45). При этом это решение определяется рядом (46).
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Abstract. Mathematical modeling of many processes occurring in the real world leads
to the study of direct and inverse problems for equations of mathematical physics. Mixed
and boundary value problems for partial differential and integro-differential equations by
virtue of their importance in the application are one of the most important parts of the
theory of differential equations. In the case, when the boundary of the flow of physical
process not applicable for measurements, as an additional information can be used at nonlocal
conditions in the integral form.

We propose a method of studying the one-value solvability of the nonlocal problem for a
mixed Boussinesq-type differential equation. Such type of differential equations models many
natural phenomena and appears in many fields of sciences. For this reason, a great importance
in the works of many researchers was given to this type of equations.

We use the spectral method based on Fourier method of separation of variables.
Application of this method of separation of variables can improve the quality of formulation of
the considered problem and facilitate the processing procedure.

So in this article we consider in the rectangular area },10|),{(  txtxD  a
nonlocal mixed problem for a mixed Boussinesq-type differential equation
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where ,  and  are real positive numbers.

We study the problem: Find in the domain D a function U(x, t) satisfying the following conditions

,}){()(})1{}0{()(),( 1,2
,

21   tCCxxCCtxU tx (2)
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
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,10,)(),( xxtdtxU (6)

where ( )x  is given a sufficiently smooth function, .)1()0(,)1()0( 

First we prove that, if there exists a solution U(x, t) of the problem (2)-(6), then it is
unique only when the following condition is fulfilled

,0sin1cos1)( 
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We consider the case, when the condition (7) is violated. We suppose that 0)(  n  for
some  and n = m, then homogeneous problem (2)-(6) in 0)(  x  has nontrivial solution
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The condition 0)(  n  is equivalent to the equality .sincos  nnnn
Hence we see that the equality 0)(  n  is possible only when
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For other values of  the condition (7) holds. We note that there is a constant 00 C
such that for sufficiently large n holds the estimate

.0)(inf 0   Cn
n (8)

If the conditions (7) and (8) are fulfilled, then the solution of problem (2)-(6) exists and
it can be presented as the sum of series
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According to the problem: ]1;0[)( 3Cx   and on the segment [0; 1] it has piecewise
continuous derivative of fourth order and
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Further the theorem is held. We suppose 0)(  n  for some  and ,,...,1 skkn 
where ,...1 21 skkk   s is fixed natural number and there are orthogonality
conditions
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Then the solution of the problem (2)-(6) exists, and it is defined as the sum of series
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where in the last sum m takes the values k, k1, ..., ks, Cm as arbitrary constants.

Key words: mixed-value problem, mixed-type differential equation, Boussinesq-type
equation, nonlocal condition, spectral method, one-value solvability.


