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Аннотация. При исследовании поверхностей на устойчивость (или не-
устойчивость) необходимо получить выражения первой и второй вариации
функционала. В данной статье представлена первая часть исследования функ-
ционала потенциальной энергии. А именно, получение формулы первой вари-
ации функционала потенциальной энергии и уравнений экстремалей. А также
приведены и доказаны некоторые следствия, которые позволяют произвести
построение экстремальных поверхностей вращения.

Ключевые слова: вариация функционала, экстремальная поверхность,
функционал типа площади, функционал объемной плотности сил, функционал
потенциальной энергии, средняя кривизна экстремальной поверхности.

Введение

В настоящей работе представлено исследование функционала потенциальной энер-
гии на предмет получения уравнений его экстремалей и их свойств. Так же как мини-
мальные поверхности есть экстремали функционала площади, так и рассматриваемые
нами гладкие поверхности — экстремали специального функционала, который является
линейной комбинацией функционала типа площади и функционала от объемной плот-
ности сил. Подобные экстремальные поверхности моделируют состояния равновесных
жидкостей в гравитационном поле с потенциалом, тентовые покрытия, магнитные жид-
кости, капиллярные поверхности. Поэтому их изучение на устойчивость и неустойчи-
вость не теряет актуальности, а лишь претерпевает изменения в виде функционалов,
чтобы вместить больше физических характеристик системы. Например, функционал
(энергия) может быть комбинацией энергии поверхностного натяжения, гравитацион-
ной энергии, энергии изгибной деформации.
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Изучению минимальных поверхностей в евклидовом и псевдоевклидовом простран-
ствах посвящены работы Ю.А. Аминова, В.А. Клячина, В.М. Миклюкова, А.В. Пого-
релова, В.Г. Ткачева, А.А. Тужилина, А.Т. Фоменко, M. до Кармо, Ч.K. Пенга, Ш. Яу,
Р. Финна, Дж. Саймонса и др.

Для того чтобы учитывать нагрузки поверхности (системы) извне и изнутри, требу-
ется рассматривать поверхности, «минимальные» с точки зрения более сложных функци-
оналов, чем давно изучаемые функционалы площади. В работе [2] автором и В.А. Кля-
чиным был рассмотрен функционал типа площади, а в статье В.А. Клячина [1], в част-
ности, были исследованы функционалы с подынтегральными функциями, описывающи-
ми поверхностную и объемную плотности сил. А рассматриваемый в данной работе
функционал потенциальной энергии представляет собой линейную комбинацию функ-
ционалов типа площади и объемной плотности сил. Поэтому его исследование основано
на работах [1] и [2].

Целью настоящей работы является получение уравнений экстремалей для функци-
онала потенциальной энергии.

1. Постановка задачи

Пусть 𝑀 — 𝑛-мерное связное ориентируемое многообразие класса 𝐶2. Рассмотрим
ориентируемую гиперповерхность ℳ = (𝑀,𝑢), полученную 𝐶2-погружением 𝑢 : 𝑀 →
→ R𝑛+1. Пусть Ω ⊂ R𝑛+1 — некоторая область, такая что ℳ ⊂ 𝜕Ω; Φ, Ψ :R𝑛+1 → R —
𝐶2-гладкие функции. Если ξ — поле единичных нормалей к поверхности ℳ, то для
любой 𝐶2-гладкой поверхности ℳ определена величина

𝑊 (ℳ) =
w

ℳ

Φ(ξ) 𝑑ℳ+
w

Ω

Ψ(𝑥) 𝑑𝑥, (1)

которая не зависит от выбора нормали ξ.
Функционал (1) назовем функционалом потенциальной энергии. Он является ос-

новным объектом исследования.
Опишем построение векторных полей, вдоль которых будем деформировать поверх-

ность.
Пусть 𝑉 — 𝐶2-гладкое векторное поле, определенное в окрестности поверхности

ℳ, такое что 𝑉 |ℳ = ℎ · ξ, где ℎ ∈ 𝐶1
0(ℳ), при этом предполагается, что интегральные

кривые поля 𝑉 лежат на прямых линиях и вдоль них выполнено |𝑉 | = const.
Пусть 𝑈(ℳ) — окрестность поверхности ℳ, в которой определено поле 𝑉 и од-

нопараметрическая группа локальных диффеоморфизмов 𝑔𝑡(𝑥) : 𝑈(ℳ) → R𝑛+1, порож-
денная векторным полем 𝑉. То есть 𝑔𝑡(𝑥) — решение задачи Коши:

𝑑𝑔𝑡(𝑥)

𝑑𝑡
= 𝑉 (𝑔𝑡(𝑥)), 𝑔𝑡(𝑥)|𝑡=0 = 𝑥.

Положим ℳ𝑡 = 𝑔𝑡(ℳ). Ясно, что ℳ0 = ℳ.

Определение 1. Поверхность назовем экстремальной для функционала 𝑊 (ℳ), если
производная 𝑊 ′(0) = 0 для всякого нормального сечения 𝑣 с компактным носителем на
поверхности ℳ, то есть

𝑑𝑊 (𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0.
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Другими словами, поверхность ℳ является экстремальной, если первая вариация
функционала (1) равна нулю при всех бесконечно малых деформациях поверхности ℳ.
Поэтому сначала необходимо проварьировать функционал (1). Деформации поверхности
ℳ будем проводить вдоль векторных полей 𝑉 с помощью функции возмущения ℎ(𝑥) ∈
∈ 𝐶1

0(ℳ).

2. Уравнение экстремалей

Функционал (1) представим в виде 𝑊 (ℳ) = 𝐹 (ℳ) + 𝐿(ℳ), где

𝐹 (ℳ) =
w

ℳ

Φ(ξ) 𝑑ℳ, (2)

𝐿(ℳ) =
w

Ω

Ψ(𝑥) 𝑑𝑥, (3)

чтобы применить ранее полученные результаты из работ [1] и [2].
Для функционала (2) введем обозначения для матрицы

𝐺 = {𝐺𝑖𝑗}𝑛+1
𝑖,𝑗=1, 𝐺𝑖𝑗 =

𝜕2Φ

𝜕ξ𝑖𝜕ξ𝑗
+ δ𝑖𝑗(Φ− ⟨𝐷Φ, ξ⟩), (4)

где 𝐷Φ =

(︂
𝜕Φ

𝜕ξ1
,
𝜕Φ

𝜕ξ2
, . . . ,

𝜕Φ

𝜕ξ𝑛+1

)︂
, δ𝑖𝑗 — символ Кронекера, то есть δ𝑖𝑗 = 1 при 𝑖 = 𝑗 и

δ𝑖𝑗 = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 1.
Следующая теорема о первой вариации функционала (2) была доказана автором и

В.А. Клячиным в [2].
Теорема 1. Если 𝐹 (𝑡) = 𝐹 (ℳ𝑡), то

𝐹 ′(𝑡) =
w

ℳ

(div(𝐷Φ(ξ))𝑇 − 𝑛𝐻Φ(ξ))ℎ(𝑥) 𝑑ℳ, (5)

где div — дивергенция в метрике поверхности ℳ, 𝐻 = ⟨�⃗�, ξ⟩ — средняя кривизна
поверхности ℳ относительно нормали ξ, ℎ(𝑥) ∈ 𝐶1

0(ℳ).
Теорема 2 для функционала (3) была доказана в [1] в рамках исследования другого

функционала.
Теорема 2. Если 𝐿(𝑡) = 𝐿(ℳ𝑡), то

𝐿′(𝑡) =
w

ℳ

Ψ(𝑥)ℎ(𝑥) 𝑑ℳ, (6)

где ℎ(𝑥) ∈ 𝐶1
0(ℳ).

Из теорем 1 и 2 непосредственно вытекает теорема 3 о первой вариации функцио-
нала потенциальной энергии.
Теорема 3. Если 𝑊 (𝑡) = 𝑊 (ℳ𝑡), то

𝑊 ′(0) =
w

ℳ

(div(𝐷Φ(ξ))𝑇 − 𝑛𝐻Φ(ξ) + Ψ(𝑥))ℎ(𝑥) 𝑑ℳ, (7)

где ℎ(𝑥) ∈ 𝐶1
0(ℳ).
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Из нее следует основная теорема настоящей работы об уравнениях экстремалей
функционала потенциальной энергии (1).
Теорема 4. Поверхность ℳ класса 𝐶2 является экстремалью функционала (1) то-
гда и только тогда, когда выполнено равенство

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝐺(𝐸𝑖, 𝐸𝑖) = Ψ(𝑥), (8)

где 𝐸𝑖 — главные направления; 𝑘𝑖 — главные кривизны поверхности ℳ.

Замечание. Уравнения (8) есть уравнения экстремалей функционала потенциальной
энергии.

3. Доказательства теорем

Пусть 𝑀 — 𝑛-мерное связное некомпактное ориентируемое многообразие класса
𝐶3 без края. Рассмотрим гиперповерхность ℳ = (𝑀,𝑢), полученную 𝐶3-погружением
𝑢 : 𝑀 → R𝑛+1. На поверхности ℳ индуцируется риманова метрика и соответствующее
скалярное произведение касательных векторов, которое мы будем обозначать также как
и скалярное произведение в R𝑛+1 через ⟨·, ·⟩. Введем обозначения ∇ и ∇ для римановых
связностей в R𝑛+1 и ℳ соответственно. Известны следующие соотношения [5]:

∇ℎ = (∇ℎ)𝑇 , ∇𝑋𝑌 = (∇𝑋𝑌 )𝑇 , (9)

справедливые для произвольных 𝐶1-гладких функций ℎ : R𝑛+1 → R и 𝐶1-гладких век-
торных полей 𝑋 и 𝑌, касательных к ℳ. Символом 𝑣𝑇 обозначаем всюду ортогональную
проекцию вектора 𝑣 на касательную плоскость 𝑇𝑚ℳ к поверхности ℳ в соответству-
ющей точке 𝑚 ∈ ℳ. Тогда дивeргенция векторного поля 𝑋, как сечения касательного
расслоения поверхности ℳ, определяется как след линейного отображения 𝐸 → ∇𝐸𝑋
[4]. Выберем в касательном пространстве 𝑇𝑚ℳ ортонормированный базис {𝑍𝑖}𝑛𝑖=1. То-
гда дивергенция векторного поля 𝑋, согласно [4], можно записать в виде

div𝑋 =
𝑛∑︁

𝑖=1

⟨∇𝑍𝑖
𝑋,𝑍𝑖⟩.

Пусть 𝑚 ∈ ℳ и в некоторой окрестности точки 𝑢(𝑚) определены гладкие векторные
поля 𝑋 и 𝑌 . Билинейная форма

𝐵(𝑋(𝑚), 𝑌 (𝑚)) = (∇𝑋𝑌 )(𝑢(𝑚))− (∇𝑋𝑌 )𝑇 (𝑢(𝑚))

называется второй фундаментальной формой поверхности ℳ [5]. Отметим, что
𝐵(𝑋, 𝑌 ) является билинейной, симметричной формой [5]. Для выбранного ортонор-
мированного базиса в касательном пространстве 𝑇𝑚ℳ к поверхности ℳ в точке 𝑢(𝑚)
вектор

�⃗�(𝑚) =
1

𝑛
trace𝐵 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐵(𝑍𝑖, 𝑍𝑖) (10)

называется вектором средней кривизны поверхности ℳ в точке 𝑢(𝑚) [5].
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Пусть 𝑁𝑢(𝑚)ℳ — нормальное пространство к поверхности ℳ в точке 𝑢(𝑚). Для
произвольного вектора 𝑣 ∈ 𝑁𝑢(𝑚)ℳ пусть 𝐴𝑣 означает гомоморфизм Вейнгартена, опре-
деляемый как линейное преобразование 𝐴𝑣 : 𝑇𝑢(𝑚)ℳ → 𝑇𝑢(𝑚)ℳ, двойственное к били-
нейной форме 𝐵 [5, § 5]:

⟨𝐴𝑣(𝑋), 𝑌 ⟩ = ⟨𝐵(𝑋, 𝑌 ), 𝑣⟩ = −⟨∇𝑋𝑣, 𝑌 ⟩. (11)

Поскольку далее мы рассматриваем исключительно ориентируемые гиперповерхно-
сти, то поле нормалей ξ к поверхности ℳ будем считать выбранным и всюду будем
использовать обозначение 𝐴 = 𝐴ξ. Известно, что если 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, — главные кри-
визны поверхности ℳ, то 𝐴(𝐸𝑖) = 𝑘𝑖𝐸𝑖 для собственного базиса {𝐸𝑖}𝑛𝑖=1 оператора 𝐴.

Пусть в R𝑛+1 задан ортонормированный базис {𝑒𝑖}𝑛+1
𝑖=1 , ассоциированный с декар-

товыми координатами 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+1), то есть

⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = 0, 𝑖 ̸= 𝑗 ; |𝑒𝑖|2 = 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛+ 1.

Для доказательства основных результатов нам понадобится следующая вспомога-
тельная лемма [3].
Лемма 1. Если 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛+ 1 — координатные функции, то имеют место равен-
ства:

∇𝑥𝑖 = 𝑒𝑇𝑖 , (12)

div(𝑒𝑇𝑖 ) = 𝑛ξ𝑖𝐻, (13)

∇ξ𝑖 = −𝐴(𝑒𝑇𝑖 ). (14)

Доказательство. 1. В силу (9) легко показать (12), что

∇𝐸𝑥𝑖 = ⟨𝑒𝑖, 𝐸⟩, ∇𝑥𝑖 = (∇𝑥𝑖)
𝑇 = 𝑒𝑇𝑖 ,

следовательно,
∇𝑥𝑖 = 𝑒𝑇𝑖 .

2. Используя равенство (12), определения гомоморфизма Вейнгартена (11) и векто-
ра средней кривизны (10), получаем (13)

Δ𝑥𝑖 = div(∇xi) = div(eTi ) =
n∑︁

k=1

⟨∇Ek
eTi ,Ek⟩ = −

n∑︁
k=1

⟨∇Ek
eNi ,Ek⟩ =

= −
𝑛∑︁

𝑖=1

⟨∇𝐸𝑘
ξ𝑖ξ, 𝐸𝑘⟩ =

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝐴(𝐸𝑘), 𝐸𝑘⟩ξ𝑖 = 𝑛ξ𝑖𝐻.

3. Аналогично вычисляем градиент ξ𝑖, используя, что 𝑒𝑖 — постоянный вектор.

∇𝐸ξ𝑖 = ∇𝐸⟨ξ, 𝑒𝑖⟩ = ⟨∇𝐸ξ, 𝑒𝑖⟩ =

= ⟨∇𝐸ξ, 𝑒
𝑁
𝑖 ⟩+ ⟨(∇𝐸ξ)

𝑇 , 𝑒𝑇𝑖 ⟩ = −⟨𝐴(𝐸), 𝑒𝑇𝑖 ⟩.

Лемма доказана.
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Доказательство теоремы 3. В силу того, что функционал (1) можно представить в
виде линейной комбинации функционалов (2) и (3), то первая вариация функционала
(1) представима в виде

𝑑𝑊 (𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝐹 (𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
.

Поэтому
𝑑𝑊 (𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝐹 ′(0) + 𝐿′(0).

Применяя результаты теорем 1 и 2, получим (7). Теорема 3 доказана.

Замечание. По основной лемме вариационного исчисления из равенства
w

ℳ

(div(DΦ(ξ))T − nHΦ(ξ) + Ψ(x))h dℳ = 0

следует, что
div(DΦ(ξ))T − nHΦ(ξ) + Ψ(x) = 0

или
div(DΦ(ξ))T +Ψ(x) = nHΦ(ξ). (15)

Уравнения (15) также называют уравнениями экстремалей функционала потенци-
альной энергии (1). Хотя из теоремы 4 видно, что для применения в вычислениях удоб-
нее использовать другой вид.

Доказательство теоремы 4. Заметим, что если в уравнении экстремалей

𝑛𝐻Φ(ξ) = div((DΦ(ξ))T) + Ψ(x)

расписать слагаемое div((DΦ(ξ))T) с учетом того, что в ортонормированном базисе
{𝑒𝑖}𝑛+1

𝑖=1 ортогональная проекция 𝐷Φ(ξ) на касательную плоскость есть

(𝐷Φ(ξ))𝑇 =
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜕Φ

𝜕ξ𝑖
𝑒𝑇𝑖

и свойств дивергенции

div((DΦ)T) = div

(︃∑︁
i

𝜕Φ

𝜕ξi
eTi

)︃
=
∑︁
i

𝜕Φ

𝜕ξi
div(eTi ) +

∑︁
i

⟨∇
(︂
𝜕Φ

𝜕ξi

)︂
, eTi ⟩,

а также используя равенства (13)–(14) из леммы

∑︁
𝑖

𝜕Φ

𝜕ξ𝑖
𝑛ξ𝑖𝐻 +

∑︁
𝑖,𝑗

𝜕2Φ

𝜕ξ𝑖𝜕ξ𝑗
⟨∇ξ𝑗, 𝑒𝑇𝑖 ⟩ =

=
∑︁
𝑖

𝜕Φ

𝜕ξ𝑖
𝑛ξ𝑖𝐻 −

∑︁
𝑖,𝑗

𝜕2Φ

𝜕ξ𝑖𝜕ξ𝑗
⟨𝐴(𝑒𝑇𝑗 ), 𝑒𝑇𝑖 ⟩ =
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= 𝑛𝐻⟨𝐷Φ, ξ⟩ −
∑︁
𝑖,𝑗

𝜕2Φ

𝜕ξ𝑖𝜕ξ𝑗
⟨𝐴(𝑒𝑇𝑗 ), 𝑒𝑇𝑖 ⟩,

то оно перепишется в виде

𝑛𝐻(Φ− ⟨𝐷Φ, ξ⟩) +
∑︁
𝑖,𝑗

𝜕2Φ

𝜕ξ𝑖𝜕ξ𝑗
⟨𝐴(𝑒𝑇𝑗 ), 𝑒𝑇𝑖 ⟩ = Ψ(𝑥).

Так как 𝑘𝑖 — главные кривизны поверхности, то для гомоморфизма Вейнгартена спра-
ведливо равенство 𝐴(𝐸𝑖) = 𝑘𝑖𝐸𝑖. Следовательно, с учетом определения вектора средней
кривизны поверхности (10) и введенного обозначения (4), можно продолжить

𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝐴(𝐸𝑖), 𝐸𝑖⟩(Φ− ⟨𝐷Φ, ξ⟩) +
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕2Φ

𝜕ξ𝑖𝜕ξ𝑗
𝑘𝑗⟨𝑒𝑇𝑗 , 𝑒𝑇𝑖 ⟩ = Ψ(𝑥),

𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝐴(𝐸𝑖), 𝐸𝑖⟩(Φ− ⟨𝐷Φ, ξ⟩) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕2Φ

𝜕ξ2𝑖
⟨𝐴(𝐸𝑖), 𝐸𝑖⟩ = Ψ(𝑥),

𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝐴(𝐸𝑖), 𝐸𝑖⟩
(︂
𝜕2Φ

𝜕ξ2𝑖
+ Φ− ⟨𝐷Φ, ξ⟩

)︂
= Ψ(𝑥),

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖⟨𝐸𝑖, 𝐸𝑖⟩
(︂
𝜕2Φ

𝜕ξ2𝑖
+ Φ− ⟨𝐷Φ, ξ⟩

)︂
= Ψ(𝑥).

Таким образом, приходим к формуле (8). Теорема 4 доказана.

4. Следствия из теорем

Следствие 1. Если экстремальная поверхность ℳ является плоскостью, то функ-
ция Ψ(𝑥) = 0.

Теорема 5. Если 𝑓 = 𝑥𝑛+1 и Φ(ξ) = Φ(ξ𝑛+1), то выполнено равенство

div((ξ𝑛+1Φ
′(ξ𝑛+1)− Φ(ξ𝑛+1))∇𝑓) = Ψ(𝑥)ξ𝑛+1.

Доказательство теоремы 5. Преобразуем выражение (15), домножив обе части ра-
венства на ξ𝑛+1 и перенося слагаемое с Ψ(𝑥) вправо. Получим

div(DΦ)T ξn+1 − nHΦξn+1 = Ψ(x)ξn+1. (16)

Заметим, что из леммы 1 следуют равенства

𝑛𝐻ξ𝑛+1 = div(𝑒𝑇𝑛+1), 𝑒𝑇𝑛+1 = ∇𝑥𝑛+1.

А так как по условию теоремы 𝑥𝑛+1 = 𝑓, то ∇𝑥𝑛+1 = ∇𝑓. Следовательно, 𝑒𝑇𝑛+1 = ∇𝑓, и
будет верно

div(𝑒𝑇𝑛+1) = div(∇𝑓).

По определению проекции на касательную плоскость имеем

(∇Φ)𝑇 = Φ′𝑒𝑇𝑛+1.
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Поэтому справедливо

div(∇Φ)𝑇 = div(Φ′𝑒𝑇𝑛+1) = div(Φ′∇𝑓).

Подставим полученные выражения в (16):

ξ𝑛+1div(Φ
′∇𝑓)− Φdiv(∇𝑓) = Ψ(𝑥)ξ𝑛+1. (17)

Заметим, что
div(Φ∇ξ𝑛+1) = ⟨∇Φ,∇𝑓⟩+ Φdiv(∇𝑓),

div(ξ𝑛+1Φ
′∇𝑓) = ⟨∇ξ𝑛+1,Φ

′∇𝑓⟩+ ξ𝑛+1div(Φ
′∇𝑓).

Выразим отсюда последние слагаемые, так как они нужны для подстановки в (17).

Φdiv(∇𝑓) = div(Φ∇𝑓)− ⟨∇Φ,∇𝑓⟩,

ξ𝑛+1div(Φ
′∇𝑓) = div(ξ𝑛+1Φ

′∇𝑓)− ⟨∇ξ𝑛+1,Φ
′∇𝑓⟩.

Подставим полученное в (17)

div(ξ𝑛+1Φ
′∇𝑓)− ⟨∇ξ𝑛+1,Φ

′∇𝑓⟩ − div(Φ∇𝑓) + ⟨∇Φ,∇𝑓⟩ = Ψ(𝑥)ξ𝑛+1,

по свойствам div упростим

div((ξ𝑛+1Φ
′ − Φ)∇𝑓)− ⟨∇ξ𝑛+1,Φ

′∇𝑓⟩+ ⟨∇Φ,∇𝑓⟩ = Ψ(𝑥)ξ𝑛+1,

заметим ∇Φ = Φ′∇ξ𝑛+1, поэтому

div((ξ𝑛+1Φ
′ − Φ)∇𝑓) = Ψ(𝑥)ξ𝑛+1.

Теорема 5 доказана.

Замечание. При Ψ(𝑥) = 0 теорема 5 обобщает хорошо известное свойство гармонично-
сти координатных функций минимальных поверхностей. В работе [9] для 𝑝-минимальных
поверхностей (Ψ(𝑥) = 0, Φ(ξ) = 1) аналогичное равенство было положено в основу их
определения.

Пример 1. Пусть 𝐶2-гладкая поверхность ℳ ⊂ R𝑛+1, заданной радиус-вектором

�⃗�(𝑡, θ) = (𝑡, 𝑟(𝑡)ρ(θ)), (18)

θ ∈ S𝑛−1, ρ(θ) — радиус-вектор сферы S𝑛−1, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) ⊂ R, 𝑟(𝑡) – 𝐶2-гладкая функция
на (𝑎, 𝑏), ξ𝑛+1 — координата единичной нормали к поверхности ℳ и функция Φ(ξ) =
= φ(ξ𝑛+1).

Обозначим τ = ξ𝑛+1 = −�̇�(𝑡)/
√︀
1 + �̇�2(𝑡),

φ′(τ) = 𝑑φ/𝑑ξ𝑛+1, φ
′′(τ) = 𝑑2φ/𝑑ξ2𝑛+1, �̇�(𝑡) = 𝑑𝑟(𝑡)/𝑑𝑡, 𝑟(𝑡) = 𝑑2𝑟(𝑡)/𝑑𝑡2,

𝐵(𝑡) =
φ′′(τ)

(1 + �̇�2(𝑡))

(︃
φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

)︃ , 𝐶(𝑡) =
𝑟(𝑡)

√︀
1 + �̇�2(𝑡)

φ(τ) +
φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

.
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Произведем вычисления производных радиус-вектора для того, чтобы найти главные
направления 𝐸𝑖 и главные кривизны 𝑘𝑖 поверхности.

𝑅𝑡 = (1, �̇�(𝑡)ρ(θ)), 𝑅θ𝑖 = (0, 𝑟(𝑡)ρ̇θ𝑖(θ)),
𝑅𝑡𝑡 = (0, 𝑟(𝑡)ρ(θ)), 𝑅𝑡θ𝑖 = (0, �̇�(𝑡)ρ̇(θ)θ𝑖),

𝑅θ𝑖θ𝑗 = (0, 𝑟(𝑡)ρ̈(θ)θ𝑖θ𝑗),

где
ρ̇θ𝑖(θ) = 𝜕ρ(θ)/𝜕θ𝑖, ρ̈θ𝑖θ𝑗(θ) = 𝜕2ρ(θ)/𝜕θ𝑖𝜕θ𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛− 1.

Выпишем координаты единичной нормали

ξ =

(︂
−�̇�(𝑡)/

√︁
1 + �̇�2(𝑡), ρ(θ)/

√︁
1 + �̇�2(𝑡)

)︂
и коэффициенты квадратичных форм

|𝑅𝑡|2 = 1 + �̇�2(𝑡), |𝑅θ𝑖 |2 = 𝑟2(𝑡)ρ̇θ𝑖(θ)ρ̇θ𝑗(θ),

𝑏00 = ⟨𝑅𝑡𝑡, ξ⟩ = ⟨(0, 𝑟(𝑡)ρ(θ)), (−�̇�(𝑡)/
√︀
1 + �̇�2(𝑡), ρ(θ)/

√︀
1 + �̇�2(𝑡))⟩ =

=
𝑟(𝑡)√︀

1 + �̇�2(𝑡)
,

𝑏0𝑖 = ⟨𝑅𝑡θ𝑖 , ξ⟩ = ⟨(0, �̇�(𝑡)ρ̇θ𝑖(θ)), (−�̇�(𝑡)/
√︀
1 + �̇�2(𝑡), ρ(θ)/

√︀
1 + �̇�2(𝑡))⟩ =

=
�̇�(𝑡)√︀

1 + �̇�2(𝑡)
ρ(θ)ρ̇θ𝑖(θ) = 0,

𝑏𝑖𝑗 = ⟨𝑅θ𝑖θ𝑗 , ξ⟩ = ⟨(0, 𝑟(𝑡)ρ̈θ𝑖θ𝑗(θ)), (−�̇�(𝑡)/
√︀
1 + �̇�2(𝑡), ρ(θ)/

√︀
1 + �̇�2(𝑡))⟩ =

=
𝑟(𝑡)√︀

1 + �̇�2(𝑡)
ρ(θ)ρ̈θ𝑖θ𝑗(θ).

Таким образом, первая квадратичная форма

𝐼 = (1 + �̇�2(𝑡))𝑑𝑡2 + 𝑟2(𝑡)ρ̇θ𝑖 ρ̇θ𝑗𝑑θ𝑖𝑑θ𝑗 = (1 + �̇�2(𝑡))𝑑𝑡2 + 𝑟2(𝑡)𝑑θ2,

где 𝑑θ2 = ρ̇θ𝑖 ρ̇θ𝑗𝑑θ𝑖𝑑θ𝑗 — элемент длины для S𝑛−1.
А вторая квадратичная форма имеет вид

𝐼𝐼 = 𝑏00 𝑑𝑡2 +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑏0𝑖 𝑑𝑡 𝑑θ𝑖 +
∑︁
𝑖<=𝑗

𝑏𝑖𝑗𝑑θ𝑖 𝑑θ𝑗 =

=
𝑟(𝑡)√︀

1 + �̇�2(𝑡)
𝑑𝑡2 +

𝑟(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

∑︁
𝑖<=𝑗

ρ(θ)ρ̈θ𝑖θ𝑗(θ) 𝑑θ𝑖 𝑑θ𝑗 =

=
𝑟(𝑡)√︀

1 + �̇�2(𝑡)
𝑑𝑡2 +

𝑟(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

𝑑̃︀θ2
где 𝑑̃︀θ2 — вторая квадратичная форма для S𝑛−1. Затем находим главные кривизны по
формулам [7, гл. 2, § 4, п. 10, c. 99]:

𝑘1 = 𝑟(𝑡)/(1 + �̇�2(𝑡))3/2, 𝑘𝑖 = −1/𝑟(𝑡)
√︁
1 + �̇�2(𝑡),
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где 𝑖 = 2, 𝑛, и главные направления поверхности ℳ

𝐸1 = 𝑅𝑡/|𝑅𝑡| =
(︂
1/
√︁
1 + �̇�2(𝑡), �̇�(𝑡)ρ(θ)/

√︁
1 + �̇�2(𝑡)

)︂
,

𝐸𝑖 = 𝑅θ𝑖/|𝑅θ𝑖 | = (0, ρ̇θ𝑖/|ρ̇θ𝑖 |).
Перейдем к вычислению скалярного произведения векторов

⟨𝐷φ, ξ⟩ = − �̇�(𝑡)φ′(τ)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

и найдем значения матриц 𝐷2φ и 𝐺 на векторах 𝐸𝑖, координаты которых мы записали
выше,

𝐷2φ(𝐸1, 𝐸1) =
φ′′(τ)

1 + �̇�2(𝑡)
, 𝐷2φ(𝐸𝑖, 𝐸𝑖) = 0, 𝑖 = 2, 𝑛,

𝐺(𝐸1, 𝐸1) =
φ′′(τ)

1 + �̇�2(𝑡)
+ φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

, 𝐺(𝐸𝑖, 𝐸𝑖) = φ(τ) +
φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

. (19)

Теперь подставим подсчитанное в равенство (8) и получим уравнение экстремалей по-
верхности ℳ, заданной радиус-вектором (18).

Так как все 𝑘𝑖 при 𝑖 = 2, 𝑛 равны и для 𝐺(𝐸𝑖, 𝐸𝑖) ситуация аналогичная, то равен-
ство (8) можно записать так:

𝑘1𝐺(𝐸1, 𝐸1) + (𝑛− 1)
𝑛∑︁

𝑖=2

𝑘𝑖𝐺(𝐸𝑖, 𝐸𝑖) = Ψ(𝑥).

После подстановки выражений из (19) уравнение экстремалей принимает вид

𝑟(𝑡)

(1 + �̇�2(𝑡))3/2

(︃
φ′′(τ)

1 + �̇�2(𝑡)
+ φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

)︃
−

− 𝑛− 1

𝑟(𝑡)
√︀
1 + �̇�2(𝑡)

(︃
φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

)︃
= Ψ(𝑥).

Преобразуем его, домножив обе части равенства на 𝑟(𝑡)
√︀
1 + �̇�2(𝑡),

𝑟(𝑡)𝑟(𝑡)

1 + �̇�2(𝑡)

(︃
φ′′(τ)

1 + �̇�2(𝑡)
+ φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

)︃
−

−(𝑛− 1)

(︃
φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

)︃
= Ψ(𝑥)𝑟(𝑡)

√︁
1 + �̇�2(𝑡).

Затем выразим 𝑟(𝑡)𝑟(𝑡)/(1 + �̇�2(𝑡)) и получим

𝑟(𝑡)𝑟(𝑡)

1 + �̇�2(𝑡)
=

(𝑛− 1)

(︃
φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

)︃
+Ψ(𝑥)𝑟(𝑡)

√︀
1 + �̇�2(𝑡)

φ′′(τ)

1 + �̇�2(𝑡)
+ φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

.
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Сократим выражение в правой части на сумму

(︃
φ(τ) +

φ′(τ)�̇�(𝑡)√︀
1 + �̇�2(𝑡)

)︃
.

𝑟(𝑡)𝑟(𝑡)

1 + �̇�2(𝑡)
=

(𝑛− 1) + Ψ(𝑥)
𝑟(𝑡)

√︀
1 + �̇�2(𝑡)

φ(τ) + φ′(τ)�̇�(𝑡)√
1+�̇�2(𝑡)

φ′′(τ)

(1 + �̇�2(𝑡))

(︂
φ(τ) + φ′(τ)�̇�(𝑡)√

1+�̇�2(𝑡)

)︂ + 1

.

Применим вышепринятые обозначения 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), и уравнение примет вид

𝑟(𝑡)𝑟(𝑡)

1 + �̇�2(𝑡)
− (𝑛− 1) + Ψ(𝑥)𝐶(𝑡)

𝐵(𝑡) + 1
= 0.

Таким образом получено уравнение экстремалей для поверхностей вращения.

Замечание. В работах [6; 8] были получены уравнения экстремалей для поверхностей
вращения при Ψ(𝑥) = 0.
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EXTREMALS OF THE EQUATION FOR THE POTENTIAL ENERGY
FUNCTIONAL
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Abstract. To study the surfaces on the stability (or instability) it is neces-
sary to obtain the expression of the first and second functional variation. This
article presents the first part of the research of the functional of potential energy.
We calculate the first variation of the potential energy functional and prove some
consequences of them. They help to build the extreme surface of rotation.

Let 𝑀 be an 𝑛 dimensional connected orientable manifold from the class
𝐶2. We consider a hypersurface ℳ = (𝑀,𝑢), obtained by a 𝐶2 -immersion
𝑢 : 𝑀 → R𝑛+1. Let Ω ⊂ R𝑛+1 be a domain such that ℳ ⊂ 𝜕Ω; Φ, Ψ :R𝑛+1 →
→ R — 𝐶2-smooth function. If ξ the field of unit normals to the surface ℳ,
then for any 𝐶2-smooth surfaces ℳ defined functional

𝑊 (ℳ) =
w

ℳ

Φ(ξ) 𝑑ℳ+
w

Ω

Ψ(𝑥) 𝑑𝑥,
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which we call the functional of potential energy. It is the main object of study.
Theorem of the first variation of the functional.
Theorem 3. If 𝑊 (𝑡) = 𝑊 (ℳ𝑡), then

𝑊 ′(0) =
w

ℳ

(div(𝐷Φ(ξ))𝑇 − 𝑛𝐻Φ(ξ) + Ψ(𝑥))ℎ(𝑥) 𝑑ℳ,

where ℎ(𝑥) ∈ 𝐶1
0(ℳ).

Theorem 4 is the the main theorem of this article. It obtained the equations
of extremals of the functional of potential energy.

Theorem 4. A surface ℳ of class 𝐶2 is extremal of functional of potential
energy if and only if

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝐺(𝐸𝑖, 𝐸𝑖) = Ψ(𝑥).

Corollary. If an extreme surface ℳ is a plane, then the function Ψ(𝑥) = 0.
Theorem 5. If 𝑓 = 𝑥𝑛+1 and Φ(ξ) = Φ(ξ𝑛+1), then

div((ξ𝑛+1Φ
′(ξ𝑛+1)− Φ(ξ𝑛+1))∇𝑓) = Ψ(𝑥)ξ𝑛+1.

Key words: variation of functional, extreme surface, functional of area type,
volumetric power density functional, functional of potential energy, mean curva-
ture of extreme surface.
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