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Аннотация. В работе исследуется дискретность спектра оператора Шре-
дингера на простых искривленных произведениях порядка 𝑘 при специальном
квазиизометричном преобразовании метрики этого многообразия. Основная
цель — утверждение о сохранении свойства дискретности спектра.
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Главным объектом исследования в данной статье является оператор Шредингера
𝐿 = −Δ + 𝑐(·), где −Δ = −div∇ — оператор Лапласа — Бельтрами, на некоторых
многообразиях специального вида.

Для начала рассмотрим риманово многообразие 𝑍, изометричное произведению
𝑋 × 𝑌 (где 𝑋 — произвольное многообразие размерности 𝑛, а 𝑌 — компактное размер-
ности 𝑚) с метрикой

𝑑𝑧2 = 𝑑𝑥2 + γ2(𝑥)𝑑𝑦2,

где γ(𝑥) — 𝐶1-гладкая положительная функция; 𝑑𝑥2 и 𝑑𝑦2 — метрики на 𝑋 и 𝑌 соот-
ветственно, то есть

𝑑𝑥2 =
∑︁

a𝑖𝑗(𝑥)𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗,

𝑑𝑦2 =
∑︁

b𝑘𝑙(𝑦)𝑑𝑦𝑘𝑑𝑦𝑙.

Следовательно, метрический тензор на 𝑍 имеет вид

‖g𝑠𝑡‖ =

⃦⃦⃦⃦
‖a𝑖𝑗(𝑥)‖ 0

0 γ2(𝑥)‖b𝑘𝑙(𝑦)‖

⃦⃦⃦⃦
,

а определитель 𝒢 = det ‖g𝑠𝑡‖ = det ‖g𝑠𝑡‖−1 = γ2𝑚(𝑥)𝒜(𝑥)ℬ(𝑦), где мы обозначили
𝒜(𝑥) = det ‖a𝑖𝑗‖, ℬ(𝑦) = det ‖b𝑘𝑙‖.
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Будем предполагать, что метрика ‖g𝑠𝑡‖ многообразия 𝑍 претерпевает изменения,
описываемые матрицей σ(𝑥), у которой все отличные от нуля элементы стоят на главной
диагонали и она имеет вид

‖σ(𝑥)‖ =

⃦⃦⃦⃦
‖σ1(𝑥)‖ 0

0 ‖σ2(𝑥)‖

⃦⃦⃦⃦
,

где ‖σ1(𝑥)‖ — тоже диагональная матрица c 𝐶1-гладкими коэффициентами,
‖σ2(𝑥)‖ = σ̃2

2(𝑥)𝐸𝑚 (здесь σ̃2
2(𝑥) — 𝐶1-гладкая положительная функция; 𝐸𝑚 — еди-

ничная матрица 𝑚 × 𝑚). Обозначим через Σ(𝑥) = det ‖σ(𝑥)‖ = det ‖σ1(𝑥)‖σ̃22𝑚(𝑥),
через p = σg — произведение матриц σ(𝑥) и g(𝑥), соответственно определитель этой
матрицы 𝒫 = det ‖p𝑖𝑗‖ = γ2𝑚(𝑥)𝒜(𝑥)ℬ(𝑦)Σ(𝑥).

Оператор Лапласа — Бельтрами при таком изменении метрики преобразуется сле-
дующим образом:

−̃︀Δ = − 1√
Σ

div(
√
Σσ−1∇) =

1√
𝒫

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑧𝑖
(
√
𝒫p𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑧𝑗
).

Справедлива следующая лемма о представлении оператора Шредингера на таких мно-
гообразиях. Введем для этого еще одно обозначение r = σ1a — произведение матриц
σ1(𝑥) и a(𝑥) и его определитель ℛ.
Лемма 1. Оператор Шредингера 𝐿 = −Δ + 𝑐(𝑥) после описанного преобразования
метрики на многообразии 𝑍 принимает вид

̃︀𝐿 = 𝐿0 + σ̃2
−2(𝑥)γ−2(−Δ𝑌 ),

где 𝐿0 — оператор Шредингера на многообразии 𝑋 с метрикой, преобразованной
матрицей σ1(𝑥), и с мерой плотности σ̃2𝑚(𝑥)γ𝑚(𝑥):

0 = − 1

σ̃2
𝑚(𝑥)γ𝑚(𝑥)

√︀
ℛ(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
σ̃2

𝑚(𝑥)γ𝑚(𝑥)
√︁
ℛ(𝑥)r𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗

)︂
+ 𝑐(𝑥),

а −Δ𝑌 — оператор Лапласа — Бельтрами на многообразии 𝑌 :

−Δ𝑌 = − 1√︀
ℬ(𝑦)

𝑚∑︁
𝑘,𝑙=1

𝜕

𝜕𝑦𝑘

(︂√︁
ℬ(𝑦)b𝑘𝑙 𝜕

𝜕𝑦𝑙

)︂
.

Доказательство этой леммы получается непосредственным вычислением, аналогич-
но подобному утверждению для оператора Лапласа — Бельтрами [1].

Теперь перейдем к рассмотрению спектра оператора Шредингера на этом многооб-
разии при описанном преобразовании метрики.
Теорема 1. Оператор Шредингера на многообразии 𝑋×𝑌 , метрика которого преоб-
разована матрицей ‖σ(𝑥)‖, имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда
дискретен спектр оператора 𝐿0 на многообразии 𝑋 с метрикой, преобразованной
матрицей σ1(𝑥), и с мерой плотности σ̃2𝑚(𝑥)γ𝑚(𝑥).

Доказательство. Заметим, что, поскольку речь в данной теореме идет об измене-
нии метрики, нам будет удобнее обозначать рассматриваемое многообразие тройкой
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(𝑋×𝑌, g,v), где v — мера на многообразии, совпадающая с римановым объемом. Тогда,
после изменения метрики матрицей ‖σ(𝑥)‖, объектом рассмотрения становится много-
образие (𝑋 × 𝑌, p,v). Относительно этого многообразия справедлива теорема 4 из [4],
в соответствии с которой дискретность спектра оператора Шредингера на многообразии
(𝑋 × 𝑌, p,v) эквивалентна дискретности спектра оператора Шредингера на многообра-
зии (𝑋, r,µ), где µ — мера на многообразии 𝑋 плотности σ̃2

𝑚(𝑥)γ𝑚(𝑥). Заметим, что
этот оператор есть оператор 𝐿0, описанный предыдущей леммой, а само такое многооб-
разие можно рассматривать как многообразие (𝑋, a,µ), метрика которого преобразована
матрицей ‖σ1(𝑥)‖. Так как a — исходная метрика многообразия 𝑋, опуская ее, получаем
утверждение теоремы.

Далее рассмотрим полное риманово многообразие 𝐷 — простое искривленное про-
изведение порядка 𝑘, то есть многообразие, изометричное произведению
R+ × S1 × S2 × · · · × S𝑘 (где R+ = (0,+∞), а S𝑖 — компактные римановы многооб-
разия без края, dimS𝑖 = 𝑛𝑖) с метрикой

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑞21(𝑟)𝑑θ
2
1 + · · ·+ 𝑞2𝑘(𝑟)𝑑θ

2
𝑘,

где 𝑑θ2𝑖 — метрика на S𝑖, а 𝑞𝑖(𝑟) — 𝐶1-гладкие положительные на R+ функции. Обо-
значим 𝑠(𝑟) = 𝑞𝑛1

1 (𝑟) · · · 𝑞𝑛𝑘
𝑘 (𝑟). Пусть преобразование метрики на этом многообразии

задается матрицей σ(𝑟) следующего вида:

‖σ(𝑟)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
δ20(𝑟) 0 . . . 0
0 δ21(𝑟)𝐸𝑛1 . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . δ2𝑘(𝑟)𝐸𝑛𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦ .

Все коэффициенты этой матрицы полагаем 𝐶1-гладкими, а ее определитель будем обо-
значать, как и выше, Σ(𝑟). Для описанной матрицы его, очевидно, нетрудно вычислить:

Σ(𝑟) = det ‖σ(𝑟)‖ = δ20(𝑟)δ
2𝑛1
1 (𝑟) · · · δ2𝑛𝑘

𝑘 (𝑟).

Оператор Лапласа — Бельтрами при таком изменении метрики преобразуется следую-
щим образом:

−̃︀Δ = − 1√
Σ

div(
√
Σσ−1∇).

Далее рассмотрим оператор Шредингера 𝐿 = −Δ + 𝑐(𝑟) на многообразии 𝐷. Как
и выше, оператор Шредингера, полученный после преобразования метрики, обозначаем̃︀𝐿. Далее нам понадобятся следующие обозначения:

𝐹 (𝑟) = 𝑐(𝑟) +

(︂
𝑠′(𝑟)

2𝑠(𝑟)

)︂′

+

(︂
𝑠′(𝑟)

2𝑠(𝑟)

)︂2

,

Φ(𝑟) =

(︂
δ′(𝑟)

2δ(𝑟)

)︂′

+
𝑠′(𝑟)δ′(𝑟)

2𝑠(𝑟)δ(𝑟)
+

(︂
δ′(𝑟)

2δ(𝑟)

)︂2

,

где δ(𝑟) =
√

Σ(𝑟)

δ0(𝑟)
.
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Теорема 2. Если 𝐹 (𝑟) + Φ(𝑟) > −𝐶 (𝐶 = const > 0), то для дискретности спектра
оператора Шредингера 𝐿 на многообразии 𝐷 необходимо и достаточно, чтобы для
произвольного 𝜔 > 0 было выполнено

lim
𝑟→∞

𝑟+𝜔w

𝑟

(𝐹 (𝑟) + Φ(𝑟))𝑑𝑟 = +∞.

Доказательство. Обозначим через g метрику на многообразии 𝐷. Тогда после пре-
образования этой метрики матрицей ‖σ(𝑥)‖ мы получим на многообразии 𝐷 новую
метрику p = σg. Учитывая, что матрица ‖σ(𝑥)‖ — диагональная, эту метрику легко
записать в дифференциальной форме:

𝑑ζ2 = δ20(𝑟)𝑑𝑟
2 + δ21(𝑟)𝑞

2
1(𝑟)𝑑θ

2
1 + · · ·+ δ2𝑘(𝑟)𝑞2𝑘(𝑟)𝑑θ2𝑘.

Но тогда 𝐿 = −̃︀Δ + 𝑐(𝑟) — обычный оператор Шредингера на многообразии 𝐷 с опи-
санной метрикой p, и для него справедлива теорема 2 из [5]. В соответствии с этой
теоремой и введенными выше обозначениями имеем, что спектр оператора 𝐿 на мно-
гообразии 𝐷 дискретен тогда и только тогда, когда для произвольного 𝜔 > 0 было
выполнено

lim
𝑟→∞

𝑟+𝜔w

𝑟

(𝐹 (𝑟) + Φ(𝑟))𝑑𝑟 = +∞.

Что и утверждает теорема.

Заметим теперь, что для того чтобы матрица σ(𝑟) описывала квазиизометричное
преобразование метрики, нужно потребовать (см., например, [6]), чтобы она удовлетво-
ряла следующим условиям для некоторой константы α > 1:

α−1|ξ|2 6 (σξ, ξ)g 6 α|ξ|2, для всех ξ ∈ 𝑇𝐷 (1)

и
α−𝑛 6 Σ(𝑟) 6 α𝑛. (2)

Если теперь в условии (1) мы будем выбирать векторы ξ такие, у которых лишь одна
координата ненулевая, то из него мы немедленно получим, что

α−1 ≤ δ2𝑖 (𝑟) ≤ α для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. (3)

А из этого условия неравенство (2) следует автоматически.
Следствие 1. Если на многообразии 𝐷 оператор Шредингера 𝐿 имел дискретный
спектр, то при таком квазиизометричном изменении метрики многообразия 𝐷

диагональной матрицей ‖σ(𝑟)‖, что Φ(𝑟) > const, спектр оператора Шредингера ̃︀𝐿
останется дискретным. Аналогично недискретный спектр останется недискретным.

Доказательство данного следствия очевидно благодаря наличию очень жесткого
условия Φ(𝑟) > const. Нетрудно заметить, что при произвольном квазиизометричном
преобразовании метрики функция Φ(𝑟) может оказаться неограниченной снизу, и тогда
никаких выводов о сохранении свойства дискретности спектра сделать будет невозмож-
но. Но если выбирать коэффициенты δ𝑖(𝑟), например, монотонно возрастающими, то это
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гарантирует выполнение условий следствия и, значит, обеспечит сохранение свойства
дискретности спектра при квазиизометричном преобразовании метрики.
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Abstract. In this paper we prove the conservation property for the dis-
creteness of the spectrum for the Schrödinger operator on the simple warped
products of order 𝑘 with the special kind of quasi-isometric transformation of the
metric.

Let’s consider a complete noncompact Riemannian manifold 𝐷, which is
isometric to the product R+ × S1 × S2 × · · · × S𝑘 (где R+ = (0,+∞), а S𝑖 are
compact Riemannian manifolds without boundary) with metric

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑞21(𝑟)𝑑θ
2
1 + · · ·+ 𝑞2𝑘(𝑟)𝑑θ

2
𝑘,

where 𝑑θ2𝑖 is the metric on S𝑖 and 𝑞𝑖(𝑟) is a smooth positive function on R+. We
assume dimS𝑖 = 𝑛𝑖 and denote 𝑠(𝑟) = 𝑞𝑛1

1 (𝑟) · · · 𝑞𝑛𝑘
𝑘 (𝑟).

Metric transformation on this manifold is determined by the following mat-
rix σ(𝑟).

‖σ(𝑟)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
δ20(𝑟) 0 . . . 0
0 δ21(𝑟)𝐸𝑛1 . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . δ2𝑘(𝑟)𝐸𝑛𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦ .

The coefficients of this matrix are 𝐶1-smooth, and let’s Σ(𝑟) will stand for its
determinant. Actually, we can easily calculate it:

Σ(𝑟) = det ‖σ(𝑟)‖ = δ20(𝑟)δ
2𝑛1
1 (𝑟) · · · δ2𝑛𝑘

𝑘 (𝑟).

On the manifold 𝐷 we study the Laplace — Beltrami operator

−Δ = −div∇

and the Schrödinger operator

−Δ = −div∇+ 𝑐(𝑟).

With the mentioned metric transformation the Laplace — Beltrami operator
will change to

−̃︀Δ = − 1√
Σ

div(
√
Σσ−1∇).

Transformed Schrödinger operator we write as ̃︀𝐿 = −̃︀Δ+ 𝑐(𝑟). Also we put

𝐹 (𝑟) = 𝑐(𝑟) +

(︂
𝑠′(𝑟)

2𝑠(𝑟)

)︂′

+

(︂
𝑠′(𝑟)

2𝑠(𝑟)

)︂2

,
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Φ(𝑟) =

(︂
δ′(𝑟)

2δ(𝑟)

)︂′

+
𝑠′(𝑟)δ′(𝑟)

2𝑠(𝑟)δ(𝑟)
+

(︂
δ′(𝑟)

2δ(𝑟)

)︂2

,

where δ(𝑟) =
√

Σ(𝑟)

δ0(𝑟)
.

Then we get the following theorem.
Theorem. Let’s 𝐹 (𝑟) + Φ(𝑟) > −𝐶 (𝐶 = const > 0). The spectrum of the

Schrödinger operator ̃︀𝐿 on the manifold 𝐷 is discrete if and only if

∀𝜔 > 0 lim
𝑟→∞

𝑟+𝜔w

𝑟

(𝐹 (𝑟) + Φ(𝑟))𝑑𝑟 = +∞.

And next we come to the following corollary.
Corollary. If the Schrodinger operator 𝐿 on manifold 𝐷 has discrete spect-

rum, and we transform the metric of 𝐷 with some diagonal matrix ‖σ(𝑟)‖, and
Φ(𝑟) > const, then the Schrödinger operator ̃︀𝐿 has discrete spectrum too. The
same way non-discrete spectrum holds this characteristic.
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