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Аннотация.В статье развивается коэффициентный подход к задаче опи-
сания голоморфно-однородных вещественных гиперповерхностей 3-мерного
комплексного пространства. В модельной ситуации поверхностей общего по-
ложения совокупность из 100 параметров, определяющих однородные строго
псевдо-выпуклые многообразия, сводится к 7 тейлоровским коэффициентам
нормального уравнения Мозера.

Описываются промежуточные формулы для коэффициентов и парамет-
ров векторных полей, касательных к обсуждаемым однородным многообра-
зиям. Строится система полиномиальных уравнений на итоговую группу па-
раметров. Получена оценка количества однородных поверхностей изучаемого
класса.

Все необходимые сложные вычисления реализуются в пакете символьной
математики Maple.

Ключевые слова: голоморфное преобразование, ряд Тейлора, веще-
ственная гиперповерхность, алгебра Ли, нормальная форма уравнения, си-
стема полиномиальных уравнений, символьные вычисления.

Введение

Настоящая статья связана с задачей описания голоморфно-однородных веществен-
ных гиперповерхностей в трехмерных комплексных пространствах, достаточно интенсив-
но изучаемой в последние годы (см.: [7; 8; 10; 14]). В статье развивается общий подход к
изучению однородности на основе символьной математики и компьютерных вычислений.
Целью такого подхода является поиск аналогичного результату [4] решения задачи об
однородности в терминах тейлоровских коэффициентов функций, определяющих изу-
чаемые многообразия. Упомянутый результат А.В. Лободы позволил кратко (см. для
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сравнения статью [11] Э. Картана) описать все однородные вещественные гиперповерх-
ности двумерных комплексных пространств.

Ясно, что в трехмерном случае аналогичная задача гораздо более сложна. Как по-
казано в [3] (см. также [9; 13]), объем информации, необходимой для решения подобных
задач, можно удерживать и эффективно обрабатывать лишь с помощью компьютерных
технологий. При этом необходимо «соблюдать меру компьютеризации» задачи, посколь-
ку полученные в [3] формулы имеют громоздкий вид, а главные результаты не дают
окончательных «прикладных» формулировок.

В данной статье рассматривается один частный случай задачи об однородности
строго псевдо-выпуклых (СПВ) гиперповерхностей, в котором результирующие фор-
мулы работы [3] существенно упрощаются. Такое упрощение позволяет ставить (и в
ближайшей перспективе решать) задачу об оценке количества обсуждаемых однород-
ных поверхностей как в изучаемом частном случае, так и (при обобщении и уточнении
предлагаемой схемы) в общей ситуации.

Напомним, что любая из однородных поверхностей, изучаемых в работе [3], од-
нозначно определяется набором из 16 тейлоровских коэффициентов своего нормального
(по Мозеру) уравнения. При этом имеется система из 26 громоздких полиномиальных
уравнений, связывающих элементы этого набора.

Главным результатом данной статьи является уменьшение количества параметров,
описывающих свойство однородности. В рассматриваемом случае, связанном с обну-
лением части из 16 опорных коэффициентов, система [4] упрощается до 5 уравнений
относительно 7 коэффициентов.

Кроме того, получены обозримые формулы, выражающие остальные параметры
опорного набора через выделенную семерку коэффициентов. Эти формулы базируются
на связях между параметрами голоморфных векторных полей, касательных к изучае-
мым однородным поверхностям. В обсуждаемом случае эти связи также имеют упро-
щенный вид.

Полученные в статье соотношения являются важным результатом, поскольку при
многоступенчатом компьютерно-алгоритмическом способе получения подобных формул
требуются постоянный контроль и многочисленные проверки вычислений. В статье рас-
смотрен пример, подтверждающий справедливость полученных в ней формул при сопо-
ставлении их с коэффициентами реальной однородной поверхности. Этот пример исполь-
зует тесные связи аффинной и голоморфной геометрии, конструктивно проявляющиеся
на трубчатых многообразиях (см. также [2]).

1. Нормальное уравнение Мозера и опорный набор многочленов

Обозначим комплексные координаты в C3 через 𝑧1, 𝑧2, 𝑤, выделяя при этом веще-
ственную и мнимую части последней координаты:

𝑢 = 𝑅𝑒𝑤, 𝑣 = 𝐼𝑚𝑤.

Вещественно-аналитическую СПВ-гиперповерхность 𝑀 пространства C3 зададим нор-
мальным по Мозеру (см. [12]) уравнением:

𝑣 = (|𝑧1|2 + |𝑧2|2) +
∑︁

𝑘,𝑙≥2,𝑚≥0

𝑁𝑘𝑙𝑚(𝑧, 𝑧)𝑢
𝑚. (1.1)
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Здесь 𝑁𝑘𝑙𝑚(𝑧, 𝑧) — однородный многочлен степени 𝑘 по 𝑧, 𝑙 по 𝑧, а строгая псевдо-
выпуклость поверхности гарантируется положительной определенностью формы Леви
поверхности, то есть многочлена второй степени

< 𝑧, 𝑧 >= |𝑧1|2 + |𝑧2|2

из уравнения (1.1).
Известно [8], что всякая голоморфно-однородная СПВ-гиперповерхность однознач-

но определяется опорным набором из семи многочленов

𝑁220, 𝑁221, 𝑁222, 𝑁320, 𝑁330, 𝑁321, 𝑁420, (1.2)

содержащихся в уравнении (1.1).
Первые шесть многочленов из этого набора можно считать удовлетворяющими

некоторым дополнительным ограничениям, введенным в [8] и [12].
Например, согласно [12] многочлены 𝑁220, 𝑁221, 𝑁222 из нормального уравнения

Мозера (1.1) являются элементами 5-мерного пространства 𝒩22 вещественнозначных
многочленов. Базисом этого пространства являются многочлены

𝐸0 = |𝑧1|4 − 4|𝑧1|2|𝑧2|2 + |𝑧2|4, 𝐸1 = 𝑧21𝑧
2
2 + 𝑧22𝑧

2
1 , 𝐸2 = 𝑖(𝑧21𝑧

2
1 − 𝑧22𝑧

2
1), (1.3)

𝐸3 = (𝑧1𝑧2 + 𝑧2𝑧1)(|𝑧1|2 − |𝑧2|2), 𝐸4 = 𝑖(𝑧1𝑧2 − 𝑧2𝑧1)(|𝑧1|2 − |𝑧2|2).
В силу обсуждений [7; 8] основной интерес в задаче об однородности представляет

ситуация, в которой
𝑁220 = 𝐸3 + µ𝐸0, µ ∈ R. (1.4)

Из [3] видно, что реализация предложенной в этой работе схемы изучения однородности
приводит в случаях с произвольными µ к чрезмерно громоздким формулам.

По этой причине ниже рассматривается случай

µ = 0, (1.5)

в котором обсуждаемые формулы существенно упрощаются.
Разложения многочленов 𝑁221, 𝑁222 из набора (1.2) будем записывать в виде

𝑁221 =
5∑︁

𝑘=0

λ𝑘𝐸𝑘, 𝑁222 =
5∑︁

𝑘=0

λ′𝑘𝐸𝑘, λ𝑘, λ
′
𝑘 ∈ R. (1.6)

Остальные многочлены из опорного набора (1.2) удобно задавать прямоугольными
матрицами их коэффициентов. Например,

𝑁320 ∼

⎛⎜⎜⎝
𝜔1 𝜔2 𝜔3

𝜔4 𝜔5 𝜔6

𝜔7 𝜔8 𝜔9

𝜔10 𝜔11 𝜔12

⎞⎟⎟⎠ , 𝑁321 ∼

⎛⎜⎜⎝
𝜔′
1 𝜔′

2 𝜔′
3

𝜔′
4 𝜔′

5 𝜔′
6

𝜔′
7 𝜔′

8 𝜔′
9

𝜔′
10 𝜔′

11 𝜔′
12

⎞⎟⎟⎠ . (1.7)

При этом
𝑁320 =

∑︁
1≤𝑘≤3, 0≤𝑗≤3

𝜔𝑘+3𝑗 𝑧
3−𝑗
1 𝑧𝑗2 𝑧

2−𝑘+1
1 𝑧𝑘−1

2 . (1.8)
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С многочленами 𝑁420, 𝑁330 по аналогичным формулам, выписанным в [8], связыва-
ются их матрицы коэффициентов

𝑁420 ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠1 𝑠2 𝑠3
𝑠4 𝑠5 𝑠6
𝑠7 𝑠8 𝑠9
𝑠10 𝑠11 𝑠12
𝑠13 𝑠14 𝑠15

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑁330 ∼

⎛⎜⎜⎝
𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4
𝑡5 𝑡6 𝑡7 𝑡8
𝑡9 𝑡10 𝑡11 𝑡12
𝑡13 𝑡14 𝑡15 𝑡16

⎞⎟⎟⎠ . (1.9)

Согласно формуле (1.8) многочлен 𝑁320 описывается посредством 12 комплексных
коэффициентов. В действительности имеются еще условия

3𝜔1 + 𝜔5 + 𝜔9 = 0, 3𝜔12 + 𝜔8 + 𝜔4 = 0 (1.10)

принадлежности многочленов 𝑁320, 𝑁321 из нормального уравнения (1.1) специальным
пространствам Мозера.

В силу условий (1.10) каждый из этих двух многочленов определяется не более
чем 10 коэффициентами. В [4] показано, что в общей ситуации однородности число
существенных коэффициентов для многочлена 𝑁320 может быть понижено до 6, но
«понижающие формулы» также имеют чрезмерно громоздкий вид.

В качестве уменьшенного опорного набора, к которому мы сведем ниже задачу в
изучаемом случае, можно взять набор

𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔10, 𝜔11, 𝜔12, λ
′
3, (1.11)

содержащий 6 коэффициентов многочлена 𝑁320 и один коэффициент многочлена 𝑁222.
Обозначим полный набор допущений, принятых в статье. Будем считать, что:
1) многочлен 𝑁220 = (𝑧1𝑧2 + 𝑧2𝑧1)(|𝑧1|2 − |𝑧2|2) в соответствии с (1.5);
2) коэффициенты 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔10, 𝜔11, 𝜔12 из набора (1.8) вещественны;
3) коэффициент 𝜔3 отличен от нуля.
Отметим, что последнее из этих условий по сути является не ограничением, а

одним из нескольких возможных случаев. В [5] показано, что из условия (1.4) для
однородной поверхности (1.1) следует неравенство 𝑁320 ̸= 0. Случай обращения в нуль
коэффициента 𝜔3 (и наличия других ненулевых коэффициентов у многочлена 𝑁320)
является частным по сравнению с допущением 3.

Более существенным ограничением может показаться переход от возможных ком-
плексных коэффициентов многочлена 𝑁320 к вещественным (допущение 2). В то же
время примеры с вещественными коэффициентами младших Мозеровских многочле-
нов являются естественными при рассмотрении однородных трубчатых поверхностей.
В связи с важностью этого класса однородных многообразий один такой пример (предо-
ставленный А.В. Атановым) обсуждается и используется в статье.

Помимо введенных допущений 1–3 мы будем использовать также известные спе-
циальные свойства нормальных уравнений вида (1.1). Например, как и в [3], мы будем
считать, что коэффициенты 𝜔6, 𝜔7 многочлена 𝑁320, а также коэффициент λ3 многочлена
𝑁221 равны нулю.

В заключение этого раздела статьи уточним, что все ее рассмотрения базируются
на трех приводимых ниже уравнениях:

(𝑔0(0)𝑁221 − 𝑔′0(0)𝑁220) + 2𝑅𝑒{𝜕𝑁220(𝑓1)}+ 2𝑅𝑒{𝜕𝑁320(𝑓0(0))}𝒩 ≡ 0, (1.12)
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(𝑔0(0)𝑁321 − 𝑔′0(0)𝑁320)+

+ (2𝑖 < 𝑧, 𝑓 ′
0(0) > 𝑁220 − 2𝑖 < 𝑧, 𝑧 > 𝜕𝑁220(𝑓

′
0(0)))+

+ (𝑖 < 𝑧, 𝑓0(0) > 𝑁221 − 𝑖 < 𝑧, 𝑧 > 𝜕𝑁221(𝑓0(0)))+ (1.13)

+ {𝜕𝑁220(𝑓
*
2 )}𝒩 + {𝜕𝑁420(𝑓0(0))}𝒩 + {𝜕𝑁330(𝑓0(0))}𝒩 +

+(𝜕𝑁320(𝑓1) + 𝜕𝑁320(𝑓1)) ≡ 0,

(𝑔0(0)𝑁222 − 𝑔′′0(0)𝑁220) + ℜ{2𝜕𝑁221(𝑓1) + 2𝜕𝑁220(𝑓
′
1)}+ (1.14)

+ 2ℜ{𝜕𝑁321(𝑓0(0))}|𝒩 + 2ℜ{𝜕𝑁320(𝑓
′
0(0))}|𝒩 = 0.

Эти уравнения были получены в [8] из условия касания голоморфными векторными
полями

𝑍 = 𝑓(𝑧, 𝑤)
𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑔(𝑧, 𝑤)

𝜕

𝜕𝑤
(1.15)

исходной однородной поверхности, заданной уравнением (1.1).
Они представляют собой, соответственно, (2,2,0)-, (3,2,0)- и (2,2,1)-компоненты так

называемого основного тождества (см. [8]), связанного с однородностью, и являются
основой предложенной в [3] схемы изучения однородности. В эти уравнения входят
многочлены из уравнения (1.1) и некоторые производные компонент 𝑓, 𝑔 голоморфных
векторных полей.

2. (2,2,0)-компонента основного тождества

Уравнение (1.12), соответствующее (2,2,0)-компоненте основного тождества, было
подробно изучено в [3] при произвольных значениях вещественного параметра µ. Ниже
мы приведем упрощенные варианты необходимых нам утверждений из этой работы,
получаемые за счет дополнительного условия µ = 0.

Для формулировки результатов напомним еще, что всякой голоморфно-однородной
гиперповерхности пространства C3 соответствует алгебра Ли голоморфных векторных
полей. Для поверхности, заданной уравнением (1.1), вещественная размерность этой
алгебры не превышает 15 [8], а при выполнении ограничений

𝑁220 = 𝐸3 + µ𝐸0, 𝜔3 ̸= 0

эта алгебра может быть только 5-мерной [8].
Для коэффициентов (1.15), то есть для голоморфных функций 𝑔(𝑧, 𝑤) и вектор-

функций 𝑓(𝑧, 𝑤), можно выписать тейлоровские разложения

𝑓(𝑧, 𝑤) = 𝑝+ 𝐶 𝑧 + 𝑎𝑤 + ..., 𝑔(𝑧, 𝑤) = 𝑞 +
∑︁

𝑘+𝑙+𝑚>0

𝑔𝑘𝑙𝑚𝑧
𝑘
1𝑧

𝑙
2𝑢

𝑚 (2.1)

в начале координат.
Здесь 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2) = 𝑓(0) ∈ C2, 𝑞 = 𝑔(0) ∈ R — свободные сдвиговые параметры

поля. Их суммарная вещественная размерность равна 5. Остальные 10 из 15 парамет-
ров, однозначно определяющих поле, в изучаемом случае сами определяются (см. [3])
свободной (основной) пятеркой (𝑝1, 𝑝2, 𝑞).
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Связывая эти 10 (не являющихся основными) параметров с разложением (2.1),
можно уточнить, что это

𝑎 = 𝑓 ′
𝑤(0) ∈ C2, 𝐶 = 𝑓1(0) =

𝜕𝑓

𝜕𝑧
(0) ∈ 𝑀(2,C), 𝑟 = 𝑅𝑒 𝑔′′𝑤𝑤(0) = 𝑅𝑒

𝜕2𝑔

𝜕𝑢2
(0) ∈ R. (2.2)

При этом матрица 𝐶 = 𝑓1(0) определяется пятью вещественными параметрами α1,
α2, β1, β2, δ2 и имеет следующий специальный вид (см. [8]):

𝐶 =

(︂
α1 + 𝑖α2 β1 + 𝑖β2

−β1 + 𝑖β2 α1 + 𝑖δ2

)︂
.

Для коэффициентного описания однородных поверхностей из тождеств (1.12)–
(1.14) сначала извлекается необходимая информация о выражении неосновных пара-
метров через основную (сдвиговую) пятерку (𝑝1, 𝑝2, 𝑞) и коэффициенты канонического
уравнения (1.1).
Предложение 1 (упрощенный вариант Предложения 3.1 из [3]). При µ = 0 веще-
ственные параметры α1(0),β1(0),β2(0), δ2(0), формирующие матрицу 𝑓1(0), имеют
вид:

α1 =
3

4
Re {(3𝜔10 + 2𝜔12 − 𝜔2) 𝑝1 + (𝜔11 − 2𝜔1 − 3𝜔3) 𝑝2} , (2.3)

β1 = −3

2
Re {𝜔3𝑝1 + 𝜔10𝑝2} −

1

2
𝑞λ1, (2.4)

β2 =
3

2
Im {𝜔3𝑝1 − 𝜔10𝑝2}+

1

2
𝑞λ2, (2.5)

δ2 = α2 +
3

2
Im {(𝜔2 + 2𝜔12 + 3𝜔10) 𝑝1 + (𝜔11 + 2𝜔1 + 3𝜔3) 𝑝2}+ 𝑞λ4. (2.6)

Предложение 2 (упрощенный вариант Предложения 3.2 из [3]). При µ = 0 из
(2,2,0)-соотношения (1.12) выводится следующая информация о коэффициентах
многочлена 𝑁320:

𝜔4 = −3(𝜔12 + 𝜔10), 𝜔5 = 3𝜔3, 𝜔8 = 3𝜔10, 𝜔9 = −3(𝜔1 + 𝜔3). (2.7)

Замечание 3. Помимо формул на параметры векторных полей и коэффициенты много-
члена 𝑁320 при условиях 1)–3) из (2,2,0)-соотношения выводится следующая связка на
коэффициенты многочлена 𝑁221:

λ0 = −λ1. (2.8)

Замечание 4. Приведенные здесь формулы Предложения 2 являются непосредствен-
ными следствиями равенства µ = 0, а формулы (2.3)–(2.6) получены из аналогичных
формул [3] c учетом упрощенного Предложения 2. Кроме того, в формуле (2.6) для
параметра δ2 исправлены опечатки в знаках слагаемых.

Замечание 5. Из пяти параметров, составляющих матрицу 𝑓1(0), только четыре удается
выразить из (2,2,0)-тождества. Последний, пятый, параметр из этой матрицы выражает-
ся из (3,2,0)-компоненты, так же как и двумерно комплексный параметр 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2) =
= 𝑓 ′(0).

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2016. № 5 (36) 109



МАТЕМАТИКА

3. (3,2,0)-тождество: формулы для параметров

Рассмотрим более подробно (3,2,0)-тождество (1.13) в случае упрощающих огра-
ничений. Левая часть этого тождества представляет собой вещественный многочлен от
переменных 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) и от сопряженных к ним величин. Отделим в этом многочлене
коэффициенты при различных мономах степени 3 по переменной 𝑧 и 2 по 𝑧:

Ω1 = 𝑧31𝑧
2
1 , Ω2 = 𝑧31𝑧1𝑧2, Ω3 = 𝑧31𝑧

2
2 , Ω4 = 𝑧21𝑧2𝑧

2
1 , Ω5 = 𝑧21𝑧1𝑧2𝑧2, Ω6 = 𝑧21𝑧2𝑧

2
2 ,

Ω7 = 𝑧1𝑧
2
2𝑧

2
1 , Ω8 = 𝑧1𝑧

2
2𝑧1𝑧2, Ω9 = 𝑧1𝑧

2
2𝑧

2
2 , Ω10 = 𝑧32𝑧

2
1 , Ω11 = 𝑧32𝑧1𝑧2, Ω12 = 𝑧32𝑧

2
2 .

Тогда можно говорить о 12 скалярных комплексных составляющих тождества (1.13).

Замечание 6. В действительности рабочими являются только 10 таких уравнений, а
два из 12 уравнений, отвечающие, например, мономам Ω4 и Ω9, не являются информа-
тивными в силу условий (1.10).

Тогда, например, два первых слагаемых из левой части (1.13) преобразуются со-
гласно [3] в (𝑞𝑁321 − 2α1𝑁320) и потому допускают разложение вида

12∑︁
𝑘=1

(𝑞 𝜔′
𝑘 − 2α1 𝜔𝑘)Ω𝑘.

Аналогично расписываются все остальные слагаемые тождества (1.13). В целом по-
лучаемые 10 уравнений устроены достаточно сложно. Поэтому ниже приведены только
четыре из них, отвечающие мономам Ω3, Ω6, Ω7, Ω5:

Ω3 : (−33𝜔3𝜔2 + 2𝜔3𝜔4 − 𝜔3𝜔8 + 32 𝑠3) 𝑝1 + (−7𝜔3𝜔5 + 14𝜔3𝜔9 − 3𝜔3𝜔11 + 8 𝑠6) 𝑝2+

+(8 𝑖λ1 + 7𝜔3𝜔8 − 14𝜔3𝜔4 + 3𝜔3𝜔2 − 8 λ2 + 8 𝑡3 + 8) 𝑝1+

+(−2𝜔3𝜔9 + 𝜔3𝜔5 − 12𝜔2𝜔10 + 21𝜔3𝜔11 + 24 𝑡4) 𝑝2+

+(−4 𝑖𝜔2λ2 − 16 𝑖𝜔3λ4 − 4𝜔2λ1 + 8𝜔3
′) 𝑞 + 8 𝑖𝜔3α2 = 0,

Ω6 :
(︀
−18𝜔1𝜔3 − 27𝜔3

2 + 6 𝑠6
)︀
𝑝1 + (−9𝜔3𝜔10 + 4 𝑠9) 𝑝2 +

(︀
−9𝜔3

2 + 4 λ4 + 2 𝑡7
)︀
𝑝1+

+(−2 𝑖λ1 − 18𝜔1𝜔10 − 27𝜔3𝜔10 + 2 λ2 + 6 𝑡8 − 2) 𝑝2+ (3.1)

+ (−6 𝑖λ2𝜔1 − 6 𝑖λ2𝜔3 − 6 λ1𝜔1 − 12 λ1𝜔3 + 2𝜔6
′) 𝑞 − 8 𝑖𝑎1 = 0,

Ω7 : (9𝜔3𝜔10 + 4 𝑠7) 𝑝1 +
(︀
27𝜔10

2 + 18𝜔10𝜔12 + 6 𝑠10
)︀
𝑝2+

+(−2 𝑖λ1 + 27𝜔3𝜔10 + 18𝜔3𝜔12 − 2 λ2 + 6 𝑡9 − 2) 𝑝1 +
(︀
9𝜔10

2 + 4 λ4 + 2 𝑡10
)︀
𝑝2+

+(−6 𝑖λ2𝜔10 − 6 𝑖λ2𝜔12 + 12 λ1𝜔10 + 6 λ1𝜔12 + 2𝜔7
′) 𝑞 + 8 𝑖𝑎2 = 0,

Ω5 : (−81𝜔2𝜔3 − 54𝜔3𝜔4 + 27𝜔3𝜔8 + 432𝜔3𝜔10 + 216𝜔3𝜔12 − 96 𝑠1 + 48 𝑠5 − 16 𝑠9) 𝑝1+
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+(−108𝜔2𝜔10 − 27𝜔3𝜔5 + 54𝜔3𝜔9 + 81𝜔3𝜔11 − 24 𝑠4 + 32 𝑠8 − 24 𝑠12) 𝑝2+

+(27𝜔3𝜔8 − 54𝜔3𝜔4 + 48 𝑖λ1 − 189𝜔2𝜔3 − 72 𝑡1 + 32 𝑡6 − 8 𝑡11 − 16) 𝑝1+

+(27𝜔3 (𝜔9 − 𝜔5 + 3𝜔11) + 216𝜔10 (2𝜔10 + 𝜔12)− 48 λ4 − 24 𝑡2 + 32 𝑡7 − 24 𝑡12) 𝑝2+

+(36 𝑖𝜔2λ2 + 144 𝑖λ2𝜔10 + 72 𝑖λ2𝜔12 − 36𝜔2λ1 + 144 λ1𝜔10 + 72 λ1𝜔12 + 24𝜔5
′) 𝑞+

+72 𝑖α2𝜔3 + 96 𝑖𝑎2 = 0.

Три первых уравнения (3.1) будут использованы ниже для получения формул, вы-
ражающих параметры (α2, 𝑎1, 𝑎2) через основную пятерку. А на примере четвертого
уравнения будут иллюстрироваться все последующие действия. Описание таких дей-
ствий для ВСЕХ изучаемых уравнений невозможно вместить в объем одной статьи.

Решая выписанные уравнения относительно тройки параметров (α2, 𝑎1, 𝑎2), полу-
чаем следующее утверждение.
Предложение 3. При выполнении условий 1)–3) параметры 𝑓 ′

0(0) = (𝑎1, 𝑎2),α2(0)
выражаются из выписанных в (3.1) компонент (3,2,0)-тождества и имеют вид:

𝑎1 =
𝑖

8
(−9𝜔3

2 + 2 𝑡7 + 4 λ4)𝑝1 +
𝑖

8
(2 𝑖λ1 − 18𝜔1𝜔10 − 27𝜔3𝜔10 + 6 𝑡8 + 2 λ2 − 2)𝑝2+

+
𝑖

8
(−18𝜔1𝜔3 − 27𝜔3

2 + 6 𝑠6)p1 +
𝑖

8
(−9𝜔3𝜔10 + 4 𝑠9)𝑝2+ (3.2)

+
𝑖

8
(6 𝑖λ2𝜔1 + 6 𝑖λ2𝜔3 − 6𝜔1λ1 − 12𝜔3λ1 + 2𝜔′

6)𝑞,

𝑎2 =
𝑖

8

(︀
−2 𝑖λ1 − 27𝜔3𝜔10 − 18𝜔3𝜔12 − 6 𝑡9 + 2 λ2 + 2

)︀
𝑝1 −

𝑖

8

(︀
9𝜔10

2 + 2 𝑡10 + 4 λ4
)︀
𝑝2−

− 𝑖

8
(9𝜔3𝜔10 + 4 𝑠7) 𝑝1 −

𝑖

8

(︀
27𝜔10

2 + 18𝜔10𝜔12 + 6 𝑠10
)︀
p2 − (3.3)

− 𝑖

8

(︀
6 𝑖λ2𝜔10 + 6 𝑖λ2𝜔12 + 12 λ1𝜔10 + 6 λ1𝜔12 + 2𝜔′

7

)︀
𝑞,

α2 =
𝑖

8𝜔3

(−33𝜔2𝜔3 − 9𝜔3𝜔10 − 6𝜔3𝜔12 + 32 𝑠3) 𝑝1+

+
𝑖

8𝜔3

(︀
−42𝜔3𝜔1 − 63𝜔3

2 − 3𝜔3𝜔11 + 8 𝑠6
)︀
𝑝2+ (3.4)

+
𝑖

8𝜔3

(3𝜔2𝜔3 + 63𝜔3𝜔10 + 42𝜔3𝜔12 − 8 λ2 + 8 𝑡3 + 8 + 8𝑖 λ1) 𝑝1+

+
𝑖

8𝜔3

(︀
6𝜔1𝜔3 − 12𝜔2𝜔10 + 9𝜔3

2 + 21𝜔3𝜔11 + 24 𝑡4
)︀
𝑝2+

+
𝑖

8𝜔3

(−4 λ1𝜔2 + 8𝜔′
3 − 4𝑖 λ2𝜔2 − 16𝑖 λ4𝜔3) 𝑞.

Замечание 7. Выписанные формулы получены как решения системы комплексных урав-
нений. В то же время параметр α2 является вещественным. Это означает, что мнимая
часть формулы (3.4) должна быть равна нулю при любых значениях основной пятерки
параметров.
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В силу этого замечания из уравнения (3.4) вытекает тождество вида

𝑅𝑒 (𝐴𝑝1 +𝐵𝑝2 +𝐷𝑞) ≡ 0 (3.5)

с некоторыми комплексными коэффициентами 𝐴,𝐵,𝐷.
Аналогично после подстановки полученных формул для всех параметров

α1, α2, β1, β2, δ2, 𝑎1, 𝑎2

в семь оставшихся уравнений (3,2,0)-тождества они превращаются в тождества вида

𝐴𝑘𝑝1 +𝐵𝑘𝑝2 +𝑀𝑘𝑝1 +𝑁𝑘𝑝2 +𝐷𝑘𝑞 ≡ 0, 𝑘 = 1, ..., 7. (3.6)

В силу несложного соображения (см., например, Лемму о единственности в [7])
это означает, что каждое из одиночных уравнений вида (3.5) или (3.6) распадается
на пять уравнений (вещественных или комплексных соответственно). Каждое из таких
уравнений свободно от основной пятерки параметров и зависит лишь от коэффициентов
нормального уравнения (1.1).

Таким образом из (3,2,0)-тождества мы получаем 5 вещественных и 35 комплекс-
ных полиномиальных ограничений на коэффициенты уравнения (1.1). В частности, спра-
ведливо следующее утверждение.
Предложение 4. Если правая часть формулы (3.4) является вещественной, то:

−4 𝑖λ1 − 15𝜔2𝜔3 + 27𝜔3𝜔10 + 18𝜔3𝜔12 + 4 𝑡3 − 4 λ2 + 16 𝑠3 + 4 = 0, (3.7)

−18𝜔1𝜔3 − 6𝜔2𝜔10 − 27𝜔3
2 + 9𝜔3𝜔11 + 12 𝑡4 + 4 𝑠6 = 0, (3.8)

Re(𝜔′
3) =

1

2
𝜔2λ1. (3.9)

Схему получения 35 соотношений на коэффициенты уравнения (1.1) проиллюстри-
руем на примере последнего уравнения из (3.1). Подставляя в него выражения для
параметров (3.2)–(3.4) и выделяя коэффициенты при 𝑝1, 𝑝2, 𝑝1, 𝑝2, 𝑞, получим 5 соотно-
шений:

𝑝1 : 54𝜔2𝜔3 − 18𝜔3𝜔4 + 9𝜔3𝜔8 + 81𝜔3𝜔10 + 54𝜔3𝜔12− (3.10)

− 24 𝑠1 − 72 𝑠3 + 12 𝑠5 − 12 𝑠7 − 4 𝑠9 = 0,

𝑝2 : −27𝜔2𝜔10 + 9𝜔3𝜔5 − 18𝜔3𝜔9 + 27𝜔3𝜔11 − 81𝜔10
2 − 54𝜔10𝜔12− (3.11)

− 6 𝑠4 − 18 𝑠6 + 8 𝑠8 − 18 𝑠10 − 6 𝑠12 = 0,

𝑝1 : −9𝜔3𝜔8 + 18𝜔3𝜔4 − 54𝜔2𝜔3 − 81𝜔3𝜔10 − 54𝜔3𝜔12 + 24 λ2− (3.12)

− 18 𝑡1 − 18 𝑡3 + 8 𝑡6 − 18 𝑡9 − 2 𝑡11 − 16 = 0,

𝑝2 : 18𝜔3𝜔9 − 9𝜔3𝜔5 + 27𝜔2𝜔10 − 27𝜔3𝜔11 + 81𝜔10
2 + 54𝜔1− (3.13)

− 6 𝑡2 − 54 𝑡4 + 8 𝑡7 − 6 𝑡10 − 6 𝑡12 = 0,

𝑞 : 18 𝑖𝜔2λ2 + 54 𝑖λ2𝜔10 + 36 𝑖λ2𝜔12 + 36 𝑖λ4𝜔3 − 18𝜔′
3 + 6𝜔′

5 − 6𝜔′
7 = 0. (3.14)

Получаемые таким образом 35 уравнений удобно разбить на 3 группы:
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— 𝑝-часть содержит 14 уравнений, отвечающих коэффициентам при параметрах
𝑝1, 𝑝2 в формулах (3.6);

— 14 уравнений 𝑝-части соответствуют коэффициентам при 𝑝1, 𝑝2 в формулах (3.6);
— кроме того, имеется 7 уравнений 𝑞-части, соответствующих коэффициентам при

параметре 𝑞 в формулах (3.6).
Ниже подробно обсуждаются две первые группы уравнений. Рассмотрение 𝑞-части,

«естественно» связанной с (2,2,1)-тождеством (см. [3] и § 6 настоящей статьи), будет
более кратким.

4. 𝑝-часть (3,2,0)-тождества

Набор из 14 уравнений 𝑝-части (3,2,0)-тождества, полученный по описанной выше
схеме, имеет вид, приводимый ниже.

Уравнения, отвечающие параметру 𝑝1 в коэффициентах при различных мономах:

Ω1 : 36𝜔1𝜔2𝜔3 + 54𝜔1𝜔3𝜔10 + 36𝜔1𝜔3𝜔12 − 27𝜔3
2𝜔10 − 54𝜔3

2𝜔12−

− 48𝜔1𝑠3 + 24𝜔3𝑠1 − 6𝜔3𝑠5 + 12𝜔3𝑠7 − 4𝜔3𝑠9 = 0, (4.1)

Ω2 : 12𝜔1𝜔3
2 − 9𝜔2

2𝜔3 − 9𝜔2𝜔3𝜔10 − 6𝜔2𝜔3𝜔12 − 18𝜔3
3 + 16𝜔2𝑠3 − 16𝜔3𝑠2 = 0. (4.2)

Ω5 : −6 𝑠7 + 6 𝑠5 + 27𝜔2𝜔3 + 81𝜔3𝜔10 + 54𝜔3𝜔12 − 36 𝑠3 − 12 𝑠1 − 2 𝑠9 = 0, (4.3)

Ω8 : 108𝜔1𝜔3
2 + 135𝜔2𝜔3𝜔10 + 162𝜔3

3 + 54𝜔3
2𝜔11 + 243𝜔3𝜔10

2+

+162𝜔3𝜔10𝜔12 − 12𝜔3𝑠4 − 36𝜔3𝑠6 + 16𝜔3𝑠8 − 12𝜔3𝑠12 − 144𝜔10𝑠3 = 0. (4.4)

Ω10 : 21𝜔2𝜔3𝜔10 + 45𝜔3𝜔10
2 + 30𝜔3𝜔10𝜔12 + 4𝜔3𝑠10 − 16𝜔10𝑠3 = 0, (4.5)

Ω11 : 9𝜔2𝜔3𝜔11 − 6𝜔3
2𝜔10 + 18𝜔3𝜔10𝜔11 + 12𝜔3𝜔11𝜔12 + 2𝜔3𝑠11 − 8𝜔11𝑠3 = 0. (4.6)

Ω12 : 54𝜔1𝜔3
2 − 45𝜔2𝜔3𝜔12 + 81𝜔3

3 + 18𝜔3
2𝜔11 − 81𝜔3𝜔10𝜔12−

− 54𝜔3𝜔12
2 + 6𝜔3𝑠4 − 18𝜔3𝑠6 + 4𝜔3𝑠8 − 6𝜔3𝑠12 + 48𝜔12𝑠3 = 0. (4.7)

Уравнения, отвечающие параметру 𝑝2 в коэффициентах при различных мономах:

Ω1 : 36𝜔1
2𝜔3 + 54𝜔1𝜔3

2 + 18𝜔1𝜔3𝜔11 + 18𝜔2𝜔3𝜔10 + 81𝜔3𝜔10
2+

+54𝜔3𝜔10𝜔12 − 12𝜔1𝑠6 + 6𝜔3𝑠4 − 4𝜔3𝑠8 + 18𝜔3𝑠10 − 6𝜔3𝑠12 = 0. (4.8)

Ω2 : 6𝜔1𝜔2𝜔3 + 9𝜔2𝜔3
2 + 3𝜔2𝜔3𝜔11 + 12𝜔3

2𝜔10 − 4𝜔2𝑠6 + 4𝜔3𝑠5 = 0, (4.9)

Ω5 : 54𝜔1𝜔3 − 27𝜔2𝜔10 + 81𝜔3
2 + 27𝜔3𝜔11 − 81𝜔10

2−
− 54𝜔10𝜔12 − 6 𝑠4 − 18 𝑠6 + 8 𝑠8 − 18 𝑠10 − 6 𝑠12 = 0. (4.10)

Ω8 : 54𝜔1𝜔3𝜔10 + 81𝜔3
2𝜔10 + 81𝜔3𝜔10𝜔11−

− 8𝜔3𝑠7 − 24𝜔3𝑠9 + 24𝜔3𝑠11 − 48𝜔3𝑠15 − 36𝜔10𝑠6 = 0, (4.11)

Ω10 : 30𝜔1𝜔3𝜔10 + 45𝜔3
2𝜔10 + 21𝜔3𝜔10𝜔11 + 16𝜔3𝑠13 − 4𝜔10𝑠6 = 0. (4.12)

Ω11 : 12𝜔1𝜔3𝜔11 + 18𝜔3
2𝜔11 − 9𝜔3𝜔10

2 + 6𝜔3𝜔10𝜔12+

+6𝜔3𝜔11
2 + 8𝜔3𝑠14 − 2𝜔11𝑠6 = 0, (4.13)

Ω12 : 54𝜔1𝜔3𝜔10 + 54𝜔1𝜔3𝜔12 + 27𝜔3
2𝜔10 + 81𝜔3

2𝜔12 + 27𝜔3𝜔11𝜔12−
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− 4𝜔3𝑠7 + 12𝜔3𝑠9 − 6𝜔3𝑠11 + 24𝜔3𝑠15 − 12𝜔12𝑠6 = 0. (4.14)

Уточним, что уравнения (4.3) и (4.10) получены из пары уравнений (3.10), (3.11)
предыдущего параграфа за счет сведения набора коэффициентов 𝜔𝑘 к основной шестерке

(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔10, 𝜔11, 𝜔12) (4.15)

с использованием формул (2.7).
Все уравнения (4.1)–(4.14) линейно зависят от коэффициентов многочлена 𝑁420,

количество которых, в соответствии с формулой (1.9), равно 15. В [3] было отмечено,
что ранг этой системы равен 13. В связи с этим целесообразно расширить систему урав-
нений 𝑝-части за счет еще двух уравнений (3.7) и (3.8), также линейных относительно
коэффициентов 𝑁420. В итоге получаем 16 уравнений относительно 15 коэффициентов
многочлена 𝑁420.

Предложение 5. При условии 𝜔3 ̸= 0 система из 16 уравнений расширенной p-части
(3,2,0)-тождества имеет полный ранг относительно 15 коэффициентов многочлена
𝑁420. Подстановка формул для этих коэффициентов, получаемых из подсистемы
полного ранга, обращает все 16 уравнений системы в верные тождества.

Доказательство этого предложения получается за счет вычисления миноров и ре-
шения системы, например, в пакете MAPLE. Формулы (наиболее краткие) для некото-
рых коэффициентов 𝑠𝑘 приведены ниже:

𝑠3 =
1

16
(4𝑖λ1 + 15𝜔2𝜔3 − 27𝜔3𝜔10 − 18𝜔3𝜔12 − 4𝑡3 + 4λ2 − 4), (4.16)

𝑠6 =
3

4
(6𝜔1𝜔3 + 2𝜔2𝜔10 + 9𝜔3

2 − 3𝜔3𝜔11 − 𝑡4), (4.17)

𝑠10 =
𝜔10

2𝜔3

(︀
2 𝑖λ1 − 3𝜔2𝜔3 − 36𝜔3𝜔10 − 24𝜔3𝜔12 − 2 𝑡3 + 2 λ2 − 2

)︀
, (4.18)

𝑠13 = −3𝜔10

8𝜔3

(︀
2𝜔1𝜔3 − 𝜔2𝜔10 + 3𝜔3

2 + 5𝜔3𝜔11 + 2 𝑡4
)︀
. (4.19)

Замечание 8. Расширение 𝑝-системы за счет двух уравнений (3.7) и (3.8) приводит к
появлению в формулах для коэффициентов многочлена 𝑁420 коэффициентов еще одного
многочлена 𝑁330 из опорного набора.

Замечание 9. Аналогичные вычисления были проведены и в [3]. Однако в этой рабо-
те за счет «стыковочных погрешностей» компьютерных вычислений с рассуждениями
был сделан неверный вывод о 16-м уравнении расширенной 𝑝-системы. Выписанная «со-
держательная» формула (21) из работы [3] в действительности является тождественно
нулевой.

Замечание 10. В формулах этого раздела статьи использованы лишь два из трех допу-
щений и не привлекалось условие вещественности коэффициентов 𝜔𝑘. Их вещественный
характер значительно облегчает обсуждения следующего раздела.
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5. 𝑝 -часть (3,2,0)-тождества

Описанные выше принципы построения системы из 14 комплексных уравнений
𝑝-части уже проиллюстрированы уравнениями (3.12) и (3.13) в § 3.

Аналогично можно выписать остальные 12 комплексных соотношений 𝑝-части
(3,2,0)-тождества. Однако в отличие от предыдущего параграфа в каждом из этих
14 уравнений приходится выделять вещественную и мнимую части. Это связано с тем,
что основная цель данного параграфа — освобождение опорного набора (1.2) от коэф-
фициентов многочленов 𝑁330 и 𝑁221, входящих в обсуждаемые 𝑝-уравнения линейным
образом.

При этом в силу вещественности многочлена 𝑁330 его (4× 4)-матрица из формулы
(1.9) является эрмитовой. Это означает, что диагональные элементы 𝑡1, 𝑡6, 𝑡11, 𝑡16 этой
матрицы вещественны, а для внедиагональных элементов имеются условия попарной
комплексной сопряженности:

𝑡5 = 𝑡2, 𝑡9 = 𝑡3, 𝑡10 = 𝑡7, 𝑡13 = 𝑡4, 𝑡14 = 𝑡8, 𝑡15 = 𝑡12. (5.1)

Поэтому, например, входящие в уравнение (3.13) комплексные коэффициенты 𝑡7 и
𝑡10 не являются независимыми величинами.

Система уравнений, отвечающая мнимым частям 14 𝑝-соотношений, изучена при
вещественных коэффициентах из (4.15) в [1]. Сформулируем основной интересующий
нас факт из этого доклада.
Предложение 6 ([1]). Если уравнение (1.1) однородной поверхности удовлетворяет
допущениям 1–3, то коэффициенты многочленов 𝑁420 и 𝑁330 из этого уравнения
являются вещественными. Кроме того, для коэффициентов многочлена 𝑁221 выпол-
няются условия λ0 = λ1 = 0.

Используя это утверждение, остается изучить вещественные части 14 𝑝-уравнений.
Приведем здесь промежуточное утверждение, связанное с линейными относительно на-
бора

(𝑡𝑘, λ2, λ4) (5.2)

слагаемыми этих уравнений. В силу предложения 6 набор (5.2) содержит 12 независи-
мых вещественных коэффициентов.
Предложение 7. При допущениях 1–3 из десяти 𝑝-уравнений удается выразить все
коэффициенты набора (5.2), кроме 𝑡3, λ2.

Примеры трех из десяти получаемых формул приведены ниже:

𝑡1 =
(8𝜔3

2 − 3𝜔3𝜔11 + 4𝜔10𝜔12 − 16𝜔1𝜔3)λ2 + (16𝜔1𝜔3 − 12𝜔3
2 − 4𝜔10𝜔12 + 3𝜔3𝜔11)𝑡3

24𝜔2
3

,

𝑡2 = − 𝜔10

2𝜔3

(λ2 − 𝑡3), 𝑡4 = − 𝜔10

3𝜔3

(λ2 − 𝑡3).

Замечание 11. Формулы для коэффициентов 𝑡1, 𝑡6, 𝑡11, 𝑡16, возникающие при решении
𝑝-подсистемы, автоматически удовлетворяют так называемым tr-условиям (см. [8])

3 𝑡1 + 𝑡6 + 𝑡11 + 3 𝑡16 = 0. (5.3)

Следствие. В силу Предложения 2 от 14 уравнений 𝑝-системы остается подсистема
из 4 уравнений, линейная относительно пары (𝑡3, λ2). Коэффициентами этой систе-
мы и ее правой части являются многочлены от шестерки коэффициентов (4.15).
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Заметим, что уравнения этой небольшой системы также достаточно сложны:(︀
4𝜔2𝜔10 − 8𝜔3

2
)︀
𝑡3 +

(︀
−4𝜔2𝜔10 − 8𝜔3

2
)︀
λ2 + 4𝜔2𝜔10 + 8𝜔3

2 = (5.4)

= −
(︀
6𝜔1𝜔2𝜔3

2 + 12𝜔1𝜔3
2𝜔10 + 9𝜔2

2𝜔3𝜔10 + 9𝜔2𝜔3
3
)︀
−

−
(︀
−3𝜔2𝜔3

2𝜔11 + 45𝜔2𝜔3𝜔10
2 + 30𝜔2𝜔3𝜔10𝜔12 − 18𝜔3

3𝜔10

)︀
,

(︀
2𝜔3𝜔11 − 4𝜔10

2
)︀
𝑡3+

(︀
8𝜔3

2 − 2𝜔3𝜔11 + 4𝜔10
2
)︀
λ2+8𝜔3

2+2𝜔3𝜔11−4𝜔10
2 = (5.5)

= −
(︀
−30𝜔1𝜔3

2𝜔10 + 6𝜔2𝜔3
2𝜔11 − 9𝜔2𝜔3𝜔10

2 − 36𝜔3
3𝜔10 − 6𝜔3

3𝜔12

)︀
−

−
(︀
9𝜔3

2𝜔10𝜔11 + 12𝜔3
2𝜔11𝜔12 − 45𝜔3𝜔10

3 − 30𝜔3𝜔10
2𝜔12

)︀
,

(︀
24𝜔1𝜔3 + 36𝜔3

2 + 36𝜔10
2 + 24𝜔10𝜔12

)︀
𝑡3+ (5.6)

+
(︀
−24𝜔1𝜔3 − 36𝜔3

2 − 36𝜔10
2 − 24𝜔10𝜔12

)︀
λ2 =

= −
(︀
36𝜔1𝜔2𝜔3

2 + 270𝜔1𝜔3
2𝜔10 + 180𝜔1𝜔3

2𝜔12 + 72𝜔2𝜔3
3 + 81𝜔2𝜔3𝜔10

2
)︀
−

−
(︀
54𝜔2𝜔3𝜔10𝜔12 + 405𝜔3

3𝜔10 + 270𝜔3
3𝜔12 + 9𝜔3

2𝜔10𝜔11 + 18𝜔3
2𝜔11𝜔12405𝜔3𝜔10

3
)︀
−

−
(︀
540𝜔3𝜔10

2𝜔12 + 180𝜔3𝜔10𝜔12
2 + 24𝜔1𝜔3 + 68𝜔3

2 + 36𝜔10
2 + 24𝜔10𝜔12

)︀
,

4 (𝜔10𝜔11 − 2𝜔3𝜔12 + 2𝜔1𝜔10 − 𝜔2𝜔3) 𝑡3+ (5.7)

+ 4 (𝜔2𝜔3 + 2𝜔3𝜔12 − 𝜔10𝜔11 − 2𝜔1𝜔10) λ2 =

−
(︀
8𝜔1𝜔10 − 4𝜔2𝜔3 + 18𝜔1𝜔2𝜔3𝜔10 + 90𝜔1𝜔3𝜔10

2 − 24𝜔2𝜔3
2𝜔12 + 24𝜔1𝜔3

2𝜔11

)︀
−

−
(︀
24𝜔1

2𝜔3
2 − 9𝜔2𝜔3

2𝜔10 + 72𝜔1𝜔3
3 − 18𝜔3

2𝜔10𝜔12 − 8𝜔3𝜔12 + 36𝜔3
3𝜔11

)︀
−

−
(︀
4𝜔10𝜔11 + 60𝜔1𝜔3𝜔10𝜔12 + 9𝜔2𝜔3𝜔10𝜔11 + 6𝜔3

2𝜔11
2 − 3𝜔2

2𝜔3
2
)︀
−

−
(︀
30𝜔3

4 + 45𝜔3𝜔10
2𝜔11 + 30𝜔3

2𝜔10
2 − 36𝜔3

2𝜔12
2 + 30𝜔3𝜔10𝜔11𝜔12

)︀
.

Линейная относительно (𝑡3, λ2) часть полученной (4× 2)-системы имеет матрицу⎛⎜⎜⎝
4𝜔2𝜔10 − 8𝜔3

2 −4𝜔2𝜔10 − 8𝜔3
2

12 (2𝜔1𝜔3 + 3𝜔3
2 + 3𝜔10

2 + 2𝜔10𝜔12) −12 (2𝜔1𝜔3 + 3𝜔3
2 + 3𝜔10

2 + 2𝜔10𝜔12)
2𝜔3𝜔11 − 4𝜔10

2 8𝜔3
2 − 2𝜔3𝜔11 + 4𝜔10

2

2 (2𝜔1𝜔10 − 𝜔2𝜔3 − 2𝜔3𝜔12 + 𝜔10𝜔11) −2 (2𝜔1𝜔10 − 𝜔2𝜔3 − 2𝜔3𝜔12 + 𝜔10𝜔11)

⎞⎟⎟⎠
(5.8)

Для нее верен следующий факт.

Предложение 8. Если система (5.4)–(5.7) совместна, то ранг матрицы (5.8) этой
системы является полным.
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Для доказательства допустим, что ранг (5.8) меньше 2. Тогда все миноры второго
порядка этой матрицы равны нулю. В силу пропорциональности двух ее строк есть
смысл обсуждать лишь три минора второго порядка матрицы (5.7), определяемые парами
строк (1,2), (1,3), (2,4); остальные пропорциональны трем указанным.

При этом
𝑚1,2 = 192𝜔3

2
(︀
2𝜔1𝜔3 + 3𝜔3

2 + 3𝜔10
2 + 2𝜔10𝜔12

)︀
, (5.9)

𝑚1,3 = 32𝜔3
2
(︀
𝜔2𝜔10 − 2𝜔3

2 + 𝜔3𝜔11 − 2𝜔10
2
)︀
,

𝑚2,3 = 32𝜔3
2 (2𝜔1𝜔10 − 𝜔2𝜔3 − 2𝜔3𝜔12 + 𝜔10𝜔11).

Пользуясь неравенством 𝜔3 ̸= 0, выразим отсюда коэффициенты 𝜔1, 𝜔2, 𝜔11:

𝜔1 = −3𝜔3
2 + 3𝜔10

2 + 2𝜔10𝜔12

2𝜔3

, 𝜔2 = −𝜔10 − 2𝜔12,

𝜔11 =
2𝜔3

2 + 3𝜔10
2 + 2𝜔10𝜔12

𝜔3

. (5.10)

Но при таких значениях этой тройки коэффициентов уравнение (5.6) выписанной
(4× 2)-системы превращается в противоречивое равенство 32𝜔3

2 = 0.
Предложение 8 доказано.

Следствие. При допущениях 1–3 ВСЕ коэффициенты подмножества

𝑁220, 𝑁221, 𝑁320, 𝑁330, 𝑁420, (5.11)

опорного набора (1.2) выражаются ТОЛЬКО через шестерку коэффициентов (4.15)
многочлена 𝑁320.

Действительно, достаточно выразить пару 𝑡3, λ2 из полноранговой (2 × 2)-подсис-
темы системы (5.4)–(5.7) из четырех уравнений.

Замечание 12. Шесть коэффициентов набора (4.15) не являются свободными для од-
нородных поверхностей, удовлетворяющих допущениям 1–3. Например, любая такая
шестерка должна удовлетворять двум уравнениям, остающимся после решения системы
(5.5)–(5.7) относительно пары 𝑡3, λ2.

Одно из таких уравнений (полученное из (5.5) при условии 𝑚1,3 ̸= 0) приведено
ниже:

9𝜔3
2𝜔2𝜔11 − 432𝜔3

2𝜔1𝜔10 + 180𝜔3
2𝜔1𝜔2 − 288𝜔12𝜔1𝜔10

2+

+18𝜔1𝜔2
2𝜔10 − 18𝜔3

2𝜔12𝜔11 − 180𝜔12𝜔10
2𝜔11 − 9𝜔10

2𝜔2𝜔11+ (5.12)

+ 18𝜔10
2𝜔2𝜔1 − 36𝜔12

2𝜔11𝜔10 + 432𝜔3𝜔12𝜔10
2 − 32𝜔3𝜔11+

+192𝜔3𝜔1 − 32𝜔10𝜔2 + 225𝜔3
3𝜔2 + 432𝜔3

3𝜔12−
− 225𝜔10

3𝜔11 − 432𝜔1𝜔10
3 + 192𝜔12𝜔10 − 36𝜔1𝜔3𝜔12𝜔11+

+36𝜔12𝜔2𝜔1𝜔10 + 162𝜔12𝜔2𝜔10𝜔3 − 162𝜔11𝜔3𝜔1𝜔10 − 18𝜔10𝜔2𝜔12𝜔11+

+18𝜔1𝜔3𝜔2𝜔11 + 352𝜔3
2 + 352𝜔10

2 − 288𝜔3𝜔1
2𝜔10+

+288𝜔3
2𝜔1𝜔12 + 9𝜔2

2𝜔10𝜔3 + 225𝜔10
2𝜔2𝜔3 + 36𝜔3𝜔1

2𝜔2−
− 225𝜔3

2𝜔10𝜔11 + 288𝜔3𝜔12
2𝜔10 − 18𝜔3𝜔12𝜔11

2 − 9𝜔3𝜔10𝜔11
2 = 0.
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Замечание 13. Несмотря на формулировку следствия 1, выписать по итогам этого па-
раграфа единый набор формул для коэффициентов 𝑡3, λ2 (а значит, и для остальных
коэффициентов опорного набора) не представляется возможным. В зависимости от вза-
имных связей коэффициентов многочлена 𝑁320 для однородных поверхностей возможны
три случая (связанные с определителями (5.9)) и три визуально разных набора формул
для опорных коэффициентов.

Напомним, что в начальный опорный набор помимо многочленов (5.11) входи-
ли также 𝑁222 и 𝑁321. Коэффициенты этих многочленов мы обсудим в следующем
параграфе.

6. (2,2,1)-компонента и смешанная система уравнений

В [3] выписана схема исследования последнего из тройки уравнений (1.12)–(1.14)
с учетом результатов и формул, выводимых из двух первых уравнений. Здесь мы кратко
напомним эту схему и обсудим получаемые конкретные выводы и уточнения начальных
прогнозов работы [3], вытекающие из трех допущений настоящей статьи.

В (2,2,1)-компоненте основного тождества определяется через набор (𝑝, 𝑝, 𝑞) по-
следний из «вспомогательных» параметров векторных полей, а именно, параметр

𝑟 = 𝑅𝑒

(︂
𝜕2𝑔

𝜕𝑤2
(0)

)︂
.

На это расходуется одно из пяти (по числу базисных многочленов 𝐸0, 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4

пространства 𝒩22) вещественных уравнений, составляющих (2,2,1)-компоненту. После
подстановки в оставшиеся 4 уравнения формул для параметров

α1, α2, β1, β2, δ2, 𝑎1, 𝑎2

нужно, как и в случае (3,2,0)-компоненты, отделить в них 𝑝1-, 𝑝2-, 𝑞-составляющие.
Напомним, что при этом общее количество получаемых более простых уравнений уве-
личивается в 5 раз.

Четыре вещественных 𝑞-уравнения (из получаемых 20) позволяют выразить через
младшие многочлены опорного набора четверку коэффициентов

λ′0, λ
′
1, λ

′
2, λ

′
4

многочлена 𝑁222. Коэффициент λ′3 этого многочлена невозможно выразить через другие
элементы опорного набора из тройки начальных уравнений (1.2), и он остается одним
из элементов итогового упрощенного опорного набора.

В оставшиеся 16 вещественных уравнений 𝑝-части (2,2,1)-компоненты входят ко-
эффициенты всех элементов опорного набора (1.2), кроме 𝑁222. Эти уравнения удобно
записать в виде 8 комплексных соотношений. При этом зависимость этой системы от
коэффициентов многочлена 𝑁321 является линейной в комплексном смысле.

Эту восьмерку уравнений естественно объединить с семью уравнениями 𝑞-части
из (3,2,0)-компоненты, в которых многочлен 𝑁321 также участвует в линейной форме.
Получаемая таким образом система из 15 комплексных уравнений названа в [3] смешан-
ной системой. Именно к ней относится наиболее существенное уточнение, связанное с
рассматриваемым в данной работе классом поверхностей.
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Смешанная система имеет полный ранг относительно набора 𝜔′
𝑘 даже в общем

случае работы [3], то есть при единственном ограничении

𝜔3 ̸= 0.

В силу этого является оправданным утверждение о пяти остающихся от этой си-
стемы уравнениях-следствиях, которые являются соотношениями только на коэффици-
енты многочлена 𝑁320. В то же время в предыдущих разделах статьи некоторые из
получаемых соотношений на коэффициенты опорного набора оказывались тождественно
верными и не давали дополнительных ограничений.
Предложение 9. Для всякой однородной поверхности (1.1), удовлетворяющей ос-
новным допущениям 1–3, из пяти уравнений-следствий (2,2,1)-тождества содержа-
тельными являются лишь три уравнения.

Эти уравнения оказываются еще более громоздкими по сравнению с обсуждав-
шимися выше соотношениями. Например, в «предварительной» форме они содержат,
соответственно, 42, 42 и 44 слагаемых. Поэтому ниже для иллюстрации приводится
только одно из них:

9𝜔2𝜔3𝜔10
2 + 4𝜔2𝜔10𝑠7 + 8𝜔10𝜔12𝑠7 − 8 λ2𝜔2𝜔12 − 18𝜔3𝜔10

2𝜔12+

+4𝜔10 (𝑡7)𝜔3 − 6𝜔2𝑠6𝜔3 + 4𝜔11𝑠7𝜔3 + 18𝜔1𝜔2𝜔3
2 + 12 𝑠7𝜔3

2+ (6.1)

+ 4 (𝑡10)𝜔10𝜔3 + 108𝜔3
3𝜔12 + 207𝜔3

3𝜔10 + 72𝜔1𝜔3
2𝜔12 − 4 λ2𝜔2

2+

+50𝜔3
2λ2 − 4𝜔2

2 − 26𝜔3
2 − 20 λ2𝜔2𝜔10 + 20𝜔1λ2𝜔3 + 36𝜔11𝜔10𝜔3

2 + 12 (𝑡9)𝜔1𝜔3−
− 12𝜔3

2 (𝑡8) + 16𝜔2λ4𝜔3 − 8𝜔2𝜔12 − 20𝜔2𝜔10 − 12 𝑠10𝜔10𝜔3 + 27𝜔3
3𝜔2 + 8 𝑠7𝜔1𝜔3+

+9𝜔3𝜔10
3 + 18𝜔3

2 (𝑡9)− 52𝜔1𝜔3 − 10𝜔11𝜔3 + 64𝜔10λ4𝜔3 + 8 𝑠9𝜔3
2 + 10𝜔11λ2𝜔3+

+162𝜔1𝜔10𝜔3
2 + 20𝜔10

2𝑠7 + 18𝜔11𝜔12𝜔3
2 − 18 𝑠6𝜔10𝜔3 − 12 𝑠6𝜔12𝜔3 + 6𝜔11 (𝑡9)𝜔3 = 0.

После подстановки полученных выше формул для коэффициентов 𝑡𝑘, 𝑠𝑗, λ2, λ4 в
три уравнения-следствия (2,2,1)-тождества все они превращаются в соотношения на
шестерку коэффициентов (4.15) многочлена 𝑁320. С учетом двух уравнений, остающихся
от 𝑝-системы, общее количество таких уравнений равно 5. Таким образом получается
основной результат настоящей статьи.
Теорема 1. Голоморфно-однородная гиперповерхность (1.1), удовлетворяющая ос-
новным допущениям 1–3, однозначно определяется набором (1.11) из семи коэф-
фициентов своего нормального уравнения. При этом шесть первых коэффициентов
названного набора удовлетворяют полиномиальной системе из 5 уравнений.

Замечание 14. Исследование полученной системы из 5 полиномиальных уравнений
связано со значительными трудностями. Так, первые два многочлена имеют четвертую
степень, а три последних — шестую; количества слагаемых этих многочленов также
достаточно велики. В итоге даже «простое» определение ранга якобиевой матрицы по-
лученного полиномиального отображения 𝑃 : R6 → R5 (в произвольной точке) пред-
ставляет собой практически неразрешимую задачу. Использование пакета Maple также
не дает здесь эффекта.

В этой связи возникает вопрос о практической значимости как основного полу-
ченного результата, так и промежуточных утверждений проделанной работы. Частично
отвечает на этот вопрос завершающий статью параграф.
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7. Проверка вычислений на примере однородной поверхности

Здесь будет рассмотрен пример однородной поверхности, удовлетворяющей допу-
щениям 1–3. На нем подтверждается справедливость полученных выше формул для
коэффициентов канонических уравнений (1.1). Вычисления, связанные с нормальными
формами этой поверхности, были проведены и предоставлены автору А.В. Атановым.
Предложение 10 (Атанов). Трубчатое многообразие над аффинно-однородной по-
верхностью

𝑥3𝑥1 = 𝑥2
2 − 𝑥

8/5
1 (7.1)

из пространства R3 можно привести к нормальному уравнению Мозера вида

𝑣 = |𝑧1|2 + |𝑧2|2 +
5

4
(𝐸1 − 𝐸0) + .... (7.2)

При этом многочлены 𝑁320, 𝑁420 из уравнения (7.2) имеют следующие матрицы:

𝑁320 ∼
5

36

√
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 −1

0 −18 0

−15 0 21

0 50 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑁420 ∼
5

144

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
7 0 −1
0 40 0
90 0 −30
0 −600 0

−325 0 75

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (7.3)

Замечание 15. Унитарным преобразованием с вещественными коэффициентами

𝑧 = 𝑈𝑧*, 𝑈 =
1√

1 +𝑚2

(︂
𝑚 −1
1 𝑚

)︂
, 𝑚 = 1 +

√
2 (7.4)

пространства C2 (с координатами 𝑧1, 𝑧2) и последующим растяжением координат много-
член (𝐸1 − 𝐸0) превращается в 𝐸3.

Это означает, что у трубки (7.1) имеется нормальное по Мозеру уравнение, удовле-
творяющее первому из трех основных допущений статьи.

Ясно также, что вещественный характер коэффициентов многочлена 𝑁320 из фор-
мулы (7.3) не изменится после замены (7.4). Так достигается выполнение второго из
основных допущений. Кроме того, еще одним преобразованием ϕ(𝐸,𝑎,0) (см. [8]), сохра-
няющим свойство вещественности коэффициентов многочлена 𝑁320, можно обнулить
два из них, например, 𝜔6, 𝜔7.

В итоге трубка (7.1) имеет нормальное уравнение c 𝑁220 = 𝐸3 и

𝑁320 ∼
√
2970− 1230𝑚

90

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
4 + 13𝑚 4𝑚 4 + 6𝑚

−12𝑚− 3 12 + 18𝑚 0

0 54 + 132𝑚 −24− 57𝑚

18 + 44𝑚 48𝑚+ 20 −17− 40𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (7.5)

Такая матрица удовлетворяет третьему из основных допущений статьи.
Остается убедиться, что полученные выше результаты и формулы (типа (5.12),

(6.1) и др.) верны для элементов матрицы (7.5). Например (и это достаточно «легко»

120 В.И. Суковых. Формулы для младших тейлоровских коэффициентов однородных поверхностей



МАТЕМАТИКА

проверить с помощью пакетов символьной математики), приведенное выше уравнение
(5.12) действительно превращается в тождество на элементах этой матрицы.

Отметим, что на элементах этой матрицы отличны от нуля все три минора 𝑚1,2,
𝑚1,3, 𝑚2,3 из формулы (5.9).

Еще одно утверждение, вытекающее из полученных выше результатов и опираю-
щееся на символьные вычисления, относится к вопросу о количестве голоморфно раз-
личных голоморфно-однородных гиперповерхностей в пространстве C3.
Предложение 11. Ранг итоговой системы 5 уравнений относительно опорной ше-
стерки коэффициентов (4.15) является полным в точке пространства R6

𝜔, отвеча-
ющей поверхности (7.1).
Следствие. Вблизи многообразия (7.1) имеется не более чем 2-параметрическое се-
мейство голоморфно однородных гиперповерхностей (1.1), удовлетворяющих основ-
ным допущениям 1–3 данной статьи.

Отметим, что получение точных результатов о количестве изучаемых объектов
возможно в многомерном комплексном анализе, как правило, лишь в очень специальных
случаях (см., например, [15]).

В заключение автор выражает благодарность своему научному руководителю про-
фессору А.В. Лободе. Настоящая статья представляет собой расширенное изложение
совместного с А.В. Лободой доклада [6], сделанного в рамках конференции «Геометри-
ческий анализ и его приложения» (Волгоград, 2016 г.).
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Abstract. This article is related to the descriptions of problem for holomor-
phically homogeneous real hypersurfaces in three-dimensional complex spaces. A
common coefficients approach is developing to the study of homogeneity on the
base of symbolic mathematics and computing.

The aim of this approach is to look for opportunities to describe homogeneous
real hypersurfaces of a 3-dimensional complex space in terms of the Taylor
coefficients of their defining functions.

The result of A.V. Loboda (2000) may be called here a reference point. It
allows to describe homogeneous hypersurfaces in two-dimensional complex space
in terms of triple of real Taylor coefficients. This triple itself satisfies certain
polynomial constraints.

To study the problem in a much more complicated three-dimensional case
it is necessary to work with a large amount of information. In this article, it is
done by a Maple symbolic computation computer package.

In this article one particular case is considered of strictly pseudo-convex real
hypersurfaces in which foreseeable formulas can be obtained for the parameters
and coefficients of the problem under consideration.

The main result of this paper is the reduction of the number of parameters
describing the property of homogeneity from 16 coefficients (according to the
result of the author and A.V. Loboda, 2015) to 7 ones. The obtained polynomial
system of restrictions on these coefficients, involves five equations. Its consequ-
ence is the estimate of the number of homogeneous surfaces of studied class.

In the article the relations are given between the parameters of holomorphic
vector fields tangent to the studied homogeneous surfaces. In the case under
discussion, these relationships also have a relatively simple form.

The article describes an example confirming the validity of the formulas
obtained in it by comparing them with coefficients of concrete homogeneous
surface.

Key words: holomorphic transformation, Taylor series, real hypersurface,
Lie algebra, normal form of equation, system of polynomial equations, symbolic
computation.
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