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Аннотация.В статье [6], посвященной аналогам леммы Шварца для ин-
тегральных характеристик областей, были получены новые неравенства типа
Шварца — Пика для коэффициента жесткости кручения плоской односвяз-
ной области. Однако вопрос о точности представленных оценок до сих пор
оставался открытым. В настоящей работе устанавливается асимптотическая
точность указанных оценок для коэффициента жесткости кручения.

Ключевые слова: неравенства типа Шварца — Пика, коэффициент
жесткости кручения, лемма Шварца, конформные отображения.

Введение

Неравенства типа Шварца — Пика берут свое начало в классических трудах Пи-
ка [14], Каратеодори [13], Саца [19], Бернштейна [12] и др. Последние десятилетия эта
тематика активно развивалась, ряд результатов по неравенствам данного типа можно
найти в работах Рушевея [16; 17], Ямашиты [20], Авхадиева [7–10] и др. (см. так-
же [2–4]). Основным объектом изучения в подобных неравенствах являются производ-
ные функций 𝑓 , в общем случае локально голоморфных или мероморфных в некоторой
гиперболической области Ω ⊂ C и таких, что 𝑓(Ω) ⊂ Π ⊂ C. В работе [6], посвященной
аналогам леммы Шварца для интегральных характеристик плоских односвязных обла-
стей, неравенства типа Шварца — Пика удалось распространить на физический функ-
ционал области, такой как коэффициент жесткости кручения. Ниже приведем основные
определения и необходимые результаты из данной статьи.

Пусть Ω — произвольная односвязная область в комплексной плоскости C. Жест-
костью кручения (коэффициентом жесткости кручения) упругой балки с поперечным
сечением Ω называется функционал 𝑃 (Ω), определяемый как решение следующей вари-
ационной задачи (см. [11; 15]):
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𝑃 (Ω) = sup
𝑢∈𝐶∞

0 (Ω)

(︀
2
r
Ω
𝑢(𝑥)𝑑𝑥

)︀2
r
Ω
|∇𝑢|2𝑑𝑥𝑑𝑦

,

где (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝐶∞
0 (Ω) — пространство гладких функций с компактным носителем в

Ω. Общая теория кручения была разработана Сен-Венаном. Согласно предложенной им
формуле:

𝑃 (Ω) = 2
x

Ω

𝜐 𝑑𝑥𝑑𝑦,

где 𝜐 = 𝜐(𝑥, 𝑦) — решение краевой задачи Дирихле для уравнения Пуассона Δ𝜐 = − 2
с краевым условием 𝜐

⃒⃒
𝜕Ω

= 0. Функцию 𝜐 называют функцией напряжений. Изучению
свойств данной функции посвящено множество работ (см., например, [5; 18]). Экви-
валентность двух определений жесткости кручения доказана в [15]. Поскольку функ-
ционалы, определяемые посредством краевых задач, являются трудно вычислимыми,
важной проблемой математической физики является получение оценок для них через
более простые, геометрические, характеристики области. В 1998 г. Ф.Г. Авхадиевым
было установлено, что жесткость кручения эквивалентна конформному и евклидовому
моменту инерции относительно границы [1].

Далее пусть Ω — произвольная односвязная область в C и 0 ∈ Ω. Согласно теореме
Римана существует функция 𝑓 : Δ → Ω, такая что 𝑓(0) = 0. Пусть Ω𝑟 — образ круга
Δ𝑟 = {ζ ∈ C : |ζ| < 𝑟} при отображении функцией 𝑓 для всякого 𝑟 ∈ (0, 1), то есть
Ω𝑟 = {𝑧 ∈ Ω : 𝑧 = 𝑓(ζ), |ζ| < 𝑟, 𝑟 ∈ (0, 1)}. В [1] сформулирован аналог теоремы
Шварца — Пика для 𝑃 (Ω), а именно доказана теорема.
Теорема. Пусть 𝑃 (Ω) <∞ и 0 < 𝑟 < 1. Тогда справедливы следующие неравенства

𝑑𝑃 (Ω𝑟)

𝑑𝑟
<

4𝑟3

1− 𝑟8
𝑃 (Ω),

и для всякого 𝑚 ∈ N(︂
𝑃 (Ω𝑟)

𝑟4

)︂(2𝑚+1)

<
(2𝑚+ 1)!𝑃 (Ω)

(1− 𝑟2)2𝑚+1

𝑚∑︁
𝑘=0

(︃
𝑚

𝑘

)︃2

𝑟2𝑘. (1)

Оба неравенства в данной теореме являются строгими. Например, для первого
неравенства это означает, что для любой константы 𝑐 > 0 не существует области Ω,
такой что

𝑑𝑃 (Ω𝑟)

𝑑𝑟
≥ 𝑐𝑟3

1− 𝑟2
, (0 < 𝑟 < 1).

В этом легко убедиться, тем не менее, ниже мы покажем, что порядок точности приве-
денных оценок улучшить нельзя. В этом смысле полученные оценки являются асимпто-
тически точными.

1. Основные результаты

Теорема 1. Для любого 𝑟0 ∈ [1/2, 1) существует область Ω = Ω(𝑟0), содержащая в
себе точку 𝑧 = 0, такая что

𝑑𝑃 (Ω𝑟(𝑟0))

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

≥ 𝑐0
1− 𝑟20

,

где 𝑐0 =
π

2735
.
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Доказательство. В качестве области Ω рассмотрим круг единичного радиуса, граница
которого проходит близко к началу координат (рис. 1).

Рис. 1. Область Ω

В [6] доказана формула

𝑃 (Ω𝑟) =
π

2

∞∑︁
𝑛=2

𝑟2𝑛
[𝑛
2
]∑︁

α=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑛−α∑︁
β=α

𝑎β𝑎𝑛−β

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

, (2)

где 𝑎𝑖 — коэффициенты разложения в ряд Тейлора конформного отображения 𝑓 : Δ →
→ Ω. Воспользуемся этой формулой в качестве примера ее практического применения
для вычисления 𝑃 (Ω𝑟). Построим отображающую функцию 𝑓(𝑧), которая переводит
единичный круг Δ в область Ω с соответствием 𝑓(0) = 0:

𝑓(𝑧) =
𝑧 − (δ− 1)

1− (δ− 1)𝑧
+ δ− 1.

Разложим 𝑓(𝑧) в ряд по степеням 𝑧 и запишем общий вид коэффициента 𝑎𝑘 при 𝑧𝑘:

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘
(︀
(−1)𝑘−1(1− δ)𝑘−1 + (−1)𝑘(1− δ)𝑘+1

)︀
,

то есть
𝑎𝑘 = (−1)𝑘−1(1− δ)𝑘−1 + (−1)𝑘(1− δ)𝑘+1.

Вычислим произведение 𝑎𝑘𝑎𝑛−𝑘:

𝑎𝑘𝑎𝑛−𝑘 =
(︀
(−1)𝑘−1(1− δ)𝑘−1 + (−1)𝑘(1− δ)𝑘+1

)︀
((−1)𝑛−𝑘−1(1− δ)𝑛−𝑘−1+

+(−1)𝑛−𝑘(1− δ)𝑛−𝑘+1) = (−1)𝑛−2(1− δ)𝑛−2 + 2(−1)𝑛−1(1− δ)𝑛+
+(−1)𝑛(1− δ)𝑛+2 = (−1)𝑛−2(1− δ)𝑛−2

(︀
1− (1− δ)2

)︀2
.

Обозначим γ = 1− δ, тогда согласно формуле (2)

𝑃 (Ω𝑟) =
π

2

∞∑︁
𝑛=2

𝑟2𝑛
[𝑛
2
]∑︁

α=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑛−α∑︁
β=α

(−1)𝑛−2γ𝑛−2(1− γ2)2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

.
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Поскольку произведение коэффициентов 𝑎𝑘𝑎𝑛−𝑘 не зависит от индекса суммирования,
его можно вынести из-под знака суммы. Имеем⃒⃒⃒⃒

⃒⃒𝑛−α∑︁
β=α

γ𝑛−2(−1)𝑛−2(1− γ2)2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=
⃒⃒
γ𝑛−2(−1)𝑛−2(1− γ2)2(𝑛− 2α+ 1)

⃒⃒2
.

Следовательно,

𝑃 (Ω𝑟) =
π

2

∞∑︁
𝑛=2

𝑟2𝑛γ2𝑛−4(1− γ2)4
[𝑛
2
]∑︁

α=1

|𝑛− 2α+ 1|2.

Имеем

𝑃 (Ω𝑟) =
π

2

∞∑︁
𝑛=2

𝑟2𝑛γ2𝑛−4(1− γ2)4 · 𝑛(𝑛
2 − 1)

6
.

Вынесем все множители, не зависящие от 𝑛, из-под знака суммы, получим

𝑃 (Ω𝑟) =
π

2

(1− γ2)4

6γ4

∞∑︁
𝑛=2

𝑛(𝑛2 − 1)(𝑟γ)2𝑛. (3)

Введем обозначение 𝑡 = (𝑟γ)2 и вычислим сумму в последнем выражении для 𝑃 (Ω𝑟):

∞∑︁
𝑛=2

𝑛(𝑛2 − 1)𝑡𝑛 =
∞∑︁
𝑛=2

𝑛3𝑡𝑛 −
∞∑︁
𝑛=2

𝑛𝑡𝑛. (4)

Используя известную формулу для геометрической прогрессии

1 + 𝑡+ 𝑡2 + ... =
∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛 =
1

1− 𝑡
,

дифференцированием по 𝑡 получаем

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑡𝑛−1 =
1

(1− 𝑡)2
⇒

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑡𝑛 =
𝑡

(1− 𝑡)2
⇒

∞∑︁
𝑛=2

𝑛𝑡𝑛 =
𝑡

(1− 𝑡)2
− 𝑡.

Аналогично последовательным дифференцированием вычисляем и первую сумму в (4).
Окончательно имеем

∞∑︁
𝑛=2

𝑡𝑛𝑛(𝑛2 − 1) =
6𝑡2

(1− 𝑡)4
.

Возвращаясь к прежним обозначениям и применяя формулу (3) для вычисления жест-
кости кручения 𝑃 (Ω𝑟), получим

𝑃 (Ω𝑟) =
π(δ− 2)4δ4𝑟4

2((δ− 1)2𝑟2 − 1)4
.

Вычислим производную (︂
𝑃 (Ω𝑟)

𝑟4

)︂′

=
4π(2− δ)4δ4(δ− 1)2𝑟

(1− (δ− 1)2𝑟2)5
.
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Достаточно показать, что для каждого фиксированного 𝑟0 ∈
[︀
1
2
, 1
)︀

приведенная выше
область Ω существует. Существование области Ω равносильно в нашем случае суще-
ствованию величины δ. Положим δ = 1− 𝑟20. Тогда

4π(1 + 𝑟20)
4(1− 𝑟20)

4𝑟50
(1− 𝑟60)

5
=

4π(1 + 𝑟20)
4(1− 𝑟20)

4𝑟50
(1− 𝑟20)

5(1 + 𝑟20 + 𝑟40)
5
=

4π(1 + 𝑟20)
4𝑟50

(1− 𝑟20)(1 + 𝑟20 + 𝑟40)
5
≥ 𝑐

(1− 𝑟20)
.

Определим константу 𝑐 из условия неравенства. Имеем

4π(1 + 𝑟20)
4𝑟50

(1 + 𝑟20 + 𝑟40)
5
≥ 4π(1 + 𝑟20)

4𝑟50
35

≥ 4π𝑟50
35
≥ 4π

2535
=

π

1944
,

то есть в качестве константы 𝑐 можно взять число π
1944

.

Теперь рассмотрим случай производных порядка 𝑛 > 1. Вычислим производную
𝑛-го порядка для функции 𝑃 (Ω𝑟)/𝑟

4. Для этого приведем ее к виду

𝑃 (Ω𝑟)

𝑟4
=
π(δ− 2)4δ4

2
· 1

(1− 𝑎𝑟2)4
,

где 𝑎 = (δ− 1)2. Таким образом, необходимо вычислить производную 𝑛-го порядка для
функции 1/(1 − 𝑎𝑟2)4. Для этого предварительно разложим ее в ряд, а затем продиф-
ференцируем. Перепишем нашу функцию в виде 1/(1 − 𝑡)4 (𝑡 = 𝑎𝑟2). Тогда, последо-
вательно дифференцируя функцию 1/(1− 𝑡), получим

1

1− 𝑡
= 1 + 𝑡+ 𝑡2 + ... =

∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘,

1

(1− 𝑡)2
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝑡𝑘−1,

2

(1− 𝑡)3
=

∞∑︁
𝑘=2

𝑘(𝑘 − 1)𝑡𝑘−2,

2 · 3
(1− 𝑡)4

=
∞∑︁
𝑘=3

𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑡𝑘−3.

Окончательно имеем

1

(1− 𝑎𝑟2)4
=

1

6

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑟2𝑘.

Последовательно дифференцируем полученный ряд(︂
1

(1− 𝑎𝑟2)4

)︂′
=

1

6

∞∑︁
𝑘=1

(𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑎𝑘2𝑘𝑟2𝑘−1,

(︂
1

(1− 𝑎𝑟2)4

)︂′′
=

1

6

∞∑︁
𝑘=2

(𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑎𝑘2𝑘(2𝑘 − 1)𝑟2𝑘−2,

(︂
1

(1− 𝑎𝑟2)4

)︂′′′
=

1

6

∞∑︁
𝑘=3

(𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑎𝑘2𝑘(2𝑘 − 1)(2𝑘 − 2)𝑟2𝑘−3
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и т. д. Имеем(︂
1

(1− 𝑎𝑟2)4

)︂(𝑛)

=
1

6

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑎𝑘(𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)
𝑛∏︁

𝑗=1

(2𝑘 − 𝑗 + 1)𝑟2𝑘−𝑛.

Таким образом, получаем(︂
𝑃 (Ω𝑟)

𝑟4

)︂(𝑛)

=
π

12
(δ− 2)4δ4(δ− 1)𝑛

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑡𝑘−
𝑛
2 (𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)

𝑛∏︁
𝑗=1

(2𝑘 − 𝑗 + 1),

где 𝑡 = (δ− 1)2𝑟2.
Мы должны показать существование константы 𝑐 > 0, такой что⃒⃒⃒⃒

⃒
(︂
𝑃 (Ω𝑟(𝑟0))

𝑟40

)︂(𝑛)
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 𝑐

(1− 𝑟20)
𝑛
, 𝑟0 ∈

[︂
1

2
, 1

)︂
, 𝑛 ∈ N.

Рассмотрим сумму в выражении производной 𝑛-го порядка:

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑡𝑘−
𝑛
2 (𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)2𝑘(2𝑘 − 1) · ... · (2𝑘 − 𝑛+ 1). (5)

Так как

2𝑘 ≥ 𝑘,

2𝑘 − 1 ≥ 𝑘 − 1,

...

2𝑘 − 𝑛+ 1 ≥ 𝑘 − 𝑛+ 1 = 𝑘 − (𝑛− 1),

то выражение (5) преобразуется следующим образом:

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑡𝑘−
𝑛
2 (𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)2𝑘(2𝑘 − 1) · ... · (2𝑘 − 𝑛+ 1) ≥

≥
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑡𝑘−
𝑛
2 (𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑘(𝑘 − 1) · ... · (𝑘 − 𝑛+ 1) =

= 𝑡
𝑛
2

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑡𝑘−𝑛(𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑘(𝑘 − 1) · ... · (𝑘 − 𝑛+ 1) =

=
𝑡
𝑛
2 (𝑛+ 3)!

(1− 𝑡)𝑛+4
≥ 𝑡

𝑛
2

(1− 𝑡)𝑛+4
.

Имеем (︂
𝑃 (Ω𝑟(𝑟0))

𝑟40

)︂(𝑛)

≥ π(δ− 2)4δ4(δ− 1)𝑛(δ− 1)𝑛𝑟𝑛0
12(1− (δ− 1)2𝑟20)

𝑛+4
.

Положим δ = 1− 𝑟20 и покажем, что существует константа 𝑐 > 0, такая что

π(1 + 𝑟20)
4𝑟3𝑛0

12(1− 𝑟20)
𝑛(1 + 𝑟20 + 𝑟40)

𝑛+4
≥ 𝑐

(1− 𝑟20)
𝑛
. (6)
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Из (6) следует, что

𝑐 ≤ π𝑟3𝑛0 (1 + 𝑟20)
4

12(1 + 𝑟20 + 𝑟40)
𝑛+4

.

Определим константу 𝑐 из условия неравенства для 1/2 ≤ 𝑟0 < 1

π𝑟3𝑛0 (1 + 𝑟20)
4

12(1 + 𝑟20 + 𝑟40)
𝑛+4
≥ π𝑟3𝑛0 (1 + 𝑟20)

4

12 · 3𝑛+4
≥ π𝑟3𝑛0

12 · 3𝑛+4
≥ π

12 · 23𝑛 · 3𝑛+4
.

Следовательно, за константу 𝑐 можно взять число π
23𝑛+23𝑛+5 . Таким образом, нами дока-

зана теорема.
Теорема 2. Для любого 𝑟0 ∈ [1/2, 1) существует область Ω = Ω(𝑟0), содержащая в
себе точку 𝑧 = 0, такая что(︂

𝑃 (Ω𝑟(𝑟0))

𝑟4

)︂(𝑛)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟0

≥ 𝑐

(1− 𝑟20)
𝑛
,

где 𝑐 = π
23𝑛+23𝑛+5 .

Замечание. Следует отметить, что утверждение теоремы 2 справедливо для всякого
произвольного 𝑛 ∈ N, в отличие от неравенства (1), где результат сформулирован лишь
для нечетных производных.

Автор благодарит профессора Ф.Г. Авхадиева за проявленный интерес и по-
стоянное внимание к работе.
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13. Carathéodory, С. Sur quelques applications du théorème de Landau — Picard
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AN EXACT ORDER OF THE MAJORANT GROWTH IN THE SCHWARZ — PICK
INEQUALITY FOR TORSIONAL RIGIDITY

Dinara Khalilovna Giniyatova

Candidate for a Degree, Department of Functions Theory and Approximations,
Kazan Federal University
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Kremlyovskaya St., 18, 420008 Kazan, Russian Federation

Abstract. The beginning of Schwarz — Pick type inequalities may be fo-
und in classical papers of Pick [14], Caratheodory [13], Szasz [19], Bernstein
[12] and others. In recent years this program is actively developed, a number
of results on inequalities of this type can be found in articles of Ruscheweyh
[16; 17], Yamashita [20], Avkhadiev [7–10] etc. (see also [2–4]). These results
are concerned with function 𝑓 holomorphic or meromorphic in a domain Ω in the
extended complex plane C and 𝑓(Ω) ⊂ Π ⊂ C. In [6] we obtained Schwarz —
Pick type inequalities for the torsional rigidity. As known, the Saint-Venant
functional 𝑃 for the torsional rigidity in an arbitrary plane Ω can be found as
the solution of the generalized problem (see [1; 11; 15])

𝑃 (Ω) = sup
𝑢∈𝐶∞

0 (Ω)

(︀
2
r
Ω
𝑢(𝑥)𝑑𝑥

)︀2
r
Ω
|∇𝑢|2𝑑𝑥𝑑𝑦

,

where (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝐶∞
0 (Ω) — the space of smooth functions with compact support

in Ω. Let Ω ∈ C arbitrary simply connected domain and 0 ∈ C. According to
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Riemann’s theorem there exists a function 𝑓 such that 𝑓 : Δ→ Ω and 𝑓(0) = 0.
Let Ω𝑟 the image of the circle Δ𝑟 = {ζ ∈ C : |ζ| < 𝑟} under the mapping 𝑓
for each 𝑟 ∈ (0, 1), i.e. Ω𝑟 = {𝑧 ∈ Ω : 𝑧 = 𝑓(ζ), |ζ| < 𝑟, 𝑟 ∈ (0, 1)}. In [6] an
analogue of Schwarz — Pick theorem is formulated for the 𝑃 (Ω), to be exact the
following theorem is proved there.

Theorem. Let 𝑃 (Ω) < ∞ и 0 < 𝑟 < 1. Then the following inequalities
hold

𝑑𝑃 (Ω𝑟)

𝑑𝑟
<

4𝑟3

1− 𝑟8
𝑃 (Ω),

and, for each 𝑚 ∈ N,

(︂
𝑃 (Ω𝑟)

𝑟4

)︂(2𝑚+1)

<
(2𝑚+ 1)!𝑃 (Ω)

(1− 𝑟2)2𝑚+1

𝑚∑︁
𝑘=0

(︃
𝑚

𝑘

)︃2

𝑟2𝑘.

We see, that both inequalities are strict in this theorem. In this paper we
establish the asymptotic accuracy of the estimates. We prove the next theorems:

Theorem 1. For each 𝑟0 ∈ [1/2, 1) there exists Ω = Ω(𝑟0), 𝑧 = 0 ∈ Ω,
such that

𝑑𝑃 (Ω𝑟(𝑟0))

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

≥ 𝑐0
1− 𝑟20

,

where 𝑐0 =
π

2735
.

Theorem 2. For each 𝑟0 ∈ [1/2, 1) there exists Ω = Ω(𝑟0), 𝑧 = 0 ∈ Ω,
such that (︂

𝑃 (Ω𝑟(𝑟0))

𝑟4

)︂(𝑛)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟0

≥ 𝑐

(1− 𝑟20)
𝑛
,

where 𝑐 = π
23𝑛+23𝑛+5 , n>1

Key words: Schwarz — Pick type inequalities, torsional rigidity, Schwarz’s
lemma, conformal mappings.
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