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Аннотация.Пусть 𝐻 — класс функций, голоморфных в единичном круге
D, 𝒢1 — подкласс 𝐻, состоящий из всех нормированных в нуле и локально
однолистных в D функций, каждая из которых имеет единственную крити-
ческую точку конформного радиуса, являющуюся его максимумом. Показано,
что класс 𝒢1 представляет собой линейно связное подмножество класса 𝐻,
рассматриваемого как линейное топологическое пространство с топологией
равномерной сходимости на компактах в D.
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конформный радиус, гиперболическая производная, критические точки.

1. Классы Гахова

Исследование экстремумов конформных радиусов плоских областей было иници-
ировано Д. Полиа и Г. Сеге в связи с изопериметрическими неравенствами [10; 12] и
Ф.Д. Гаховым в целях построения классов корректности внешней обратной краевой за-
дачи [4; 5]. Обе традиции были объединены в работах Л.А. Аксентьева и его учеников
[1–4]. С этих же работ началось систематическое накопление условий единственности
критической точки конформного радиуса (одно из недавних см. в [8]). Процесс тако-
го накопления привел к введению максимального класса единственности — множества
Гахова [9], определение которого сейчас напомним.

В классе 𝐻 всех функций, голоморфных в единичном круге D = {ζ ∈ C : |ζ| < 1},
выделим подкласс 𝐻0, состоящий из локально однолистных в D функций 𝑓 (то есть
𝑓 ′(ζ) ̸= 0 при ζ ∈ D) с нормировками 𝑓(0) = 𝑓 ′(0) − 1 = 0. Обозначим через 𝑀𝑓

множество всех критических точек гиперболической производной

ℎ𝑓 (ζ) = (1− |ζ|2)|𝑓 ′(ζ)| (1)
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функции 𝑓 ∈ 𝐻0. В классической постановке Полиа — Сеге — Хиги, когда функция 𝑓
однолистна, величина (1) представляет собой выражение для внутреннего конформного
радиуса области 𝐷 = 𝑓(D) в точке 𝑤 = 𝑓(ζ).

Геометрия поверхности ℎ = ℎ𝑓 над элементами 𝑎 ∈ 𝑀𝑓 определяется значениями
индекса γ𝑓 (𝑎) векторного поля ∇ℎ𝑓 (ζ). Таких значений может быть только три: равен-
ство γ𝑓 (𝑎) = +1 означает, что ζ = 𝑎 — локальный максимум указанной поверхности,
случай γ𝑓 (𝑎) = −1 соответствует наличию у нее седловой точки ζ = 𝑎, а возможность
γ𝑓 (𝑎) = 0 отвечает ситуации, когда в точке ζ = 𝑎 рассматриваемая поверхность имеет
полуседло.

Пусть 𝑘𝑓 обозначает число элементов множества 𝑀𝑓 . Рассмотрим класс 𝒢 = {𝑓 ∈
∈ 𝐻0 : 𝑘𝑓 ≤ 1} и его разложение в дизъюнктное объединение 𝒢 = 𝒢1 ⨿ 𝒢𝑠 ⨿ 𝒢0
подклассов 𝒢1 = {𝑓 ∈ 𝐻0 : 𝑘𝑓 = 1,γ𝑓 (𝑀𝑓 ) = +1}, 𝒢𝑠 = {𝑓 ∈ 𝐻0 : 𝑘𝑓 = 1,γ𝑓 (𝑀𝑓 ) ̸= +1}
и 𝒢0 = {𝑓 ∈ 𝐻0 : 𝑘𝑓 = 0}. Класс 𝒢 будем называть классом, или множеством Гахова, а
подкласс 𝒢1 — его регулярной частью, или регулярным классом Гахова.

В свое время на Казанском семинаре по геометрической теории функций Ф.Г. Ав-
хадиев поставил перед автором вопрос о линейной связности множества 𝒢1. В настоящей
заметке дан вариант ответа на этот вопрос. А именно, справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Класс 𝒢1 есть линейно связное подмножество класса 𝐻 в топологии
равномерной сходимости на компактах в D.

2. Линейная связность класса 𝒢1

Вначале докажем следующее утверждение.
Теорема 2. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝒢1 существует семейство 𝑓𝑡 ∈ 𝒢1, 𝑡 ∈ [0, 1],
такое, что 𝑓0 осуществляет тождественное отображение, а 𝑓1 = 𝑓 .

Доказательство. Фиксируем произвольную функцию 𝑓 ∈ 𝒢1. Пусть ζ = 𝑎 — един-
ственный элемент множества 𝑀𝑓 ; без ограничения общности считаем, что 𝑎 ̸= 0. Тре-
буемое семейство сконструируем из трех следующих частей.

1) Семейство

𝑤𝑠(ζ) =
𝑓
(︁
ζ+ 𝑎𝑠
1 + �̄�𝑠ζ

)︁
− 𝑓(𝑎𝑠)

𝑓 ′(𝑎𝑠)1− |𝑎|2
, 𝑎𝑠 =

𝑎𝑠

1− |𝑎|2(1− 𝑠)
, 0 ≤ 𝑠 ≤ 1, (2)

соединяет функции 𝑓 = 𝑤0 и 𝑤1, причем 𝑤′′
1(0) = 0, то есть 𝑀𝑤1 = {0}. Включение

𝑤𝑠 ∈ 𝒢1 с 𝑀𝑤𝑠 = {𝑎(1 − 𝑠)}, 0 ≤ 𝑠 ≤ 1, обеспечивается применением результатов,
собранных в [9, с. 13].

2) Далее, семейство

𝑣ρ(ζ) =
1

𝑟(ρ)
𝑤1(𝑟(ρ)ζ), 𝑟(ρ) = 𝑟𝑐 + (1− 𝑟𝑐)(1− ρ), 0 ≤ ρ ≤ 1, (3)

где 𝑟𝑐 = 𝑟𝑐(𝑤1) = sup{𝑟 ∈ [0, 1] : 𝑤1(𝑟ζ)/𝑟 ∈ 𝑆0}, соединяет функцию 𝑤1 = 𝑣0 с
выпуклой функцией 𝑣1. Справедливость включения 𝑣ρ ∈ 𝒢1 с 𝑀𝑣ρ = {0}, 0 ≤ ρ ≤ 1,
установлена в [7]. Напомним, что через 𝑆0 традиционно обозначается класс выпуклых
нормированных функций в единичном круге.

3) Наконец, семейство

𝑢λ(ζ) = λζ+ (1− λ)𝑣1(ζ), 0 ≤ λ ≤ 1, (4)
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соединяет функцию 𝑣1 = 𝑢0 с тождественным отображением 𝑢1. Принадлежность данно-
го семейства регулярному классу Гахова 𝒢1 следует из утверждений, доказанных в [6].

Определим 𝑓𝑡 = 𝑢1−3𝑡 при 0 ≤ 𝑡 ≤ 1/3, 𝑓𝑡 = 𝑣2−3𝑡, когда 1/3 ≤ 𝑡 ≤ 2/3, и
𝑓𝑡 = 𝑤3−3𝑡, если 2/3 ≤ 𝑡 ≤ 1. Тогда 𝑓𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], — семейство с требуемыми свойствами,
и теорема 2 доказана.

Далее докажем теорему 1.

Доказательство. Как известно (например, из [13]), задаваемая на 𝐻 топология равно-
мерной сходимости на компактах в D метризуется с помощью метрики

𝑑(𝑓, 𝑔) =
∞∑︁
𝑛=1

1

2𝑛
sup
ζ∈𝐾𝑛

|𝑓(ζ)− 𝑔(ζ)|
1 + |𝑓(ζ)− 𝑔(ζ)|

, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻, (5)

где {𝐾𝑛}𝑛≥1 — исчерпание D компактными множествами, то есть 𝐾𝑛 ⊂ 𝐾𝑛+1, 𝑛 ≥ 1,
и
⋃︀

𝑛≥1𝐾𝑛 = D. Выберем 𝐾𝑛 = {ζ ∈ D : |ζ| < 𝑟𝑛}, 𝑛 = 1, 2, . . ., где {𝑟𝑛}𝑛≥1 —
возрастающая последовательность положительных чисел, сходящаяся к 1.

Возьмем любую функцию 𝑓 ∈ 𝒢1 и покажем, что построенное в теореме 2 семейство
𝑓𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], образует путь, то есть будет непрерывным как отображение отрезка [0, 1] в
множество 𝒢1 с метрикой (5).

Фиксируем произвольные σ ∈ [0, 1] и ε > 0. Требуется установить существование
такого δ > 0, что для всех 𝑡 ∈ [0, 1], удовлетворяющих условию |𝑡− σ| < δ, имеет место
неравенство 𝑑(𝑓𝑡, 𝑓σ) < ε.

Очевидно существование номера 𝑁 , такого что
∑︀∞

𝑛=𝑁+1 2
−𝑛 < ε/2. Структура

метрики (5) позволяет вывести отсюда, что для всех 𝑡 ∈ [0, 1] будет

∞∑︁
𝑛=𝑁+1

1

2𝑛
sup
ζ∈𝐾𝑛

|𝑓𝑡(ζ)− 𝑓σ(ζ)|
1 + |𝑓𝑡(ζ)− 𝑓σ(ζ)|

< ε/2.

Поэтому для требуемого заключения достаточно установить неравенство

𝑁∑︁
𝑛=1

1

2𝑛
sup
ζ∈𝐾𝑛

|𝑓𝑡(ζ)− 𝑓σ(ζ)|
1 + |𝑓𝑡(ζ)− 𝑓σ(ζ)|

≤ ε/2, (6)

с которым должно быть связано существование δ > 0, налагающее надлежащие ограни-
чения на 𝑡. Так как 𝐾𝑛 ⊂ 𝐾𝑁 при 𝑛 ≤ 𝑁 , то для выполнения (6) достаточно потребовать,
чтобы

∀ζ ∈ 𝐾𝑁 |𝑓𝑡(ζ)− 𝑓σ(ζ)| < ε/2, (7)

при всех 𝑡 ∈ [0, 1] с условием |𝑡 − σ| < δ. Существование δ > 0 с приведенными
ограничениями на 𝑡, обеспечивающими выполнение условия (7), является следствием
свойства равномерной непрерывности функции 𝐹 (ζ, 𝑡) = 𝑓𝑡(ζ) на компакте 𝐾𝑁 × [0, 1]
(см. [11, с. 292]).

Последнее свойство следует из непрерывности функции 𝐹 (ζ, 𝑡) по совокупности
переменных, которая устанавливается на объемлющих 𝐾𝑁×[0, 1] множествах по отдель-
ности для каждого из трех подсемейств из доказательства теоремы 2, составляющих 𝑓𝑡,
𝑡 ∈ [0, 1], а в случае семейства (3) — по отдельности для ситуаций, приводящих к (7)
при σ = 2/3 и при σ ∈ [1/3, 2/3). Семейство (2) непрерывно по совокупности перемен-
ных в D × (−1/|𝑎|, 1/|𝑎|), семейство (4) — в D1/𝑟𝑐 × R. Что же касается семейства (3),
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то его непрерывность основана на непрерывности по совокупности переменных (ζ, 𝑟)

семейства линий уровня 𝑓𝑟(ζ) = 𝑓(𝑟ζ)/𝑟 на D𝑟 × (−1/𝑟, 1/𝑟) с 𝑟 ∈ (𝑟𝑁 , 𝑟𝑁+1) (чтобы
доказать (7) при σ = 2/3) и на D1/𝑟 × (−𝑟, 𝑟) с 𝑟 ∈ (𝑟𝑐, 1) (для получения (7) при
σ ∈ [1/3, 2/3)). Здесь D𝑅 = {ζ ∈ C : |ζ| < 𝑅} при 𝑅 > 0.

Итак, обоснование неравенства (6) при 𝑡 ∈ [0, 1] ∩ (σ − δ,σ + δ) сведено к ис-
пользованию конкретных форм построения 𝑓𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], которые позволяют установить
существование δ > 0, обеспечивающее содержательность всех отмеченных выше редук-
ций, составляющих доказательство теоремы 1, которое, таким образом, завершено.
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10. Pólya G., Szegö G. Zadachi i tеorеmy iz analiza [Aufgaben und Lehrsátze aus der
Analysis]. Moscow, Nauka Publ., 1978, vol. 2. 432 p.

11. Shabat B.V. Vvеdеniе v komplеksnyy analiz [Introduction to Complex Analysis].
Moscow, Nauka Publ., 1969. 576 p.

12. Haegi H.R. Extremalprobleme und Ungleichungen Konformer Gebietsgrößen.
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Abstract. The study of extrema of the inner mapping (conformal) radii of
the plane domains has been initiated by G. Pólya and G. Szegö in connection with
the isoperimetrical inequalities and by F.D. Gakhov in concern with construction
of the correction classes for the exterior boundary value problems. Both traditions
have been unified in the works of L.A. Aksent’ev and his successors. These works
also were seminal for the systematic accumulation of the uniqueness criteria for
the critical points of the conformal radii. The process of such an accumulation
has led to the introduction of the Gakhov set.

Let 𝐻 be the class of functions holomorphic in the unit disk D = {ζ ∈
∈ C : |ζ| < 1}, and let 𝐻0 be the subclass of 𝐻 consisting of functions 𝑓
locally univalent in D (i.e. 𝑓 ′(ζ) ̸= 0 for all ζ ∈ D), normalized by the conditions
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𝑓(0) = 0 and 𝑓 ′(0) = 1. We denote by 𝑀𝑓 the set of all critical points of
the hyperbolic derivative (inner mapping radius) ℎ𝑓 (ζ) = (1 − |ζ|2)|𝑓 ′(ζ)| of the
function 𝑓 ∈ 𝐻0.

The geometry of the surface ℎ = ℎ𝑓 over the elements 𝑎 ∈𝑀𝑓 is determined
by the values of the index γ𝑓 (𝑎) of the vector field ∇ℎ𝑓 (ζ). It is well-known that
if 𝑓 ∈ 𝐻0 and 𝑎 ∈ 𝑀𝑓 , then γ𝑓 (𝑎) ∈ {+1, 0,−1}; in particular, the equality
γ𝑓 (𝑎) = +1 means that ζ = 𝑎 is the local maximum point for the above
mentioned surface.

Let 𝑘𝑓 be the number of points in 𝑀𝑓 . The class 𝒢 = {𝑓 ∈ 𝐻0 : 𝑘𝑓 ≤ 1} is
said to be the Gakhov set, and the class 𝒢1 = {𝑓 ∈ 𝐻0 : 𝑘𝑓 = 1,γ𝑓 (𝑀𝑓 ) = +1}
is called the regular part of the Gakhov set. The following question was the
stimulus for our study in the present note.

F.G. Avkhadiev’s question. Whether the class 𝒢1 is a linear connected set
or not?

Variant of an answer is contained in the following theorem.
Theorem 1. The regular part 𝒢1 of the Gakhov set 𝒢 is a linear connected

subset of the class 𝐻 endowed with the topology of uniform convergence on
compact sets in D.

Proof of the above assertion is the “cascade” of reductions to the following
Theorem 2. For any function 𝑓 ∈ 𝒢1 there exists a family 𝑓𝑡 ∈ 𝒢1,

𝑡 ∈ [0, 1], such that 𝑓0 carries out the identity mapping, and 𝑓1 = 𝑓 .
The family {𝑓𝑡}0≤𝑡≤1 is constructed on the base of three subfamilies. First

subfamily is formed by the linear-invariant actions on 𝑓 by Möbius automor-
phisms. This subfamily connects 𝑓 and the function 𝑤 with 𝑀𝑤 = {0}. Second
subfamily is produced by the level lines of the function 𝑤 and connects the latter
with convex function 𝑣. Third subfamily is convex combination of 𝑣 and 𝑓0.

Key words: Gakhov set, Gakhov class, linear connectivity, inner mapping
radius, hyperbolic derivative, critical points.
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