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Аннотация. В работе изучаются некоторые вопросы приближения почти-
периодических функций Степанова от частичных сумм ряда Фурье и средни-
ми Марцинкевича, когда показатели Фурье рассматриваемых функций имеют
предельную точку в бесконечности. Исследуется вопрос об отклонении за-
данной функции 𝑓(𝑥) от еe частичных сумм ряда Фурье, в зависимости от
скорости стремления к нулю величины наилучшего приближения тригономет-
рическим полиномом ограниченной степени. Здесь, при определении коэф-
фициентов Фурье вместо рассматрываемой функции принимается некоторая
произвольная, вещественная, непрерывная функция Φσ(𝑡) (σ > 0), которая в
заданном интервале равна единице, а в остальных случаях — равна нулю. Да-
лее аналогично устанавливается оценка сверху величины отклонения почти-
периодической в смысле Степанова функции средними Марцинкевича.

Ключевые слова: почти-периодические функции Степанова, ряды Фу-
рье, показатели Фурье, предельная точка в бесконечности, средние Марцин-
кевича, тригонометрический полином, наилучшее приближение.

Введение

Как известно [1], величина

𝐷𝑆𝑝{𝑓(𝑥)} = sup
−∞<𝑥<∞

{︂
1

𝑙

w 𝑥+𝑙

𝑥
|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

}︂ 1
𝑝
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называется 𝑆 — расстоянием порядка 𝑝 (𝑝 ≥ 1), соответствующим длинам почти-пери-
одов 𝑙. Под 𝑆𝑝-пространством, или пространством почти-периодических функций Сте-
панова, понимается совокупность функций, для которых можно указать последователь-
ность тригонометрических сумм {𝑃𝑛(𝑥)}

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑒𝑥𝑝(𝑖λ𝑘𝑥)

таких, что
lim
𝑛→∞

𝐷𝑆𝑝{𝑓(𝑥)− 𝑃𝑛(𝑥)} = 0.

Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 с рядом Фурье вида

𝑓(𝑥) ∼
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴𝑛𝑒

𝑖λ𝑛𝑥, (1)

где {λ𝑛} — показатели Фурье, которые имеют единственную предельную точку в бес-
конечности, то есть

λ0 = 0, λ−𝑛 = −λ𝑛, lim
𝑛→∞

λ𝑛 =∞, λ𝑛 < λ𝑛+1 (𝑛 = 1, 2, . . .).

Так как (см. [1, теорема 5.2.5]) при всяком λ𝑛 функция 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖λ𝑛𝑥 есть 𝑆𝑝-почти-перио-
дическая функция, то существует средние значения

𝐴𝑛 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇

w 𝑇

−𝑇
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖λ𝑛𝑥𝑑𝑥 —

коэффициенты Фурье функции 𝑓(𝑥).
Через

𝑆σ(𝑓 ;𝑥) =
∑︁

|λ𝑛|≤σ

𝐴𝑛𝑒
𝑖λ𝑛𝑥 (σ > 0)

обозначим частичную сумма ряда (1).
Пусть Φσ(𝑡) — произвольная, вещественная непрерывная четная функция, и такая,

что

1) Φσ(0) = 1;

2) Φσ(𝑡) = 0, при |𝑡| ≤ σ;

3) Ψσ(𝑡) ∈ 𝐿(−∞;∞), (2)

где

Ψσ(𝑢) =
1

2π

w ∞

−∞
Φσ(𝑡)𝑒

−𝑖𝑢𝑡𝑑𝑡.

Тогда положим

𝑈σ(𝑓 ;ϕ;𝑥) =
∑︁

|λ𝑚|≤σ

𝐴𝑚Φσ(λ𝑚)𝑒
𝑖λ𝑚𝑥.

В дальнейшем нам понадобиться следующее вспомогательное предложение.
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Лемма 1. Если 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 (𝑝 ≥ 1), то

𝑈σ(𝑓 ;ϕ;𝑥) =
w ∞

−∞
𝑓(𝑥+ 𝑡)Φσ(𝑡)𝑑𝑡.

Доказательство. Положим

𝑓σ(𝑥) =
w ∞

−∞
𝑓(𝑥+ 𝑡)Φσ(𝑡)𝑑𝑡.

Пусть 𝑥0 — произвольное действительное число и 𝑙 = 1. Тогда в силу (2), используя
неравенство Гельдера, имеем

w 𝑥0+1

𝑥0

|𝑓σ(𝑥+ τ)− 𝑓σ(𝑥)|𝑑𝑥 ≤
{︂w 𝑥0+1

𝑥0

|𝑓σ(𝑥+ τ)− 𝑓σ(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
}︂1/𝑝

≤

≤
{︂w 𝑥0+1

𝑥0

(︁w ∞

−∞
|𝑓(𝑥+ 𝑡+ τ)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)| · |ψσ(𝑡)|𝑑𝑡

)︁𝑝
𝑑𝑥

}︂1/𝑝

≤

≤
{︂
sup
𝑥

w 𝑥0+1

𝑥0

|𝑓(𝑥+ τ)− 𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
}︂1/𝑝

·
{︁w ∞

−∞
|ψσ(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

}︁1/𝑝

.

Отсюда следует, что функция 𝑓σ(𝑥) является 𝑆𝑝-почти-периодической.
Пусть 𝐵𝑚 — коэффициент Фурье функций 𝑓σ(𝑥), соответствующий показателям

λ𝑚. Имеем

1

2𝑇

w 𝑇

−𝑇
𝑓σ(𝑥)𝑒

−𝑖λ𝑚𝑥𝑑𝑥 =
1

2𝑇

w 𝑇

−𝑇

[︁w ∞

−∞
𝑓(𝑥+ 𝑡)Ψσ(𝑡)𝑑𝑡

]︁
𝑒−𝑖λ𝑚𝑥𝑑𝑥 =

=
w ∞

−∞
Ψσ(𝑡)

[︂
1

2𝑇

w 𝑇

−𝑇
𝑓(𝑥+ 𝑡)𝑒−𝑖λ𝑚𝑥𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑡 =

∞w

−∞

Ψσ(𝑡)

[︂
1

2𝑇

w 𝑇+𝑡

−𝑇+𝑡
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖λ𝑚(𝑥+𝑡)𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑡 =

=
w ∞

−∞
Ψσ(𝑡)𝑒

−𝑖λ𝑚𝑡

[︂
1

2𝑇

w 𝑇+𝑡

−𝑇+𝑡
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖λ𝑚𝑥𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑡.

Внутренний интеграл является допредельным выражением для коэффициентов Фурье
функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝, а по формуле обращения Фурье

w ∞

−∞
Ψσ(𝑡)𝑒

−𝑖λ𝑚𝑡𝑑𝑡 = Φσ(λ𝑚).

Отсюда получим, что
𝐵𝑚 = 𝐴𝑚 · Φσ(λ𝑚).

Таким образом,

𝑓σ(𝑥) =
∑︁

|λ𝑚|≤σ

𝐴𝑚Φσ(λ𝑚)𝑒
𝑖λ𝑚𝑥.

Так как 𝑓σ(𝑥) является 𝑆𝑝-почти-периодической функцией, то лемма доказана.
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Основные результаты

Пусть 𝑆𝑝(𝑅) — пространство всех ограниченных функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 (𝑝 ≥ 1) с
нормой

‖𝑓(𝑥)‖𝑆𝑝 = sup
−∞<𝑥<∞

{︂
1

𝑙

w 𝑥+𝑙

𝑥
|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

}︂ 1
𝑝

.

Рассмотрим величину

𝑅(𝑓 ;𝑥) = ‖𝑈σ(𝑓 ;ϕ;𝑥)− 𝑓(𝑥)‖𝑆𝑝
, (3)

в которой

𝑈σ(𝑓 ;ϕ;𝑥) =
w ∞

−∞
𝑓(𝑥+ 𝑡)Φσ(𝑡)𝑑𝑡, (4)

Φσ(𝑡) =
1

2π

w ∞

0
ϕσ(𝑢)𝐾𝑢(𝑡)𝑑𝑢, 𝐾𝑢(𝑡) = 2

𝑠𝑖𝑛(𝑢𝑡)

𝑡
,

ϕσ(𝑢) — некоторая четная функция, абсолютно интегрируемая на интервале (0;∞) при
каждом фиксированном σ > 0 и такая, что

w ∞

−∞
|Φσ(𝑡)|𝑑𝑡 <∞,

w ∞

−∞
Φσ(𝑡)𝑑𝑡 = 1. (5)

Исследуется вопрос о поведении величины (3) в зависимости от скорости стремле-
ния к нулю 𝐸σ(𝑓) (при σ→ 0) для случаев, когда в качестве ϕσ(𝑢) выбраны функции

ϕσ(𝑢) = ϕσ,𝑎(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, |𝑢| ≤ 𝑎(0 < 𝑎 < σ);
σ−|𝑢|
σ−𝑎

, 𝑎 < |𝑢| < σ;

0, |𝑢| ≥ σ.
(6)

В силу [2, теоремa 1] существует оценка

w ∞

−∞
|Φσ,𝑎(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤𝑀

σ+ 𝑎

σ− 𝑎
. (7)

Теорема 1. Если 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝(𝑅) и функция ϕσ(𝑢) = ϕσ,𝑎(𝑢) определена равенством (6),
то при любом Λ (0 < Λ < 𝑎 < σ) справедлива оценка

𝑅(𝑓 ;ϕσ,𝑎) ≤𝑀
σ+ 𝑎

σ− 𝑎
𝐸Λ(𝑓)𝑆𝑝 (8)

где M — абсолютная константа и

𝐸Λ(𝑓)𝑆𝑝 = inf
𝐴𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑓(𝑥)− ∑︁

|λ𝑚|≤Λ

𝐴𝑚𝑒
𝑖λ𝑚𝑥

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑆𝑝

—

наилучшее приближение функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 тригонометрическими полиномами сте-
пени не выше Λ.
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Доказательство. В силу (5) имеем

2
w ∞

0
Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 = 1.

Умножив обе части последнего на 𝑓(𝑥) и вычтя полученное равенство из (4) при Φσ =
= Φσ,𝑎, получим

Δσ,𝑎(𝑓 ;𝑥) = 𝑈σ(𝑓 ;ϕ;𝑥)− 𝑓(𝑥) =
w ∞

−∞
𝑓(𝑥+ 𝑡)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡−

−
w ∞

−∞
𝑓(𝑥)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 =

w ∞

0
[𝑓(𝑥+ 𝑡) + 𝑓(𝑥− 𝑡)] Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡−

− 2
w ∞

−∞
𝑓(𝑥)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 =

w ∞

0
[𝑓(𝑥+ 𝑡) + 𝑓(𝑥− 𝑡)− 2𝑓(𝑥)] Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 =

=
w ∞

0
Ω𝑥(𝑓 ; 𝑡)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡,

где
Ω𝑥(𝑓 ; 𝑡) = 𝑓(𝑥+ 𝑡) + 𝑓(𝑥− 𝑡)− 2𝑓(𝑥).

Пусть теперь
𝑇Λ(𝑥) =

∑︁
|λ𝑛|≤Λ

𝐴𝑚𝑒
𝑖λ𝑚𝑥

произвольный тригонометрический полином и 0 < Λ < 𝑎 < σ. Тогда (см. [3, лемма 3])
справедливо равенство

𝑇Λ(𝑥) =
w ∞

−∞
𝑇Λ𝑓(𝑥+ 𝑡)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡.

Покажем, что для полинома 𝑇Λ(𝑥) имеет место соотношение
w ∞

0
Ω𝑥(𝑇Λ; 𝑡)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Действительно,
w ∞

0
Ω𝑥(𝑇Λ; 𝑡)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 =

w ∞

0
[𝑇Λ(𝑥+ 𝑡) + 𝑇Λ(𝑥− 𝑡)− 2𝑇Λ(𝑥)] Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 =

=
w ∞

−∞
𝑇Λ(𝑥+ 𝑡)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡−

w ∞

−∞
𝑇Λ(𝑥)Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 =

= 𝑇Λ(𝑥)− 𝑇Λ(𝑥)
w ∞

−∞
Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Поэтому

Δσ,𝑎(𝑓 ;𝑥) =
w ∞

0
Ω𝑥[(𝑓 − 𝑇Λ); 𝑡]Φσ,𝑎(𝑡)𝑑𝑡. (9)

Пусть теперь 𝑇Λ(𝑥) — полином, осуществляющий наилучшее приближение порядка
Λ, то есть

‖𝑓(𝑥)− 𝑇Λ(𝑥)‖𝑆𝑝
= 𝐸Λ(𝑓)𝑆𝑝 .

Тогда

‖Ω𝑥 [(𝑓 − 𝑇Λ); 𝑡]‖𝑆𝑝
≤ 4𝐸Λ(𝑓)𝑆𝑝 . (10)

Из (7), (10) и (9) получаем оценку (8). Теорема 1 доказана.
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Теорема 2. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 (𝑝 ≥ 1), показатели Фурье которой не имеют предель-
ных точек на конечном расстоянии, то есть λ𝑚 →∞. Тогда справедлива оценка⃦⃦⃦⃦

⃦𝑓(𝑥)− 1

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑆𝑝

≤ 𝑀

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘(𝑓)𝑆𝑝 ,

где 𝑀 — абсолютная константа, а величина 𝐸Λ(𝑓)𝑆𝑝 определена в формулировке
теоремы 1.

Доказательство. Пусть 2𝑚 ≤ 𝑛 ≤ 2𝑚+1. Тогда

𝑅𝑛(𝑓)𝑆𝑝 =

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(𝑥)− 1

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑆𝑝

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=1

[𝑓(𝑥)− 𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)]

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑆𝑝

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

𝑛+ 1

⎡⎣𝑚−1∑︁
𝑣=0

2𝑣+1−1∑︁
𝑘=2𝑣

[𝑓(𝑥)− 𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)] + 𝑓(𝑥)− 𝑆0(𝑓 ;𝑥) +
𝑛∑︁

𝑘=2𝑚

[𝑓(𝑥)− 𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)]

⎤⎦⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝑆𝑝

≤

≤ 1

𝑛+ 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑚−1∑︁
𝑣=0

2𝑣
1

2𝑣

2𝑣+1−1∑︁
𝑘=2𝑣

[𝑓(𝑥)− 𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)]

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑆𝑝

+

+
1

𝑛+ 1
‖𝑓(𝑥)− 𝑆0(𝑓 ;𝑥)‖𝐵 +

1

𝑛+ 1

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑘=2𝑚

[𝑓(𝑥)− 𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)]

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑆𝑝

. (11)

Согласно теореме 1 имеем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

2𝑣

2𝑣+1−1∑︁
𝑘=2𝑣

[𝑓(𝑥)− 𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)]

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑆𝑝

≤𝑀 · 𝐸2𝑣−1(𝑓)𝑆𝑝 , (12)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑘=2𝑣

[𝑓(𝑥)− 𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)]

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑆𝑝

≤𝑀(𝑛− 2𝑚) · 𝐸2𝑚−1(𝑓)𝑆𝑝 . (13)

Из соотношения (12), (13) и (11) получим

𝑅𝑛(𝑓)𝑆𝑝 ≤
𝑀

𝑛+ 1

𝑚−1∑︁
𝑣=0

2𝑣 · 𝐸2𝑣−1(𝑓)𝑆𝑝 +
1

𝑛+ 1
𝐸0(𝑓)𝑆𝑝 +

+𝑀
𝑛− 2𝑚

𝑛+ 1
𝐸2𝑚−1(𝑓)𝑆𝑝 ≤

𝑀

𝑛+ 1

𝑚−1∑︁
𝑣=0

2𝑣 · 𝐸2𝑣−1(𝑓)𝑆𝑝 +

+
1

𝑛+ 1
𝐸0(𝑓)𝑆𝑝 +

𝑀

𝑛+ 1
𝐸2𝑚−1(𝑓)𝑆𝑝 ≤

𝑀1

𝑛+ 1

2𝑚∑︁
𝑘=1

𝐸𝑘(𝑓)𝑆𝑝 +

+
1

𝑛+ 1
𝐸0(𝑓)𝑆𝑝 ≤

𝑀1

𝑛+ 1

2𝑚∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘(𝑓)𝑆𝑝 ≤
𝑀1

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘(𝑓)𝑆𝑝 .

Теорема 2 доказана.

Заметим, что аналогичные результаты для периодических функций рассмотрены в
работе [2], а для класса равномерных почти-периодических функций в [4].
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Let 𝑆𝑝 (𝑝 ≥ 1 denote the class of Stepanov’s almost-periodic functions,
whose Fourier exponents take the following form:

λ0 = 0, λ−𝑛 = −λ𝑛, lim
𝑛→∞

λ𝑛 =∞, λ𝑛 < λ𝑛+1 (𝑛 = 1, 2, . . .).

Consider the Fourier series for a function 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝

𝑓(𝑥) ∼
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴𝑛𝑒

𝑖λ𝑛𝑥,

where

𝐴𝑛 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇

w 𝑇

−𝑇
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖λ𝑛𝑥𝑑𝑥

are Fourier coefficients of the function 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 and

𝑆σ(𝑓 ;𝑥) =
∑︁

|λ𝑛|≤σ

𝐴𝑛𝑒
𝑖λ𝑛𝑥 (σ > 0)

is a partial sum of Fourier series.
Let Φσ(𝑡) is an arbitrary real continuous even function such that

1)Φσ(0) = 1; 2)Φσ(𝑡) = 0 (|𝑡| ≤ σ).

We set
𝑈σ(𝑓 ;ϕ;𝑥) =

∑︁
|λ𝑚|≤σ

𝐴𝑚Φσ(λ𝑚)𝑒
𝑖λ𝑚𝑥.

Let 𝑆𝑝(𝑅) stand for the space of bounded functions 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝 (𝑝 ≥ 1) with
the norm

‖𝑓(𝑥)‖𝑆𝑝 = sup
−∞<𝑥<∞

{︂
1

𝑙

w 𝑥+𝑙

𝑥
|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

}︂ 1
𝑝

.

Consider the value

𝑅(𝑓 ;𝑥) = ‖𝑈σ(𝑓 ;ϕ;𝑥)− 𝑓(𝑥)‖𝑆𝑝
,

where
𝑈σ(𝑓 ;ϕ;𝑥) =

w ∞

−∞
𝑓(𝑥+ 𝑡)Φσ(𝑡)𝑑𝑡,

Φσ(𝑡) =
1

2π

w ∞

0
ϕσ(𝑢)𝐾𝑢(𝑡)𝑑𝑢, 𝐾𝑢(𝑡) = 2

sin(𝑢𝑡)

𝑡
,

ϕσ(𝑢) is some even function absolutely integrable on the interval (0;∞) with
each fixed σ > 0.

Theorem. If 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆𝑝, where Fourier exponents have no limit points at a
finite distance, i.e. λ𝑛 →∞, then the following bound is valid

𝑅(𝑓 ;ϕσ,𝑎) ≤𝑀
σ+ 𝑎

σ− 𝑎
𝐸Λ(𝑓)𝑆𝑝 ,
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and ⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(𝑥)− 1

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑆𝑝

≤ 𝑀

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘(𝑓)𝑆𝑝 ,

where 𝑀 — constant and

𝐸Λ(𝑓)𝑆𝑝 = inf
𝐴𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑓(𝑥)− ∑︁

|λ𝑚|≤Λ

𝐴𝑚𝑒
𝑖λ𝑚𝑥

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑆𝑝

.

Key words: Stepanov’s almost periodic functions, Fourier series, Fourier
exponents, limiting point in infinity, means of Marcinkievicz, trigonometric po-
lynomial, best approximation.
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