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Аннотация. В статье предложен геометрический метод конструкции ку-
сочно-линейных решений дискретного аналога уравнения вида

𝑢𝑥1𝑥1𝑢𝑥2𝑥2 − 𝑢2
𝑥1𝑥2

= 𝐹 (𝑢𝑥1 , 𝑢𝑥2)ϕ(𝑥1, 𝑥2).

Идея метода основана на использовании подхода, предложенного А.Д. Алек-
сандровым для доказательства существования классического решения приве-
денного выше уравнения. Отметим, что геометрическим аналогом решаемой
задачи в статье является задача А.Д. Александрова о существовании много-
гранника с заданными кривизнами вершин.

Ключевые слова: выпуклая многогранная поверхность, кусочно-линей-
ная функция, триангуляция, выпуклое множество, уравнение Монжа — Ам-
пера.
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1. Дискретный аналог уравнения Монжа — Ампера

Рассмотрим в области 𝐷 ⊂ R2 уравнение Монжа — Ампера вида

𝑢𝑥1𝑥1𝑢𝑥2𝑥2 − 𝑢2
𝑥1𝑥2

= 𝐹 (𝑢𝑥1 , 𝑢𝑥2)ϕ(𝑥1, 𝑥2), (1)

где 𝐹 , ϕ — положительные непрерывные функции. Область определения функции 𝐹
есть все пространство R2, а ϕ(𝑥1, 𝑥2) определена в 𝐷. Поскольку в левой части (1) фак-
тически записано выражение для якобиана отображения градиента функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2),
то, разделив обе части уравнения (1) на 𝐹 (𝑢𝑥1 , 𝑢𝑥2) и интегрируя по любой подобласти
𝐷0 ⊂⊂ 𝐷, получим интегральное равенство

µ𝐹 (𝐷0) ,
∫︁
𝐷′

0

𝑑ξ1𝑑ξ2
𝐹 (ξ1, ξ2)

=

∫︁
𝐷0

ϕ(𝑥1, 𝑥2), (2)

где 𝐷′
0 — образ отображение градиента функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2). Отметим, что в работе [6]

даны некоторые параметрические семейства решений уравнения (1).
Следуя [1], запишем уравнение, аналогичное уравнению (1) для кусочно-линейных

функций. Для этого предположим, что область 𝐷 является областью, ограниченной вы-
пуклым многоугольником. Тогда для кусочно-линейной функции 𝑓 : 𝐷 → R найдется
разбиение 𝐷 на многоугольные области 𝐷1, ..., 𝐷𝑚, замыкания которых пересекаются по
общим сторонам и вершинам. Пусть 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑁 ∈ �̄� — все вершины этих многоуголь-
ников. Для каждой 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 , обозначим 𝐷𝑘1 , ..., 𝐷𝑘𝑛𝑖

те многоугольники, которые
имеют точку 𝑝𝑖 в качестве вершины. В каждой области 𝐷𝑖 функция 𝑓 может быть
задана в виде

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎𝑖𝑥1 + 𝑏𝑖𝑥2 + 𝑐𝑖, 𝑖 = 1,𝑀. (3)

Построим для каждого 𝑖 = 1, 𝑁 многоугольник 𝑀𝑖 с вершинами 𝑞𝑘1 , ..., 𝑞𝑘𝑛𝑖
, где

𝑞𝑘𝑗 = (𝑎𝑘𝑗 , 𝑏𝑘𝑗)𝑗 = 1, 𝑛𝑖. По аналогии с равенством (2) введем величину

µ𝐹 (𝑝𝑖) =

∫︁
𝑀𝑖

𝑑ξ1𝑑ξ2
𝐹 (ξ1, ξ2)

. (4)

Для заданных чисел ϕ𝑖1 , ...,ϕ𝑁 > 0 систему соотношений

µ𝐹 (𝑝𝑖) = ϕ𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁, (5)

будем называть дискретным аналогом уравнения (1). Решением уравнения (5) будем на-
зывать всякую кусочно-линейную функцию 𝑓(𝑥1, 𝑥2), для которой выполнены равенства
(5) для точек 𝑝𝑖, ..., 𝑝𝑁 , соответствующих разбиению области 𝐷 для кусочно-линейной
функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2). Отметим, что соответствующая геометрическая задача о существо-
вании выпуклых многогранников с заданными мерами кривизн вершин исследовалась в
работе [5].

2. Ф-триангуляция

Рассмотрим в R𝑛 семейство Φ строго выпуклых компактных множеств с не пустой
внутренностью. Пусть 𝑆 — произвольный невырожденный симплекс. Определим охваты-
вающее множество 𝐵 ∈ Φ (если оно существует) из данного семейства как множество,
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чья граница содержит вершины симплекса (а значит, содержит весь симплекс в силу
выпуклости). В общем случае таких охватывающих множеств из данного семейства Φ
может быть несколько.

Определение 1. Рассмотрим произвольную триангуляцию конечного множества
точек 𝑃 ⊂ R𝑛. Будем говорить, что эта триангуляция является Φ-триангуляцией, ес-
ли для любого симплекса 𝑆 этой триангуляции внутренность любого охватывающего
множества 𝐵 не содержит вершин других симплексов.

Заметим, что если семейство Φ представляет собой семейство всех шаров в R𝑛, то
вышеприведенное определение совпадает с определением триангуляции Делоне. В ра-
боте [4] было доказано существование Φ-триангуляции конечного множества точек при
условии, что семейство Φ обладает следующим свойством: для любого невырожденного
симплекса 𝑆 в семействе Φ существует и притом только одно охватывающее множество
𝐵(𝑆).

В дальнейшем мы будем предполагать, что это условие на семейство выпуклых
множеств является выполненным. В таком случае охватывающее множество будем обо-
значать через 𝐵(𝑆).

Пример 1. Рассмотрим гладкую, строго выпуклую вниз функцию 𝑥𝑛+1 = Ψ(𝑥),
определенную во всем пространстве R𝑛 и такую, что

Ψ(𝑥)

|𝑥|
→ +∞ при 𝑥 → ∞. (6)

При выполнении этого условия пересечение графика функции Ψ(𝑥) с произвольной не
вертикальной плоскостью Π представляет собой выпуклую компактную (𝑛− 1)-мерную
поверхность в R𝑛+1. Положим для любых 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑟 > 0

ΦΨ(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ R𝑛 : Ψ(𝑦) ≤ Ψ(𝑥) + ⟨∇Ψ(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝑟2}.

В силу свойства (6) и выпуклости Ψ(𝑥) множества ΦΨ(𝑥, 𝑟) образуют семейство выпук-
лых компактных множеств. В работе [4] было показано, что для всякого невырожден-
ного симплекса 𝑆 можно построить единственное охватывающее множество из этого се-
мейства. Геометрически это множество совпадает с проекцией компактной части графи-
ка функции Ψ(𝑥), срезаемой подходящей плоскостью. Триангуляции, соответствующие
такого рода семействам выпуклых множеств, называются регулярными триангуляциями
[2; 3]. Совпадает ли класс всех Φ-триангуляций с классом регулярных триангуляций,
автору не известно. Классическая триангуляция Делоне получается, если в качестве
функции Ψ(𝑥) взять функцию Ψ(𝑥) = |𝑥|2. Это следует из того, что неравенство

|𝑦|2 ≤ |𝑥|2 + 2⟨𝑥, 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝑟2

эквивалентно неравенству
|𝑦 − 𝑥|2 ≤ 𝑟2,

которое задает шар с центром в точке 𝑥 и радиуса 𝑟.
Пример 2. Для строго выпуклой функции Ψ(𝑥) можно также построить и такое

семейство

𝐶Ψ(𝑥, 𝑟) = {𝑦 : Ψ(𝑦) + ⟨∇Ψ(𝑦), 𝑥− 𝑦⟩ ≥ 𝑟}, (7)
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для всякого 𝑟 < Ψ(𝑥). Геометрически это множество есть проекция точек графика
функции Ψ(𝑥), видимых из точки (𝑥, 𝑟). Из строгой выпуклости функции Ψ(𝑥) следует,
что 𝐶Ψ(𝑥, 𝑟) — выпуклое множество. Как и в примере 1, несложно показать, что для
каждого семейства так же выполнено свойство существования и единственности охва-
тывающего множества для всякого треугольника. Заметим, что как и в этом случае,
классическая триангуляция Делоне получается, если Ψ(𝑥) = |𝑥|2. Это следует из того,
что неравенство

|𝑦|2 + 2⟨𝑦, 𝑥− 𝑦⟩ ≥ 𝑟

эквивалентно неравенству

|𝑦 − 𝑥|2 ≤ |𝑥|2 − 𝑟, 𝑟 < |𝑥|2,

которое задает шар с центром в точке 𝑥 и радиуса
√︀
|𝑥|2 − 𝑟.

Введем обозначение 𝑥 = 𝐺(ξ) для отображения, обратного к отображению

ξ = ∇Ψ(𝑥).

В силу строгой выпуклости функции Ψ это отображение однозначно определено.

3. Основной результат

Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема 1. Пусть 𝑇 — триангуляция множества точек η1, ..., η𝑀 ∈ R2 c треуголь-
никами Δ1, ...,Δ𝑁 такими, что µ𝐹 (Δ𝑖) = ϕ𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑁 . Положим ξ𝑖 = 𝐺(η𝑖) и
если триангуляция 𝑇 ′ множества точек {ξ𝑖}, соответствующая триангуляции 𝑇 ,
является Φ-триангуляцией для семейства вида (7), то найдется кусочно-линейная
функция, удовлетворяющая равенствам (5).

Доказательство. Построим функцию, как результат преобразования типа преобразо-
вания Лежандра

𝑓(𝑥) = min
𝑖=1,𝑀

{Ψ(ξ𝑖) + ⟨∇Ψ(ξ𝑖), 𝑥− ξ𝑖⟩}. (8)

Ясно, что 𝑓(𝑥) — кусочно-линейная функция. Покажем, что для этой функции выпол-
няется (5). Для каждого треугольника Δ1, ...,Δ𝑁 существует единственное его охваты-
вающее множество 𝐵(Δ𝑖) = 𝐶Ψ(𝑝𝑖, 𝑟𝑖) для некоторых 𝑝𝑖 ∈ R2 и 𝑟𝑖 < Ψ(𝑝𝑖). Поскольку
𝑇 ′ является Φ-триангуляцией множества точек ξ𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑀 , то 𝐶ψ(𝑝𝑖, 𝑟𝑖) не содержит
внутри точек ξ1, ..., ξ𝑀 . Это значит, что имеют место неравенства

Ψ(ξ𝑗) + ⟨∇Ψ(ξ𝑖), 𝑝𝑖 − ξ𝑖⟩ ≤ 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑁. (9)

Поскольку каждое 𝐶Ψ(𝑝𝑖, 𝑟𝑖) на границе содержит вершины треугольника Δ𝑖, то в (9)
для каждой точки 𝑝𝑖 для трех векторов ξ𝑗 имеет место равенство. Тогда, учитывая (8),
получаем, что 𝑓(𝑝𝑖) = 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 . Определим для каждого 𝑘 = 1, 𝑁 многоугольник

𝑀𝑘 = ∩𝑙Π
𝑘
𝑙 , (10)

где Π𝑘
𝑙 — полуплоскость, определяемая неравенством

Ψ(ξ𝑙) + ⟨∇Ψ(ξ𝑙), 𝑥− ξ𝑙⟩ > Ψ(ξ𝑘) + ⟨∇Ψ(ξ𝑘), 𝑥− ξ𝑘⟩ ,
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а номера 𝑙 в (10) берутся только те, которые определяют ребро ξ𝑘ξ𝑙 триангуляции 𝑇 ′.
Ясно, что по построению 𝑀𝑘 — выпуклый многоугольник, причем его вершины —

это некоторые точки из набора 𝑝1, ..., 𝑝𝑁 . Более того, для каждой точки 𝑝𝑖 ровно три
многоугольника 𝑀𝑘 имеют 𝑝𝑖 в качестве вершины. Этот многоугольник задает область
определения функции вида (3) для кусочно-линейной функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2). Несложно ви-
деть, что в каждом этом многоугольнике 𝑀𝑘 имеет место равенство

∇𝑓(𝑥) = ∇Ψ(ξ𝑘) = η𝑘.

Рассмотрим точку 𝑝𝑖 и пусть 𝑀𝑗,𝑀𝑘,𝑀𝑙 — многоугольники, имеющие 𝑝𝑖 в качестве
вершины. Этим трем многоугольникам соответствуют точки η𝑗, η𝑘, η𝑙, образующие тре-
угольник Δ𝑖 триангуляции 𝑇 . Это значит, что

µ𝐹 (𝑝𝑖) = µ𝐹 (Δ𝑖) = ϕ𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁.

Тем самым теорема доказана.

Как следствие доказанной теоремы, мы получаем следующий результат.

Теорема 2. Пусть 𝑇 — классическая триангуляция Делоне множества точек η1, ...,
η𝑀 ∈ R2 c треугольниками Δ1, ...,Δ𝑁 такими, что µ𝐹 (Δ𝑖) = ϕ𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑁 . Тогда
найдется кусочно-линейная функция, удовлетворяющая равенствам (5). При этом
требуемое решение 𝑓(𝑥) определяется равенством

𝑓(𝑥) = min
𝑖=1,𝑀

{︂
1

4
|η𝑖|2 +

⟨
η𝑖, 𝑥− 1

2
η𝑖

⟩}︂
.

Доказательство. Как было указано выше, классическая триангуляция для множеств
вида (7) соответствует случаю Ψ(𝑥) = |𝑥|2. Поэтому ∇Ψ(𝑥) = 2𝑥 и 𝐺(ξ) = 1

2
ξ. Под-

ставляя эти значения в (8), приходим к требуемому.
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Abstract. In the article we considered the method of geometric construction
of piecewise linear analog solutions discrete form of the equation

𝑢𝑥1𝑥1𝑢𝑥2𝑥2 − 𝑢2
𝑥1𝑥2

= 𝐹 (𝑢𝑥1 , 𝑢𝑥2)ϕ(𝑥1, 𝑥2).

The idea of the method is based on the approach suggested by A.D. Aleksandrov
to prove the existence of a classical solution of the above equation. Note that the
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geometric analog of the problem being solved in this article is the problem of
A.D. Aleksandrov on the existence of a polyhedron with prescribed curvatures
of vertices. For piecewise linear convex function we defined curvature mesuare
µ(𝑝𝑖) of vertex 𝑝𝑖 in terms of function 𝐹 (ξ1, ξ2). The solution is defined as
piecewise linear convex function with prescribed values µ(𝑝𝑖) = ϕ𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑁 .
The relation Φ-triangulations of given set of points ξ𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑀 with piecewise
linear solutions is obtained. The construction of solution is based on analog of
Legendre transformation of kind

𝑓(𝑥) = min
𝑖=1,𝑀

{Ψ(ξ𝑖) + ⟨∇Ψ(ξ𝑖), 𝑥− ξ𝑖⟩}.

As a corollary we proved the following result.
Theorem 2. Let 𝑇 — classical Delaunay triangulation of a set of points

η1, ..., η𝑀 ∈ R2 with triangles Δ1, ...,Δ𝑁 such that µ𝐹 (Δ𝑖) = ϕ𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑁 .
Then there is a piecewise linear function satisfying the equations

µ(𝑝𝑖) = ϕ𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑁.

Morever, the required solution 𝑓(𝑥) defined by

𝑓(𝑥) = min
𝑖=1,𝑀

{︂
1

4
|η𝑖|2 +

⟨
η𝑖, 𝑥− 1

2
η𝑖

⟩}︂
.

Key words: convex polygonal surface, piecewise linear function, triangulation,
convex set, Monge — Ampere equation.
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