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Аннотация. Развивается метод пограничных функций для построения полных
асимптотических разложений решений бисингулярных задач. В данной работе иссле-
дуется асимптотическое поведение решения бисингулярной задачи Коши для систем
линейных неоднородных обыкновенных дифференциальных уравнений. Главный член
построенного асимптотического разложения имеет отрицательную дробную степень
по малому параметру. Асимптотическое разложение обосновано методом дифферен-
циальных неравенств.

Ключевые слова: сингулярное возмущение, система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, асимптотика, бисингулярная задача, задача Коши, пограничная
функция, малый параметр.

Введение

Во многих областях науки сложные задачи описываются системами сингулярно возмущен-
ных дифференциальных уравнений. Исследование асимптотического поведения решения сингу-
лярно возмущенных задач сформировалось на основе фундаментальных работ А.Н. Тихонова [5;
6] и развивается в работах его учеников и многих других ученых. Вместе с тем проблема пост-
роения полных асимптотических разложений решений для некоторых классов сингулярно возму-
щенных задач до сих пор остается актуальной. Например, бисингулярные задачи [3; 4], в которых
одна особенность связана с сингулярной зависимостью решения от малого параметра, а вто-
рая – решение предельного уравнения имеет сингулярности.

Случаи, в которых бисингулярные задачи имеют явные решения, крайне редки. Даже для
современных компьютеров определить поведение решения в пограничных (внутренних) слоях,
при достаточно малых значениях параметра, – трудоемкая задача. Важным инструментом при
исследовании поведений решений бисингулярных задач являются асимптотические методы. В свя-
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зи с этим в настоящее время интенсивно разрабатываются различные асимптотические мето-
ды. Нами тоже предлагается модификация метода пограничных функций Вишика – Люстерни-
ка – Васильевой – Иманалиева [7; 8] для построения асимптотического разложения решения
бисингулярных задач. Для оценки остаточных членов асимптотического ряда применяем метод
дифференциальных неравенств [1].

Постановка задачи

Исследуем асимптотическое поведение решения бисингулярной задачи Коши

  xxFxYxAxxY m 0),(~)()()( , (1)

0)0( YY  , (2)

где 0 <  – скалярный малый параметр, m  N, nRYxYxF 
0),(),( , A(x) – положительная

квадратная матрица-функция n-го порядка с собственными значениями 0 < i0 < i(x), i0 – const,

i(x)   j(x), i  j, i, j = 1, 2, ..., n при 0  x;  i(х) = 





0j

j
ij x , 




 

0
)(~)(~

k
k

k xFxF







0

~)(~

j
kj

j
k FxxF .

При наложенных условиях на матрицу-функцию A(x) существует такая невырожденная квад-
ратная матрица-функция B(x) порядка n, для которой имеет место равенство [2]

B–1(x)А(x)B(x) = D(x),

где D(x) = diag{1(x), 2(x), ..., n(x)} – диагональная матрица-функция.
Применяя подстановку Y(x) = B(x)Z(x) к задаче (1)–(2), затем полученные равенства ум-

ножая слева на матрицу-фукцию B–1(x), получаем

  xxZxBxFxZxDxxZ m 0),()(~)()()()(' , (3)

0)0( ZZ  , (4)

где 01011 )0(),(')()(~),(~)()( YBZxBxBxBxFxBxF 



  .

Построение формального разложения

Асимптотическое разложение решения задачи (3), (4) ищем в виде









 

mk
k

k

k
k

k
as

txZx )()()(Z
0

, (5)

где   /,1 xtm .
Равенство (3) запишем в виде

  xxHxHxZxBxFxZxDxxZ m 0),()()()(~)()()()(' , (6)

где Н(x)=





0

)(
k

k
k xH  – пока неизвестный асимптотический ряд.
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Подставляя (5) в (6), получим

,...2,1,0),()()(~)()()()(' 11   kxHxZxBxFxZxDxxZ kkkk
m

k (7)

  )()()(~)()()('
0

)1(

00
tHttBttDtt k

k

km

k
mk

k

k
mk

m
mk

k  













 . (8)

Из (7) имеем

  ,...2,1,0,)()()(1)( 1   kxHxGxD
x

xZ kkmk

где 0)(),(')()(~)()( 111   xZxZxZxBxFxG kkkk .
Неизвестные вектор-функции Нk(x) подберем так, чтобы выполнялись условия:
а) ,...1,0),,0[   kCZk ;
б) ,...1,0,,0)(   kttmk

Пусть 





0

,)(
j

jk
j

k HxxH , тогда при ,1,...,1,0),0(
!

1, )(
,,,  mjG

j
GGH j

kjkjkjk

выполняется условие а). Остальные значения матрицы Нkj подберем при построении погранич-
ных функций Пk(t).

Пусть 





0

)()(
j

j
jttD , 






0

)()(~
j

j
j BttB , где jj B,  – постоянные квадрат-т-

ные матрицы порядка n, в частности, },...,,{ 002010 ndiag   – положительная, диаго-
нальная матрица. Тогда равенство (8) можно записать в виде:
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Отсюда:

),0(,)()(' 0,00   tHtttL m
m

mm . (9)

).,0(,,...,1,)()(~
,0

11
 
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)()(~
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1
)1()1(

























tmiNkHt

tttBtL

k

s
mismsk

mism

imkm

j
jikmj

mj
imkm

j
jikmj

j
ikm

(11)

Равенство (4) порождает начальные условия

П0(0) = Z0 – Z0(0), П(m+1)k(0) = –Zk(0), Пs(0) = 0, s  (m + 1)k, k  N. (12)
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Как нам известно [2], задача Коши

Lw(t) = P(t), t  (0, +), w(0) = w0,

где w0, P(t)  Rn, P  C[0, +) w0 – const,
имеет единственное решение, представимое в виде
















t

m
s

m
t

m
t

dsesPeewtw
mmm

0
1110 0

1

0

1

0

1

)()( .

Справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Пусть матрица-функции Qj(t)  [0, + ) разлагаются в асимптотические ряды

 





 tmjQ
t

ttQ
k

jkmjjkm
m

j ,,...,1,0,1)(
0

)1(,)1(
1

Тогда в области [0, +) существуют решения уравнений

,,...,1,0),()()(' 0 mjtQtwttw jj
m

j  (13)

которые разлагаются в асимптотические ряды





 

0
)1(,)1( ,,...,1,0,11)(

k
jkmjjkmj tmjw

tt
tw . (14)

При этом ряды (14) можно многократно почленно дифференцировать, и они являются асимптоти-
ческими разложениями решений уравнений (13).

Доказательство. Нетрудно заметить, что дифференцируемость рядов (14) вытекает не-
посредственно из уравнений (13). ФАРР ищем в виде (14), где jkmjw  )1(,  – пока неизвестные.

Подставляя ряды (14) в уравнение (13) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях , получаем рекуррентные системы уравнении для jkmjw  )1(, . Отсюда последовательно
определяются все члены рядов (14). Далее оцениваются остаточные члены рядов (14). Таким
образом, ряды (14) действительно являются асимптотическими разложениями решений уравне-
ний (13).

Лемма 2. Пусть 



 

mkm

s
sskmmsjjkH

)1(

1
,)1(, , k = 0,1,…, j = m, m + 1,… Тогда при

t+ справедливы асимптотические разложения:

,...1,0,,...,1,0,,1)(
1

)1(,)1)(1()1()1)(1(  



 kmst

t
t

j
sjmskmsjmskm

Доказательство. Последовательно применяя лемму 1 для уравнений (8) и (9) при i = 1,
2,…, m – 1, получаем:

 



 t

t
t

j
ijmmiijmmi ,1)(

1
1)1(,1)1( , i = 0, 1, …, m – 1. (15)

В уравнениях (9) при i = m и (10) мы должны выбрать неизвестные матрицы jkH ,  так, чтобы
максимальная степень разложения правых частей равенств (9), (10) по t не превышала m при
t+.
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Из (9) при i = m имеем:

.)( ,0
1

0 m
m

m

j
jj

jm HtttL  



 (16)

Учитывая асимптотические разложения (15) при

Н0,n = 1П–1,1 + 2П–2,2 + ... + mП–m,m

и применяя лемму 1 для уравнения (16), получаем:

 



 t

t
t

j
jmjm ,1)(

1
)1(,0)1(0 .

Аналогично доказываются и остальные случаи.
Таким образом, нами определены все члены асимптотического ряда (3). Перейдем теперь

к обоснованию этого асимптотического ряда.

Обоснование разложения

Пусть )()()( ,, xZxZxR kk   , где 



 

km

mj
j

j
k

j
j

j
k txZxZ

)1(

0
, )()()( .

Тогда для остаточной функции получим задачу

 
 xtxxRxAxxR k

k
m

k 0),,,()()()( 1
,, ,

0)0(,  kR ,

где 0е),1()е,,(  Otx .
Для оценки применяем метод дифференциальных неравенств [1]. Пусть нижнее решение

UН(x,) = –(1 + x)pk,  верхнее решение UВ(x,) = (1 + x)pk,  где 0 <  < 0 < 1,

1))()1(( 1  xAxxcp m
,  ,,( txc . Имеем:

0),,()()()( 1
,,,  

 txxRxAxxRlR k
k

m
kk ,

  0),,())()1(())()1(( 1k   txxAxxpxAxxlU mmН ,

  0),,())()1(())()1(( 1k   txxAxxpxAxxlU mmВ
,

то есть
B

k
H lUlRlU  , , 0 < x < +,

а для начального условия справедливы неравенства

UН(0,) = –pk < R,k(0) = 0 < pk = UВ(0, ).

Отсюда [1],

– (1 + x)pk < R,k(x) < (1 + x)pk, или R,k(x) = О(k), 0.
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Следовательно, справедлива следующая теорема.
Теорема. Для решения бисингулярной задачи Коши (1), (2) при 0 справедливо асимпто-

тическое разложение (5).
Пример. Рассмотрим бисингулярную задачу Коши

  xxfxxyxy 0),()()(' , (17)

y(0) = y0, (18)

где функция f(x)  C[0,), f(x) = 


0k

k
k xf , fk = f (k)(0)/k!, f0  0, y0 – const.

Как мы видим, при х = 0 нарушаются условия асимптотической устойчивости. Предельное
уравнение (соответствующее невозмущенное)

–x y~ (x)+f(x)=0,

имеет решение:

  xxfxy /)(~  . (19)

Решение (19) имеет особенность в точке х = 0. Кроме того, это решение не удовлетворяет
начальному условию (18). Поэтому задачу (17)(18) по терминологии А.М. Ильина можно назы-
вать бисингулярной [4].

Решение задачи (17), (18) будем искать в виде:

     









10
,

k
k

k

k
k

k xvxy , (20)

где  = х/, 2 = .
Уравнение (17) запишем в виде

,)()()('
00








 

k
k

k

k
k

k hhxfxxyxy
.

(21)

Подставляя (20) в (21), имеем:

          































000

1
00

1

0 k
k

k

k
k

k

k
k

k

k
k

k

k

kk

k

kk hhxfxvx
d

d
dx

xdv
.

Отсюда получаем:

      













000 k
k

k

k
k

k

k

kk hxfxvx
dx

xdv
, (22)

    













 




00

1
0

1

k
k

k

k
k

k

k

kk h
d

d
.  (23)

Из равенства (22) имеем:
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–xv0(x) + f(x) – h0 = 0; v’k–1(x) = –xvk(x) – hk, k  N.

Отсюда следует, что

v0(x) = (f(x) – h0) / х; vk(x) = –(v’k–1(x) + hk) / х, k  N.

И здесь мы неизвестные коэффициенты hk выберем так, чтобы vk(х) k = 0, 1, ... были гладкими:

h0 = f0, hk = –v’k–1(0), k  N.

При таких значениях hk мы получим:

v0(x) = (f(x) – f0)/х; vk(x) = –(v’k–1(x) – v’k–1(0))/х, k  N.

Следовательно, vk(х)  С[0,+) k = 0, 1, ...
Из равенства (23) имеем:

    kk
k h
d

d








12
12 , 

    02
2 



k
k

d
d

, k = 0, 1, 2,...

Учитывая условия (18), получим следующие задачи:

    00
0 



d
d , 0(0) = y0–v0(0), (24)

    02
2 



k
k

d
d

, 2k(0) = –vk(0), k = 1, 2, ..., (25)

    kk
k h
d

d








12
12 , 2k–1(0) = 0. (26)

Задачи (24)–(26) имеют единственные решения, представимые в виде:

     2/
0

0
0

2
0  evy ;     2/

2
2

0  evkk , k = 1, 2, ...;

  



 

0

2/2/
12

22
dseeh s

kk , k = 0, 1, 2,...

Для решения задач (24)–(26) при   справедливы соотношения:

  




  2/

2
2

eOk ,   





 








  ...311

5312 kk h , k = 0, 1, 2,...

Нами определены все члены формального асимптотического разложения (20).
Для обоснования этого формального разложения рассмотрим остаточную функцию

)()()( ,, xyxyxR kk   , где      


 
k

j
j

j
k

j
j

j
k xvxy

2

10
, .

Для остаточного члена получим следующую задачу:
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4 0

)(')()( 1
1

,, xvxxRxR k
k

kk 


  , 0 < x, (28)

0)0(,  kR . (29)

Задача (28)–(29) имеет единственное решение

    



 

x
s

k
xk

k dsesvexR
0

2/
1

2/
,

22
' ,

и для него справедлива асимптотическая оценка R,k(x) = О(k), 0, 0  x < +. Эту же оценку
можно получить и методом дифференциальных неравенств, как это было сделано выше.

Таким образом, для решения задачи Коши (17)–(18) справедливо разложение (20).

Заключение

Как показано выше, метод, предлагаемый нами, намного упрощает количество вычислений
сравнительно других асимптотических методов, и оценка для остаточного члена асимптотическо-
го ряда получается точно. Мы доказали применимость метода пограничных функций для построе-
ния полных асимптотических разложений решений бисингулярных задач. Однако в бисингулярных
задачах не все пограничные функции убывают экспоненциально, то есть некоторые пограничные
функции могут убывать степенным характером. В данной работе исследовано и построено полное
асимптотическое разложение решения бисингулярной задачи Коши для систем линейных неодно-
родных обыкновенных дифференциальных уравнений. При этом доказано, что главный член асим-
птотического разложения имеет отрицательную дробную степень по малому параметру. Оценка
для остаточной функции получена с помощью метода дифференциальных неравенств.
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Abstract. The Cauchy problem for system of ordinary differential equations with a small
parameter in the highest derivatives takes a unique place in mathematics. The aim of the research
is to develop the asymptotic method of boundary functions for constructing complete asymptotic
expansions of the solutions to such problems. The proposed generalized method of boundary functions
differs from the matching method in the fact that the growing features of the outer expansion are
actually removed from it and with the help of the auxiliary asymptotic series are fully included in the
internal expansions. This method differs from the classical method of boundary functions in the
fact that the boundary functions decay non-exponentially in power-mode nature. Using the proposed
method, a complete asymptotic expansion of the solution to the Cauchy problem for bisingular
perturbed linear inhomogeneous system of ordinary differential equations is built. A built asymptotic
series corresponds to the Puiseux series. The basic term of the asymptotic expansion of the solution
has a negative fractional degree of the small parameter, which is typical for bisingular perturbed
equations. The built expansion is justified by the method of differential inequality.

Key words: singular perturbation, system of ordinary differential equations, asymptotic,
bisingular problem, Cauchy problem, boundary function, small parameter.


