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Аннотация. Рассмотрены вопросы однозначной разрешимости и построения реше-
ния нелокальной краевой задачи для трехмерного неоднородного интегро-дифференциаль-
ного уравнения псевдопараболического типа третьего порядка с вырожденным ядром.
Использован спектральный метод, основанный на разделении переменных. Получена сис-
тема из счетных систем алгебраических уравнений. Доказаны теоремы об однозначной
разрешимости поставленных в работе задач. Показана гладкость этих решений.
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1. Постановка задачи

Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном мире, часто
приводит к изучению смешанных задач для уравнений математической физики. Теория начальных
и краевых задач, в силу ее прикладной важности, в настоящее время является одним из важнейших
разделов теории дифференциальных уравнений (см., например, [3; 10; 11]). Представляют большой
интерес с точки зрения физических приложений дифференциальные уравнения в частных производ-
ных высоких порядков. Многие задачи газовой динамики, теории упругости, теории пластин и обо-
лочек приводятся к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных производных высоких
порядков [1; 6; 19]. Дифференциальные уравнения в частных производных третьего порядка рас-
сматриваются при решении задач теории нелинейной акустики и в гидродинамической теории кос-
мической плазмы. Часто изучение задач моделирования фильтрации жидкости в пористых средах
сводится к рассмотрению дифференциальных уравнений третьего порядка [12]. К дифференциаль-
ным уравнениям в частных производных третьего порядка также сводятся задачи изучения рас-
пространения волн в слабодиспергирующих средах, в холодной плазме и магнитной гидродинамике
и т. д. Изучению прямых и обратных задач для уравнений в частных производных третьего поряд-
ка посвящено большое количество работ (см., например, [2; 4; 7; 9; 13; 16; 17]).

В случаях, когда граница области протекания физического процесса недоступна для изме-
рений, в качестве дополнительной информации, достаточной для однозначной разрешимости за-
дачи, могут служить нелокальные условия в интегральной форме [5; 8].
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Различные задачи для нелинейных интегро-дифференциальных уравнений в частных произ-
водных с вырожденным ядром рассматривались в [14; 15].

В настоящей работе изучается однозначная разрешимость нелокальной краевой задачи для
трехмерного неоднородного интегро-дифференциального уравнения третьего порядка с вырож-
денным ядром. Итак, в трехмерной области },0,в0|),,{( lyxtyxt   рассматри-
вается интегро-дифференциальное уравнение вида

 ),,(),,(),,(),,(),,( yxtUyxtUyxtUyxtUyxtU yyxxyytxxtt

  ,),,(),,(),,(),(
0

yxtfsdyxsUyxsUstK yyxx  


 (1)

где ,)(),,( Cyxtf  0),,()0,,(),,(),0,(  lxtfxtfyltfytf ;   и l  заданные
положительные действительные числа; н –  действительный спектральный параметр;





k

i
ii sbtastK

1

,)()(),(  .]в;0[)(,)( 1Csbta ii   Здесь предполагается, что функции )(ta i  и

)(sb i  являются линейно независимыми.
Уравнение (1) будем рассматривать при следующем нелокальном условии

lyxyxtdyxtUyxU   ,0,),(),,(),,0(
в

0

(2)

и при граничных условиях типа Бенара

,в0,0),,()0,,(),,(),0,(  tlxtUxtUyltUytU (3)

где ),( yx  – заданная достаточно гладкая функция;  ),(),0( yly .0),()0,(  lxx
Сначала рассмотрим следующее однородное дифференциальное уравнение

.0),,(),,(),,(),,(),,(  yxtUyxtUyxtUyxtUyxtU yyxxyytxxtt (4)

Задача 1. Найти в трехмерной области   функцию ,),,( yxtU  удовлетворяющую одно-
родному дифференциальному уравнению (4), заданным условиям (2), (3) и также следующим
условиям:

  ,)(}{}0{}{}0{)(),,( 2,2,1
,,

1  yxtClyylxxCCyxtU (5)

где .},0,в0|),,{( lyxtyxt 
Задача 2. Найти в трехмерной области   функцию ,),,( yxtU  удовлетворяющую неодно-

родному интегро-дифференциальному уравнению (1) и заданным условиям (2), (3) и (5).

2. Поиск частных решений задачи 1

Нетривиальные частные решения уравнения (4) в трехмерной области   будем искать в
виде ),()(),,( yxVtTyxtU  . Тогда из уравнения (4) получаем:

 ),()(),()(),()( yxVtTyxVtTyxVtT yyxx

.),()(),()( yxVtTyxVtT yyxx 

Здесь, как и в работе [18], почленно разделим на ),()( yxVtT  :
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Положим, что

,м
),(
),(

),(
),( 2

yxV
yxV

yxV
yxV yyxx

,м
),(
),(
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),(

)(
)(

)(
)( 2




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








yxV
yxV

yxV
yxV

tT
tT

tT
tT yyxx

где 2м  постоянная разделения 0 .
Отсюда с учетом граничных условий (3) получаем:

,,0,0),(м),(),( 2 lyxyxVyxVyxV yyxx  (6)

,0),()0,(),(),0(  lxVxVylVyV (7)

,в0,0)()( 2  ttTtT (8)

где .
1 2

2
2






Спектральная задача (6) и (7) имеет решения:

,)()(),(, yYxXyxV mnmn  (9)

где .)(рм;...,2,1,,рsin2)(,рsin2)( , l
mnmny

l
m

l
yYx

l
n

l
xX mnmn




Тогда общее решение дифференциального уравнения (8) имеет вид:

,)(
2

,
,,

t
mnmn

mnectT  (10)

где mnc ,  произвольные постоянные; .
м1

м
л 2

,

2
,2

,
mn

mn
mn 


С учетом функций (9) решение задачи 1 ищем в виде следующего ряда Фурье







1,

, ,рsinрsin)(2),,(
mn

mn y
l
mx

l
ntu

l
yxtU (11)

где

  
l l

mn mnydxdy
l
mx

l
nyxtU

l
tu

0 0
, ....,2,1,,рsinрsin),,(2)( (12)

3. Определение коэффициентов Фурье (12)

Покажем, что функции (12) удовлетворяют уравнению (8). Дифференцируя по t равенства
(12) и учитывая уравнение (4), получим
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  
l l

tmn xdydy
l
mx

l
nU

l
tu

0 0
,

рsinрsin2)(

   
l l

yyxxyytxxt xdydy
l
mx

l
nUUUU

l 0 0

рsinрsin2

   
l l

xxxxt xdydy
l
mx

l
nUU

l 0 0

рsinрsin2

   
l l

yyyyt xdydy
l
mx

l
nUU

l 0 0

.рsinрsin2
(13)

Интегрируя два раза по частям по x в первом интеграле в правой части (13), затем интегри-
руя два раза по частям по y во втором интеграле в правой части (13), с учетом условий (3)
получаем:

,0)()( ,
2

,,  tutu mnmnmn (14)

где ,
1 2

,

2
,2

,
mn

mn
mn 


  .)(

, l
mn

mn




Дифференциальные уравнения (14) при mn ,лл   совпадают с уравнением (8). Поэтому для
уравнений (14) аналогично формуле (10) имеем:

.)(
2

,
,,

t
mnmn

mnectu 
 (15)

Для нахождения постоянных mnc ,  рассматриваем функцию (12) и воспользуемся интег-
ральным условием (2):

   
 
















0 0 0 0
,, sinsin),,(),,0(2)()0(

l l

mnmn ydxdy
l
mx

l
ntdyxtUyxU

l
tdtuu

  



l l

mnydxdy
l
mx

l
nyx

l 0 0
, .sinsin),(2

 (16)

Тогда из (15), (16) приходим к следующему соотношению:

.111)()0(
2

,
2

,
,

0
,,, 
























 



 mnectdtuu
mn

mnmnmnmn (17)

Относительно неизвестных коэффициентов mnc ,  из (17) получаем

.1 ,
2

,
2

,,

2
,

mnmnmnmn
mnec 











(18)

Для однозначного определения mnc ,  из (18) требуем выполнения следующего условия:
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.01)(
2

,2
,, 

 mneA mnmn (19)

При выполнении условия (19) из (21) находим неизвестные коэффициенты mnc , :

.
)( ,

,

2
,

, mn
mn

mn
mn A

c 



 (20)

Подставляя найденные коэффициенты (20) в формулу (15), получим:

.
)(

)(
2

,
,

,

2
,

,
t

mn
mn

mn
mn

mne
A

tu 





 (21)

Предположим, что 0),(  yx . Тогда 0,  mn  и из формул (12) и (21) следует, чтоо

  
l l

mnydxdy
l
mx

l
nyxtU

0 0
....,2,1,,0sinsin),,(

Отсюда в силу полноты систем собственных функций ,sin2







  x

l
n

l







  y

l
m

l
sin2

 в ],0[2 lL  заключаем, что о 0),,( yxtU  для всех ],0[, lyx   и

.],0[ t
4. Существование решения задачи 1

Докажем от обратного, что при всех значениях   и любых n, m условие (19) выполняется.
Предположим, что при некоторых 0  и n, m нарушается условие (19) и имеет место равенствоо

.01)(
2

,2
,, 

 mneA mnmn (22)

Это условие эквивалентно равенству

  .1ln 2
,

2
, mnmn  (23)

Учтем, что ,10 ,  mn  1,  mn  при ., mn  Так как в равенстве (23) слева
находятся отрицательные величины, а справа  положительные, то (23) является неверным равен-
ством. Мы пришли к противоречию. Следовательно, при всех значениях   и любых n, m условие
(19) выполняется.

Итак, для любых значений    имеет место формула (21). Поэтому с учетом частных реше-
ний (9) и (21) решение задачи 1 в трехмерной области   можно представить в виде ряда (11)

.sinsin
)(

2),,(
1,

,
,

2
, 2

,




 






mn

t
mn

mn

mn y
l
mx

l
ne

Al
yxtU mn (24)



ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2017. № 1 (38) 4 7

МАТЕМАТИКА

Покажем, что при определенных условиях относительно функции ),( yx  сумма ),,( yxtU
ряда (24) удовлетворяет условиям (5). При любых n, m и   справедливы оценки:

 ,)( ,1, mnmn Ctu   ,)( ,1, mnmn Ctu  (25)

где .const0 1  C
Действительно, так как для всех значений   справедливы ,10 ,  mn  1,  mn  при

mn ,  и ,2)(0 ,  mnA  то на основании формулы (21) найдем

,1)( ,
0

, mnmn С
tu   где .)(,0  mnAС

Дифференцируя выражения (21), получаем .1)( ,
0

, mnmn С
tu 

Отсюда следуют оценки (25), где .1
0

1 С
C 

Условия А. Пусть функция ]);0[];0([),( 3 llCyx   на сегменте ];0[ l  имеет ку-у-
сочно-непрерывные производные четвертого порядка и

,0),()0,(),(),0(  lxxyly
,0),()0,(),(),0(  lxxyly xxxxxxxx

.0),()0,(),(),0(  lxxyly yyyyyyyy

Пусть выполняются условия А. Тогда справедливы оценки

4
,

4

,4
,

4

, ,
m

pl
n

pl mn
mn

mn
mn 


















 (26)

и

  





1, 0 0

2
2

2
, ,),(4

mn

l l

xxxxmn ydxdyx
l

p (27)

  





1, 0 0

2
2

2
, .),(4

mn

l l

yyyymn xdydyx
l

p (28)

С помощью оценок (25)–(28) нетрудно убедиться, что ряд (24) равномерно сходится в трех-
мерной области  .

Таким образом доказано, что справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть выполняются условия А. Тогда задача 1 однозначно разрешима в трех-

мерной области  . Это решение определяется рядом (24).

5. Интегро-дифференциальное уравнение (1)

Приступим к нахождению в трехмерной области   функции ,),,( yxtU  удовлетворяю-
щей уравнению (1), заданным условиям (2), (3) и (5). Нетривиальные решения задачи 2 разыски-
ваются в виде ряда Фурье (11). По предположению,







1,

, ,sinsin)(2),,(
mn

mn y
l
mx

l
ntf

l
yxtf (29)
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где

  



l l

mn mnydxdy
l
mx

l
nyxtf

l
tf

0 0
, ....,2,1,,sinsin),,(2)( (30)

Подставляя ряды (11) и (29) в уравнение (1), получаем обыкновенные интегро-дифференци-
альные уравнения:







0 1
,,

2
,,

2
,, ,)()()()()()(

k

i
mnmniimnmnmnmn tfsdsusbtatutu (31)

где функции )(, tu mn  определяются из формулы (12), ,
1 2

,

2
,2

,
mn

mn
mn 


  .)(

, l
mn

mn




С помощью обозначения





0

,,, )()( sdsusb mnimni (32)

уравнения (31) перепишутся в виде следующих дифференциальных уравнений:





k

i
mnmniimnmnmnmn tftatutu

1
,,,

2
,,

2
,, .)()()()( (33)

Решая линейные дифференциальные уравнения (33), получаем:







k

i
mnmnimni

t
mnmn tftectu mn

1
,,,,,, ,)()()(

2
, (34)

где ,)()(
0

,
)(

,

2
,


t

mn
st

mn sdsfetf mn  


t

i
st

mnmni sdsaet mn

0

)(2
,, .)()(

2
,

Для нахождения неизвестных коэффициентов cn,m в (34) воспользуемся условием (16):

,111)()0( ,2
,

,
0

,,,

2
,

mn
mn

mnmnmnmn
mnectdtuu 




























 (35)

где 



0

,, ,)( tdtmnmn  



k

i
mnmnimnimn tftt

1
,,,,, .)()()(

Из (35) получаем следующее соотношение для определения коэффициентов cn,m:

 .1 ,,
2

,
2

,,

2
,

mnmnmnmnmn
mnec 








 

(36)



ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2017. № 1 (38) 4 9

МАТЕМАТИКА

Поскольку при всех значениях   и любых n, m условие (19) выполняется, то из (36) имеем:

.)()(
)( 1 0

,
0

,,,,
,

2
,

, 














  



k

i
mnmnimnimn

mn

mn
mn tdtftdt

A
с

Подставляя эти найденные коэффициенты в (34), получаем:





k

i
mnimnimnmn tEtDtu

1
,,,,, ,)()()( (37)

где ,)()()()( ,,
0

,,, tftBtdtftD mnmnmnmnmn 









 


,
)(

)(
2

,

,

2
,

,
t

mn

mn
mn

mne
A

tB 




  .)()()()( ,

0
,,, ttdttBtE mnimnimnmni  



Подставляя (37) в (32), получаем систему из счетных систем алгебраических уравнений
(СССАУ):

 ,,
1

,,, mni

k

j
mnjimnjmni H  


(38)

где 



0

,, ,)()( sdsDsb mnimni  



0

,, .)()( sdsEsbH mnjimnji

Отметим, что из линейной независимости функций )(ta i  и )(sb i  следует, чтоо
.0, mnjiH  СССАУ (38) однозначно разрешима при любых конечных mni ,, , если выполня-

ется следующее условие:

.0

1...
............

...1
...1

)(

,,2,1

,2,22,12

,1,21,11

, 








mnkkmnkmnk

mnkmnmn

mnkmnmn

mn

HHH

HHH
HHH

(39)

Определитель )(,  mn  в (39) есть многочлен относительно v степени не выше k. Урав-
нение 0)(,  mn  имеет не более k различных корней. Эти корни являются собственными
числами ядра интегро-дифференциального уравнения (1). Для других значений v условие (39)
выполняется. Для таких значений v система (38) имеет единственное решение при любой конеч-
ной ненулевой правой части. Поэтому при выполнении условия (39) устанавливается однозначная
разрешимость поставленной нелокальной краевой задачи 2.

Тогда решения СССАУ (38) записываются в виде

,,1,
)(
)(

,

,
, ki

mn

mni
mni 




 (40)
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где  )(,mni  
.

1......
.....................

......

......1

,,)1(,,)1(,1

,2,)1(2,2,)1(2,12

,1,)1(1,1,)1(1,11

mnkkmnikmnkmnikmnk

mnkmnimnmnimn

mnkmnimnmnimn

HHHH

HHHH
HHHH












Подставляя (40) в (37), получаем:


 




k

i
mni

mn

mni
mnmn tEtDtu

1
,

,

,
,, .)(

)(
)(

)()( (41)

Теперь (41) подставляем в ряд Фурье (11)

 


 




















1, 1
,

,

,
, .sinsin)(

)(
)(

)(2),,(
mn

k

i
mni

mn

mni
mn y

l
mx

l
ntEtD

l
yxtU (42)

Условия Б. Пусть функция )(),,( 3,3,1
,,  yxtCyxtf  на сегменте   имеет по перемен-

ным x, y кусочно-непрерывные производные четвертого порядка и
,0),,()0,,(),,(),0,(  lxtfxtfyltfytf

,0),,()0,,(),,(),0,(  lxtfxtfyltfytf xxxxxxxx

.0),,()0,,(),,(),0,(  lxtfxtfyltfytf yyyyyyyy

Пусть выполняются условия Б. Тогда для функции (30) справедливы оценки:

4
,

4

,4
,

4

,
)(

)(,
)(

)(
m

tltf
n

tltf mn
mn

mn
mn























 (43)

и

  





1, 0 0

2
2

2
, ,),,(4)(

mn

l l

xxxxmn ydxdyxtf
l

t (44)

  





1, 0 0

2
2

2
, .),,(4)(

mn

l l

yyyymn xdydyxtf
l

t (45)

Покажем равномерную сходимость ряда (42). С этой целью сначала рассмотрим сходи-
мость следующего ряда








1,
, .sinsin)(

mn
mn y

l
mx

l
ntD (46)

Учтем, что .)()()()( ,,
0

,,, tftBtdtftD mnmnmnmnmn 









 


 Гладкие функции

t

mn

mn
mn

mne
A

tB
2

,

)(
)(

,

2
,

,





  ограничены на отрезке ];0[   вместе со своими производны-

ми первого порядка. Поэтому здесь аналогично оценкам (25) справедливы оценки:



ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2017. № 1 (38) 5 1

МАТЕМАТИКА

  ,)()( ,,2, tfCtD mnmnmn  (47)

  ,)()( ,,2, tfCtD mnmnmn  (48)

где функции )(, tf mn  определяются из формулы (30), .const0 2  C
С учетом оценок (32)–(37), (43)–(45) и (47), (48) заключаем, что ряд (46) сходится равно-

мерно в области .  Теперь рассмотрим сходимость следующего ряда

 


 






1, 1
,

,

, .sinsin)(
)(
)(

mn

k

i
mni

mn

mni y
l
mx

l
ntE (49)

Здесь учтем, что

,)()()()( ,
0

,,, ttdttBtE mnimnimnmni  


 


t

i
st

mnmni sdsaet mn

0

)(2
,, ,)()(

2
,

,10 ,  mn .];0[)( 1 Cta i
Тогда из гладкости этих функций на отрезке ];0[   получаем, чтоо

,)( 3, CtE mni   ,)( 3, CtE mni  (50)

где .const0;,1 3  Cki  Из выполнения условия (39) следует, что .0)(,  mn  В составее

определителей )(,  mni  есть столбец 



0

,, ,)()( tdtDtb mnimni  где .];0[)( 1 Ctbi

С учетом оценок (32)–(37), (43)–(45), (47), (48), (50) и свойства определителей заключаем, что ряд (49)
сходится равномерно в области .  Из сходимости рядов (46) и (49) следует сходимость ряда (42).

Предположим, что ,0),(  yx  0),,( yxtf . Тогда ,0,  mn  .0)(, tf mn  По-
этому

0)()()()( ,,
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








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и





0

,, ,0)()( tdtDtb mnimni  .0)(,  mni

Следовательно, из формулы (41) имеем

  
l l

mnydxdy
l
mx

l
nyxtU

0 0
....,2,1,,0sinsin),,(

Отсюда в силу полноты систем собственных функций ,sin2







  x

l
n

l
 







  y

l
m

l
sin2

в ],0[2 lL  заключаем, что 0),,( yxtU  для всех х ],0[, lyx   и .],0[ t
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Таким образом, доказано, что справедлива и следующая теорема.
Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1. Если выполняются условие (39) и ус-

ловия Б, то задача 2 однозначно разрешима в трехмерной области  . Это решение определяет-
ся рядом (42).
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Abstract. Mathematical modeling of many processes occurring in the real world leads
to the study of direct and inverse problems for equations of mathematical physics. Direct
problems for partial differential and integro-differential equations by virtue of their importance
in the application are one of the most important parts of the theory of differential equations. In
the case, when the boundary of the flow of physical process is not applicable for measurements,
an additional information can be used in the nonlocal conditions in the integral form.

We propose a method of studying the one-value solvability of the nonlocal problem for a
non-homogeneous third-order pseudoparabolic-type integro-differential equation with degenerate
kernel. Such type of integro-differential equations models many natural phenomena and appears
in many fields of sciences. For this reason, a great importance in the works of many researchers
was given to this type of equations.

We use the spectral method based on Fourier series and separation of variables.
Application of this method of separation of variables can improve the quality of formulation of
the considered problem and facilitate the processing procedure.

Thus, in this article we consider the questions of solvability and constructing the solution
of nonlocal boundary value problem for a three dimensional non-homogeneous third-order
pseudoparabolic-type integro-differential equation with degenerate kernel. The criterion of
one-value solvability of the considered problems is installed. Under this criterion the theorems
of one-valued solvability of the considered problems are proved. It is also checked that the
solutions of considering problems are smooth. Every estimate was obtained with the aid of the
Hölder inequality and Minkovsky inequality. This paper advances the theory of partial integro-
differential equations with degenerate kernel.

Key words: pseudoparabolic equation, degenerate kernel, three-dimensional domain,
integral condition, one-value solvability.


