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Аннотация. В статье рассматриваются однородные пространства функций, оп-
ределенных на R со значениями в комплексном банаховом пространстве. Вводятся
понятия медленно меняющихся и периодических на бесконечности функций из одно-
родного пространства. Основные результаты статьи связаны с гармоническим анали-
зом периодических на бесконечности функций из однородного пространства. Вводится
понятие обобщенного ряда Фурье, коэффициенты которого являются медленно меняю-
щимися на бесконечности функциями (не обязательно постоянными). Более того, до-
казывается, что обобщенные коэффициенты Фурье периодической функции из одно-
родного пространства (не обязательно непрерывной) можно выбрать непрерывными.
Результаты статьи получены с существенным использованием теории изометричес-
ких представлений.

Ключевые слова: банахово пространство, )(1 RL -модуль, однородное простран-
ство, медленно меняющаяся на бесконечности функция, периодическая на бесконеч-
ности функция, ряд Фурье.

1. Однородные пространства функций

Пусть X – комплексное банахово пространство, End X – банахова алгебра линейных ограни-
ченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X. Далее введем основные функциональ-
ные пространства, используемые в данной статье.

Символом ),(1 XLloc R  обозначим пространство локально суммируемых (измеримых по Бох-
неру) на R функций со значениями в банаховом пространстве X.

Через ],[1,),,( pXLp R  обозначим банаховы функции ),,(1 XLx loc R  для которых конечна
величина (принимаемая за норму в соответствующем пространстве)
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Если ,= CX  то символ X в обозначениях этих пространств будет опускаться.
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Через ),,( XS p R  где ),[1,p  будет обозначаться пространство Степанова [12], состоящее

из функций ),,(1 XLx loc R  для которых конечна величина ).[1,,)(sup=
1/1
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Пространства Степанова играют важную роль при изучении дифференциальных уравнений
в банаховом пространстве (см.: [3; 6]).

Также рассматриваются подпространства ),( XCb R  и ),(, XC ub R  пространства ),( XL R  со-
ответственно непрерывных ограниченных и равномерно непрерывных на R функций с нормой

X
t

txx )(sup=
R


, а также замкнутое подпространство ),(= 00 XCC R  исчезающих на бесконечно-

сти функций из ),( XCb R , то есть функций, для которых выполняется условие 0.=)(lim
|| Xt

tx


Определение 1. Банахово пространство ),( XRF  функций, определенных на ,R  со значения-
ми в комплексном банаховом пространстве X, называется однородным, если выполнены следу-
ющие условия:

1) пространство ),( XRF  содержится в пространстве ),,(1 XS R  причем вложение
),(),( 1 XSX RRF   инъективно и непрерывно (инъективность означает инъективность оператора

вложения);
2) в ),( XRF  определена и ограничена группа ,),( RttS  операторов сдвигов функций

);,(,,),(=))()(( XxtstsxsxtS RFR 
3) для любых функций ),(1 RLf   ),( Xx RF  их свертка

,,))()()((=)()(=))(*( R
RR

  tdtxSfdtxftxf (1)

принадлежит ),( XRF  и выполнено неравенство xfCxf
1

*   для некоторой постоянной 1;C
4) ),( Xx RF  для любой ),( Xx RF  и любой )(RbC  с компактным носителем ,supp

причем xx


  и отображение ),(:)( XxtSt RFR  непрерывно.
Введем в рассмотрение семейство банаховых пространств ),,(, XL qp R  ),[1,p  ],[1,q

(амальгам Винера). Каждой функции ),(1 XLx loc R  поставим в соответствие последовательность
),( nx  ,Zn  где ),([0,1],1 XLxn   ),(=)( nsxsxn   [0,1].s  Функцию x отнесем к пространствуу

),,(, XL qp R  если ),([0,1], XLx q
n   ,Zn  а сама последовательность )( nx  принадлежит простран-

ству )).([0,1],,( XLl qp Z  Норму функции ),(, XLx qp R  определим следующим образом:м:
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Отметим, что ),,(=),(, XLXL ppp RR  ],[1,p  и ),,(=),(, XSXL qq RR  ).[1,q  Замкнутая
подалгебра )(1, R

cL  непрерывных функций из )(1, RL  рассматривалась Н. Винером [10].
Вектор x из банахова )(1 RL -модуля ),( TY  называется почти периодическим векторомм,

если его орбита },)({ RtxtT  предкомпактна в .Y  Множество почти периодических векторов бу-у-
дем обозначать символом ),(= TAPAP YY  (см.: [2; 3]). Функция ),(, XCx ub R  называется почти
периодической на бесконечности, если класс x~ принадлежит пространству ),~,( SAP Y  гдеде

).,()/,(= 0, XCXC ub RRY  Пространство почти периодических на бесконечности функций будем
обозначать символом ).,(= XAPAP R  Его можно задать формулой

},:{= ,


  sl
i CxxespanAP R  [3].

Пример 1. Следующие банаховы пространства являются однородными:
1) пространство ),,(= XLL pp R  ];[1,p
2) пространство Степанова ),,(= XSS pp R  );[1,p
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3) пространство амальгам Винера ),,(= ,, XLL qpqp R  ),[1,p  ];[1,q
4) пространство ),(= XCC bb R  ограниченных непрерывных функций со значениями в X и нор-

мой ,)(sup=
X

t
txx

R
  ;bCx

5) подпространство bubub CXCC ),(= ,, R  равномерно непрерывных функций из Cb;
6) подпространство ubCXCC ,00 ),(= R  непрерывных убывающих на бесконечности функ-

ций (для таких функций выполняется условие 0);=)(lim
|| Xt

tx


7) подпространство ubslsl CXCC ,,, ),(=  R  медленно меняющихся на бесконечности функ-
ций (для таких функций выполняется условие 0,=)()(lim

|| Xt
xtx 


 );, Rt

8) подпространство ubCXCC ,,, ),(=  R  -периодических на бесконечности функций,

 R  (для таких функций выполняется условие 0)=)()(lim
|| Xt

txtx 


 (см.: [15; 17; 18]);

9) подпространство ubCXAPAP ,),(=  R  непрерывных почти периодических на бесконеч-
ности функций;

10) пространства ),,(= XCC kk R  ,Nk  k раз непрерывно дифференцируемых функций с ог-
раниченной k-й производной и нормой ;<= )(

)(

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k
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11) пространства Гельдера ),,(= ,, XCC kk R  {0},Nk  (0,1],
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Далее символом ),( XRF  будем обозначать однородное пространство, удовлетворяющее всем

четырем условиям определения 1. Отметим, что все пространства из примера 1 являются таковыми.
Через ),( Xc RF  обозначим замкнутое подпространство из ),( XRF  вида � :),({ Xx RF  функция

),(:)( XxtSt RFR  непрерывна}. Отметим, что подпространства S-непрерывных векторов
для ),(),[1,),,( , XCpXL ub

p RR   совпадают с самими пространствами, причем
),,(=)),(( , XCXC ubcb RR  ).,(=)),(( , XCXL ubc RR  Через з ),(0 XRF  обозначим наименьшее замк-

нутое подпространство из ),( XRF , содержащее все функции  suppXCXxx b ),,(),,(, RRF
– компакт. Таким образом, для ),(=),( XCX b RRF  подпространство ),(0 XRF  совпадает с подпро-
странством ),(0 XC R  из ),( XCb R  функций, исчезающих на бесконечности.

2. О гармоническом анализе периодических векторов

Пусть X – комплексное банахово пространство и XEnd  – банахова алгебра линейных огра-
ниченных операторов, действующих в X. Будем считать, что X является невырожденным бана-
ховым )(1 RL -модулем (см.: [1; 5; 9]), структура которого ассоциирована с некоторым ограничен-
ным изометрическим представлением .: XR EndT   Это означает, что выполняются два свой-
ства следующего предположения:

Предположение 1. Для банахова )(1 RL -модуля X выполняются следующие условия:
1) из равенства 0,=fx  справедливого для любой функции ),(1 RLf   следует, что век-

тор Xx  – нулевой (свойство невырожденности банахова модуля X);
2)  для всех ),(1 RLf   Xx , ,Rt  имеют место равенства (свойство ассоциированнос-

ти модульной структуры на X с представлением XR EndT : ): ).)((=))((=))(( xtTfxftTfxtT
Если XR EndT :  – сильно непрерывное ограниченное представление, то формула

,),(,)()(==)( 1 XR
R

 xLfxdttTtffxxfT  определяет на X структуру банахова а )(1 RL -модуля,

удовлетворяющего условиям предположения 1, причем эта модульная структура ассоциирована
с представлением .T

Замечание 1. С каждым невырожденным банаховым )(1 RL -модулем X ассоциировано един-
ственное представление XR EndT :  (см. [1]).



И.И. Струкова. Гармонический анализ периодических на бесконечности функций

МАТЕМАТИКА

3 2

Определение 2. Вектор из банахова )(1 RL -модуля X назовемем T-непрерывным, если функ-
ция ,,)(=)(,: RXR  txtTtxx  непрерывна в нуле (и, значит, непрерывна на R).

Совокупность всех T-непрерывных векторов из банахова )(1 RL -модуля X обозначим черезз
cX . Непосредственно из последнего определения следует, что cX  – замкнутый подмодуль из X,

причем представление T на нем сильно непрерывно.
Любое однородное пространство ),( XRF  является банаховым )(1 RL -модулем с модульной

структурой, определяемой равенствами (1), и эта структура ассоциирована с представлением
(группой сдвигов функций) ).,(: XEndS RFR

Далее через CR:f̂  обозначается преобразование Фурье

,,)(=)(ˆ R
R

  dtetff ti

функции ).(1 RLf 
Определение 3. Спектром Бёрлинга вектора Xx  называется множество чисел )(x  из

R вида  0:)( 0  fxRx  для любой функции 0}.)(ˆс).( 0
1  fLf R

Свойства спектра Бёрлинга векторов из банахова пространства X можно найти в работах [1; 7; 9].
Определение 4. Пусть 0.>  Вектор X0x  назовем -периодическим (относительно

представления T), если .=)( 00 xxT 
Множество -периодических векторов обозначим через ).(= T XX  Оно образует замк-

нутое подпространство в ,X  инвариантное относительно операторов .),( RttT
Из равенств ,0,=))()((=)()( R txxTtTxtTxtT  для любого ,Xx  следует, чтоо

функция ,)(=)(,: xtTtxx  XR  является непрерывной периодической функцией. Рассмотрим

ее ряд Фурье ,)(
2 tni

nnx ext 



Z

:  где ,)(1=
2

0










 dxeTx
ni

n  .Zn

Определение 5. Ряд n
n

xx 
Z

:  назовем рядом Фурье вектора ,Xx  а векторы ,nx  ,Zn  –

коэффициентами Фурье вектора х.
Отметим работы [4; 7], в которых многие классические результаты теории рядов Фурье для

периодических функций обобщались на векторы из банаховых пространств, в которых действует
однопараметрическая группа операторов. Подпространство X  периодических векторов рассмат-
ривалось, например, в [20] и [21].

Теорема 1. Для любого Xx  справедливо соотношение 0,=lim n
n

x


 где е ,nx  ,Zn  –
коэффициенты Фурье вектора x.

Доказательство. Возьмем произвольный вектор х из области определения )(AD  генерато-
ра A (infinitesimal generator в [15]) полугруппы операторов T. Справедлива следующая оценка:

{0},\,
||2

1)(1=)(1=
2

0

2

0

Z








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


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





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


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Ax

deni
AxTdxeTx

nini

n

то есть 0.=lim n
n

x


 Поскольку )(AD  плотно в ,X  то свойство о 0=lim n
n

x


 верно для любого о .Xx

3. Медленно меняющиеся на бесконечности функции из однородных пространств

Напомним, что символом ),( XRF  здесь обозначается однородное пространство, удовлет-
воряющее всем четырем условиям определения 1.

Определение 6. Функция ),( Xx c RF  называется медленно меняющейся на бесконеч-
ности, если ),())(( 0 XxxtS RF  для любого .Rt
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Множество медленно меняющихся на бесконечности функций из ),( Xc RF  обозначим черезз
),(= ,, Xslsl RFF  . Отметим, что оно образует линейное замкнутое подпространство банахова про-

странства ).,( Xc RF
Например, медленно меняющейся на бесконечности является функция ),( Xx c RF  вида

,),(=)( 0 R ttxctx  где с – вектор из банахова пространства X и x0 – любая функция из
).,(0 XRF

При ),(=),( XCX b RRF  примерами таких функций являются:
1) ;),(1lnsin=)( 2

1 R tttx
2) ;,arctg=)(2 Rtttx
3) ;,||1sin=)(2 R tttx
4) любая непрерывно дифференцируемая функция х из ),( XCb R  со свойством ).,(0 XCx R
В теории дифференциальных уравнений (см. [11, р. 3.6.3]) использовалось эквивалентное

(если рассматривать функции из ),(, XC ub R ) определение, при этом функции назывались стацио-
нарными на бесконечности.

Лемма 1. Для любых ),,(1, XLf c R  ),( XSx p R  функция xfy *=  принадлежит про-
странству ).,(, XC ub R

Доказательство.  Для любого Rt  справедливы оценки

 
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nn
)()(sup)()())(*(
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1

ZZ

.)(sup)(sup 1,1
[0,1]

1

0



  fxnfdsstx

S
nt ZR

 Аналогично доказывается, что для любых R,t

справедлива оценка .)())()((
1,1 

 ffSxtyyS
S

 Поскольку 0=)(lim 1,0 
 ffS  и ,<1 

S
x

то функция у равномерно непрерывна.
Через ),,( Me   где М – некоторое направленное множество, обозначим ограниченную

аппроксимативную единицу (о.а.е.) в алгебре ),(1 RL  для которой .1,=(0)ˆ Me   В [1] доказан
следующий результат.

Лемма 2. Функция ),( Xx RF  принадлежит подпространству ),( Xc RF  тогда и толькоо
тогда, когда .=*lim xxe



Указанные далее свойства (леммы 3–5 и теоремы 2, 3) медленно меняющихся на бес-
конечности функций, определенных на локально компактной абелевой группе, содержатся
в [8]. Здесь они доказываются для функций, определенных на R , из однородного простран-
ства. Новыми результатами в данной статье являются лемма 6 и теоремы 4 и 5. Результаты,
аналогичные лемме 6 и теореме 4, были получены ранее только для равномерно непрерыв-
ных периодических на бесконечности функций [15]. В данной работе эти результаты расши-
рены на функции из любого однородного пространства. Теорема 5 является совершенно но-
вым результатом.

Лемма 3. Для того чтобы функция ),( Xx c RF  принадлежала пространству ),,(, Xsl RF 

необходимо и достаточно, чтобы ),(* 0 Xxf RF  для любой функции ),(1 RLf   удовлетво-
ряющей условию 0.=(0)f̂

Лемма 4. Для того чтобы функция ),( Xx c RF  принадлежала пространству ),,(, Xsl RF 

необходимо и достаточно, чтобы ),(* 0 Xxxf RF  для любой функции ),(1 RLf   удовлет-
воряющей условию 1.=(0)f̂

Теорема 2. Если ),,(, Xx sl RF   то множество {0}\)(x  содержится в непрерывномм
спектре функции x и {0}.)(  xess

Теорема 3. Если ),,(, Xx sl RF   то существует функция ),(,0 XCx sl R  такая, что
).,(00 Xxx RF

Следствие 1. Для любой функции ),(, Xx sl RF   и любой функции )()( 0
1, RR CLf    со

свойством 1=(0)f̂  функция xf *  принадлежит ),(, XCsl R  и ).,(* 0 Xxfx RF  Кроме того,
для любой ),(, Xx sl RF   найдется функция ,: Xy R  допускающая расширение на всю ком-м-
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плексную плоскость до ограниченной целой функции экспоненциального типа, такая, что
).,(0 Xxy RF

4. Периодические на бесконечности функции из однородных пространств

Определение 7. Функция ),( Xx c RF  называется периодической на бесконечности пе-
риода 0>  (-периодической на бесконечности), если ).,())(( 0 XxxS RF

Таким образом, каждая -периодическая на бесконечности функция х является решени-
ем разностного уравнения вида ,),(=)()( R ttytxtx  где ),,(0 Xy RF  а каждая медленно
меняющаяся на бесконечности функция является периодической на бесконечности любого пе-
риода. В [11; 12; 17; 20] получены аналоги теоремы Винера об абсолютно сходящихся рядах
Фурье для равномерно непрерывных периодических на бесконечности функций с абсолютно
сходящимися рядами Фурье и с рядами Фурье, суммируемыми с весом, а также критерий
представимости периодической на бесконечности функции в виде суммы чисто периодической
и исчезающей на бесконечности функций. В работах [13; 14] изучаются вопросы гармоничес-
кого анализа непрерывных периодических на бесконечности функций нескольких переменных.
В [16] описан спектр алгебры непрерывных периодических на бесконечности функций, опреде-
ленных на полуоси.

Множество периодических на бесконечности функций из ),( Xc RF  обозначим черезз
),(= ,, XRFF  . Отметим, что оно образует линейное замкнутое подпространство банахова про-

странства ),( Xc RF . Таким образом, имеют место включения ),,(),(),( ,, XXX csl RFRFRF  

при этом все указанные пространства инвариантны относительно операторов ),(tS  .Rt  Симво-
лом ),( XRF  обозначим подпространство банахова пространства ),( Xc RF , состоящее из -пе-
риодических функций, то есть функций, удовлетворяющих условию ,=)( xxS   ).,( Xx c RF

Примерами периодических на бесконечности функций из ),( Xc RF  являются:
1) предельно периодические функции, то есть функции ,: Xx R  представимые в виде

,= 0yyx   где ),,( Xy RF  );,(00 Xy RF

2) функция ),( Xx c RF  такая, что она совпадает с ),( Xx RF  на R  и 0;=)(lim
Xt

tx


3) любая функция из );,(, Xsl RF 

4) любая функция ),,( Xx c RF  представимая в виде ,)(=
2

=

tki

k

n

nk
etxx 




  ,Rt  ,Nn  гдеде

),,(, Xx slk RF   .Zk
Далее введем определение рядов Фурье функций из ).,(, XRF 

Определение 8. Каноническим рядом Фурье функции ),(, Xx RF    будем называть
ряд вида

,,)(
2

R
Z




tetx
tni

n
n




где функции ,,: ZR  nXxn  определяются формулами

,,,)(1=)(
)(2

0

ZR 








 ntdetxtx
tni

n (2)

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции x.

Ясно, что если ),,( XCx R  то ,)(1=)(
2

0












 dexxtx
ki

kk  ,Rt  ,Zk  – обычные коэффи-ффи-

циенты Фурье непрерывной периодической функции x.
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Определение 9. Обобщенным рядом Фурье функции ),(, Xx RF   называется любой
ряд вида

,,)(
2

R
Z





 tety

tni

n
n

(3)

где ,, Znyn , – такие функции из ),,( Xc RF  для которых ),,(0 Xxy nn RF  ,Zn  а функции ,nx
,Zn  определяются формулой (2).
Лемма 5. Канонические коэффициенты Фурье ,nx  ,Zn  (определенные формулой (2)),

являются медленно меняющимися на бесконечности функциями, то есть .),,(, ZRF   nXx sln

Утверждение леммы 5 следует из равенств =)()( txtx nn   ,))()((1 )(2

0










 detxxS
tni

,Rt  .Zn
Теорема 4. Коэффициенты любого обобщенного ряда Фурье функции ),(, Xx RF 

принадлежат пространству ),(, Xsl RF   и удовлетворяют условию 0.=lim Fn
n

y


Доказательство. Первая часть данного утверждения следует из определения 9 и леммы
5. Для доказательства второй части рассмотрим фактор-алгебру ),,(/),( 0 XRFXRFc  в кото-
рой действует сильно непрерывная изометрическая группа операторов YEndS R:~  вида

),,()(~)(~
0 XRFxtSxtS   .),,( R tXRFx c  Фактор-алгебра Y наделяется структурой банаховаа

)(1 RL -модуля с помощью формулы ,~)(~)(~ dtxtStfxf   ,)(1 RLf   .~ Yx   Непосредственно из оп-
ределения представления S~  следует, что ,~~)(~ xxS   ).,(/),(~

0, XRFXRFx   Следовательно,
функция ),( XRFx c  является -периодической на бесконечности тогда и только тогда, когдада
класс эквивалентности ),(~

0 XRFxx   является -периодическим вектором относительно пред-

ставления S~ . Тогда условие 0=lim Fn
n

y


 следует непосредственно из теоремы 1.

Теорема 5. По любой функции ),(, Xx RF   (не обязательно непрерывной) можно
построить обобщенный ряд Фурье (3) такой, что ),,(, XCy sln R  .Zn  Кроме того, най-
дутся обобщенные коэффициенты Фурье ,nf  ,Zn  допускающие расширение на всю ком-м-
плексную плоскость до ограниченных целых функций экспоненциального типа.

Утверждение данной теоремы следует из определения 8 и теоремы 3.
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Abstract. This article is devoted to homogeneous spaces ),( XRF  of functions defined
on R with their values in a complex Banach space X. We introduce a notion of slowly varying
at infinity function from ),( XRF . We also consider some criteria for a function to be slowly
varying at infinity. Then it is stated that for each slowly varying at infinity function from any
homogeneous space (not necessary continuous, for instance, a function from Stepanov space

),,( XRS p  or ),,( XRLp ) there exists a uniformly continuous slowly varying at infinity function
that differs from the first one by a function decreasing at infinity. In other words, a function
from the corresponding subspace ),(0 XRF .

In the second part of the article we introduce a notion of periodic at infinity function
from homogeneous space. Our main results are connected with harmonic analysis of periodic
at infinity functions from ),( XRF . Periodic at infinity functions appear naturally as bounded
solutions of certain classes of differential and difference equations. In this paper we develop
basic harmonic analysis for such functions. We introduce the notion of a generalized  Fourier
series of a periodic at infinity function from homogeneous space. The Fourier coefficients in
this case may not be constants, they are functions that are slowly varying at infinity. Moreover,
it is stated that generalized Fourier coefficients of a function that may not be continuous can
be chosen continuous. We use methods of the spectral theory of locally compact Abelian
group isometric representations (Banach modules over group algebras).

Key words: Banach space, )(1 RL -module, homogeneous space, slowly varying at infinity
function, periodic at infinity function, Fourier series.


