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Аннотация. В статье рассмотрен метод решения начально-краевых задач для
уравнения теплопроводности в областях произвольной формы, основанный на сведе-
нии исходной задачи к решению интегро-дифференциального уравнения. Интегральный
оператор, порождающий это уравнение, обладает свойствами, позволяющими пред-
ставить решение в виде разложения по собственным функциям оператора. Такой под-
ход позволяет естественным образом учесть краевые условия Дирихле, Неймана тре-
тьего рода.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, функция Грина оператора Лап-
ласа, интегро-дифференциальное уравнение, собственные функции и числа, начальные
краевые задачи.

При численном исследовании процессов удаления влаги из влагосодержащих материалов
электромагнитным излучением возникает необходимость решения начально-краевых задач для
уравнения теплопроводности при различных краевых условиях. Для некоторых тел каноничес-
кой геометрии удается получить аналитическое решение [1–3]. Для областей произвольной
формы предлагается численный алгоритм, основанный на использовании функции Грина опера-
тора Лапласа.

Рассмотрим твердое тело с постоянным коэффициентом температуропроводности a и дей-
ствующими внутри источниками тепла с заданной плотностью f(M, t).

http://www.volsu.ru/
http://www.volsu.ru/
http://www.volsu.ru/
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Температурное поле внутри тела определяется решением начально-краевой задачи [7]:
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здесь S – поверхность тела; V – объем.
Запишем уравнение в виде:

F
t
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a
fT 


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. (2)

Пусть известна функция Грина G(M, t) оператора Лапласа для области V (способ прибли-
женного построения этой функции будет указан ниже).

Тогда решение уравнения представимо в виде [7]:
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Подставляя сюда вместо F(M, t) его значение из (2), получаем:
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(3)

Уравнение (3) есть интегро-дифференциальное уравнение, описывающее температурное поле
T(M, t) в объеме V. К нему необходимо добавить начальное условие T(M, 0) = ψ(M).

Особенностью уравнения является независимость ядра интегрального оператора от време-
ни и его симметрия, что позволяет применить для построения решения теорему Гильберта –
Шмидта [4]. В соответствии с этой теоремой решение и правую часть уравнения представим в
виде разложения по собственным функциям fk(M) интегрального оператора, порождающего урав-
нение (3):
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kk MftctMT , , (4)
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k
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где fk(M) – нормированное решение уравнения:

      ., N
V
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Подставляя (4) в (3), получим:
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В силу линейной независимости системы собственных функций fk(M) имеем:
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Решение этой задачи Коши представимо в виде:

      
t
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kkkk
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44 .

Удовлетворяя начальному условию, имеем dk = bk. Здесь D(t) – импульсная реакция диффе-
ренциального оператора, определяемая решением задачи Коши:

  04  aDt
dt
dD

k ,

  10 D ,

  atketD  4 .
Подставляя найденные ck(t) в (4), получим окончательный вид решения:
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где           
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Для построения решения по этой формуле необходимо знание функции Грина G(M, N), соб-
ственных функций fk(M) и собственных чисел λk.

Приближенное построение функции Грина

По определению функции Грина задача Дирихле для уравнения Лапласа в области V, ограни-
ченной поверхностью S, имеет вид [7]:

   NMU
r
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MN

,1,  ,



Численное решение начально-краевых задач для уравнения теплопроводности

КОМПЬТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

6 8

  0, NMG  при SN  ,

  0,  NMU .

Задача построения G(M, N) заключается в отыскании гармонической в V функции U(M, N),
обеспечивающей выполнение граничного условия G(M, N) = 0, при N  S.

Эту функцию можно построить приближенно в виде наложения полей нескольких источ-
ников, расположенных за пределами области V. Выбор их положения во многих случаях мо-
жет быть сделан настолько рациональным, что необходимое число источников будет сравни-
тельно мало.

Будем искать функцию Грина в виде:
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здесь Mi – точки расположения источников вне V; ci  – мощности источников.
Совмещая точку N последовательно с граничными точками Qi, i = 1, 2 … m, потребуем

выполнения граничного условия:

  miQMG i ...2,1,0,  .

Эти соотношения задают систему алгебраических уравнений относительно ci :
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ij r
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iMQ
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b 1

 , VM  .

Заметим, что при m > n система не совместна, тогда ее можно решить приближенно, напри-
мер, методом наименьших квадратов [6]. Для исключения такого случая целесообразно поло-
жить n = m, в результате получим систему с квадратной матрицей. Такой способ вычисления
функции Грина можно рассматривать как распространение метода электростатических изобра-
жений [8] на области произвольной формы.

Второй способ приближенного построения функции Грина оператора Лапласа основан на
использовании потенциала двойного слоя. Гармоническую в области функцию U(M, N), входя-
щую в выражение для функции Грина:
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можно искать в виде потенциала двойного слоя:
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Удовлетворяя граничному условию:
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и используя свойства потенциала двойного слоя, получим интегральное уравнение:
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здесь n – внешняя к S нормаль.
Для каждой точки M  V, необходимой для дальнейшего использования функции Грина G(M,

N), решается это ИУ и вычисляется функция Грина.
Если решение искать в виде потенциала простого слоя:
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то приходим к интегральному уравнению первого рода:
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Вычисляя приближенно интеграл по формуле прямоугольников, получим:
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Эти соотношения задают систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) относи-
тельно σi:
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Из-за наличия особенностей QNk
r1  диагональные элементы матрицы этой СЛАУ превосхо-

дят остальные, поэтому определитель СЛАУ не равен нулю и она разрешима и при этом един-
ственным способом.

Синусоидальный режим

Пусть все функции, входящие в (3), изменяются во времени по синусоидальному закону.
Тогда сопоставляя им комплексные амплитуды, отмеченные точками, получим:
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Представляя  MT  и  Mg  в виде разложений по собственным функциям ядра и подстав-
ляя эти разложения в (6), получим:
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Отсюда имеем:
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Подставляя найденные kс в решение, получим:
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Соответствующая временная функция имеет вид:

      
k

kkk ctMfctMT .argsin,  (7)

Решение задачи при краевых условиях Неймана

Пусть в задаче (1) краевые условия имеют вид:
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Решение этой задачи может быть выражено через функцию Грина задачи Неймана [8]:
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Эта функция определяется с точностью до слагаемого с0(M), зависящего от положения
точки M.

Нормирующее условие   
S

N
N dSNMG 0,  определяет функцию GN(M, N) однозначно и де-

лает ее симметричной [8]. Интегро-дифференциальное уравнение, аналогично (3), имеет вид:
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Интегральный оператор, порождающий это уравнение, является самосопряженным в клас-
се интегрируемых с квадратом функций и для решения уравнения применима теория Гильберта –
Шмидта. Повторяя выкладки, изложенные выше, решение можно записать в виде:
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 Nf k , k  – решение уравнения

      ,, N
V

N VdNMGNfMf 

нормированное условием

  .0 
S

NdSNf

Приближенное построение функции Грина задачи Неймана

Как и ранее, функцию Грина GN(M, N) будем искать в виде:
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Здесь c0 – постоянная, зависящая от точки М, с точностью до которой определяется GN(M, N).
Эта постоянная однозначно определяется нормирующим условием:
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Подставляя GN(M, N) в граничное условие:
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получим СЛАУ относительно ck. В матричном виде эта СЛАУ имеет вид:
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Подстановка найденных ck и c0 в (8) дает приближенное значение функции Грина задачи
Неймана для уравнения Лапласа.

Приближенные значения собственных функций fk(M) и собственных чисел k интегральных
операторов с ядрами G(M, N) и GN(M, N) можно построить методом Келлога [4]. Другой способ
вычисления собственных функций и чисел заключается в замене в (5) интеграла квадратурной
формой (например, прямоугольников). При этом задача отыскания собственных функций и чисел
сводится к алгебраической проблеме вычисления спектра симметричной матрицы, которая мо-
жет быть решена методом спектрального разложения матрицы [6].

Из формул (6) и (7) следует, что искомое температурное поле T(M, t) определяется только
собственными функциями fk(M) и числами k удовлетворяющими уравнению (5). Известно [8],
что решение (5) эквивалентно решению задачи Штурма – Лиувилля:

.0)(
,0




SMMf
ff

(8)

Эту задачу можно приближенно решить методом, аналогичным методу построения функ-
ции Грина G(M, N), изложенному выше.

При положительных  фундаментальное решение уравнения (8) имеет вид [7]:
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r
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Вне области решения V выберем произвольно точки niN i ...2,1,   и расположим в них источ-
ники мощностью ci. Решение уравнения (8) представим в виде наложения полей этих источников:
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Последовательно совмещая точку M c граничными точками niQi ...2,1,   и приравнивая
результат к нулю, получим однородную СЛАУ с симметричной матрицей A = (aij), где

 
,

sin

ij

ij

NM

NM
ij r

r
a




ненулевое решение этой СЛАУ существует при условии det(aij) = 0. Корни этого уравнения есть
искомые собственные числа k. Метод решения этого уравнения и вычисления собственных фун-
кций изложен в [5].

Заметим, что при таком способе определения собственных чисел и функций не требуется
предварительного вычисления функции Грина G(M, N), что сокращает объем вычислений.

Для областей, границы которых совпадают с координатными поверхностями каких-либо орто-
гональных координат, собственные функции и числа легко построить методом Фурье [7].
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Abstract. Sometimes it becomes necessary to solve initial boundary value problems for the
heat equation under various boundary conditions in the numerical study of the processes of moisture
removal from moisture-containing materials by electromagnetic radiation. For some bodies of
canonical geometry, one can obtain an analytic solution. For domains of arbitrary shape, a numerical
algorithm based on the use of the Green’s function of the Laplace operator is proposed.

The study considers a solid body with a constant coefficient of thermal diffusivity a and internal
heat sources with a given density f(M, t). Consequently, the solution of the initial boundary value
problem for a body with a surface S and volume V determines the temperature field inside the body.

If the Green’s function G(M, N) of the Laplace operator is known for one of the listed
boundary conditions, then the desired solution can be represented in the form (for boundary
conditions of the first kind α = 1, β = 0).

As a result, the relation is an integral-differential equation with respect to
T(M, t). The integral operator generating this equation is self-adjoint in the class of quadratically-
integrable functions. Therefore, the Hilbert-Schmidts theorem is applicable for the solution.
Expanding the functions T(M, t), f(M, t) into series in eigenfunctions of the integral operator
obtains the Cauchy problem for the coefficient ck(t) of the expansion T(M, t).

Carrying out the necessary transformations, the solution of the starting initial boundary
value problem is expressed in terms of eigenfunctions and the number of the kernel G(M, N)
which can be calculated by the Kellogg method. The authors propose the certain form of the
kernel G(M, N) which is necessary for the realization of this method.

Thus, putting N consecutively points into the boundary points and equating the results to
zero it obtaines a system of linear algebraic equations for ci.

As a result, the proposed method for constructing G(M, N) can be treated as a
generalization of electrostatic images method to regions of arbitrary shape.

In addition, the study obtains expressions for boundary conditions of the second and
third kind. Thus, the proposed method makes it possible to take into account boundary conditions
of various types in a natural way.

Key words: heat equation, Green’s function of the Laplace operator, integral-differential
equation, proper functions and numbers, initial boundary value problems.


