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Аннотация. Для одного модельного интегро-дифференциального уравнения пер-
вого порядка с сингулярным ядром найдены интегральные представления многообра-
зий решений через произвольные постоянные. Найдены случаи, когда данное интегро-
дифференциальное уравнение имеет единственное решение. Построены аналоги тео-
ремы Фредгольма для этого интегро-дифференциального уравнения. Использованный
метод можно применять для изучения модельных и немодельных интегро-дифферен-
циальных уравнений высших порядков.

Ключевые слова: модельное интегро-дифференциальное уравнение, граничные
сингулярные точки, интегральные представления, граничные задачи, системы интег-
ро-дифференциальных уравнений.

Введение

Теория интегро-дифференциальных уравнений и интегро-дифференциальных уравнений с син-
гулярными коэффициентами является одним из важных разделов теории интегральных и дифферен-
циальных уравнений, которые находят широкое и многообразное применение в физике и технике.

Многие задачи прикладного характера, например задача Вольтерра о крутильных колебани-
ях, задача Прандтля расчета крыла самолета, задача об изучении кинетического уравнения Боль-
цмана, приводят к изучению сингулярных интегро-дифференциальных уравнений [4–6; 10–12].
Также в последние годы в силу своей прикладной важности изучаются прямые и обратные зада-
чи для интегро-дифференциальных уравнений [7; 16; 19; 20], а также разрабатываются методы
для исследования разных классов вырождающихся интегро-дифференциальных уравнений в ба-
наховых пространствах [1–3; 17; 18].

Важно заметить, что во многих исследованных сингулярных интегро-дифференциальных
уравнениях существующие там интегралы понимаются в смысле главного значения по Коши, и
поэтому для решения этих уравнений применяются методы теории аналитических функций. В слу-
чае, когда в сингулярных интегро-дифференциальных уравнениях интегралы понимаются в обыч-
ном смысле Римана, известно сравнительно мало работ.

В связи с этим в последние годы в работах Н. Раджабова [13–15] появилась новая методи-
ка для изучения интегральных уравнений типа Вольтерра с сингулярным и сверхсингулярным
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ядром. Эта методика была нами перенесена для изучения интегро-дифференциальных уравне-
ний с сингулярным и сверхсингулярным ядрами в работах [8; 9].

В данной работе предлагаем новую методику решения одного класса обыкновенного интег-
ро-дифференциального уравнения с сингулярным ядром и на основе полученных результатов ис-
следуем граничные задачи для этих уравнений.

Постановка задач и их решение

Пусть  bxax  :  – множество точек на вещественной оси. На Г рассмотрим мо-
дельное интегро-дифференциальное уравнение:
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где A, B, C – заданные постоянные числа; f(x) – заданная функция;  x  – искомая функция.
Прежде всего через  baCa ,1  обозначим класс таких функций, которые имеют производную

первого порядка, и в точке x = a обращаются в нуль с асимптотическим поведением

     1, 1
1  axox ,

а первая производная от этих функций в точке x = a обращается в нуль с асимптотическим
поведением

      
2,2axox ,

где 0  и решения уравнения (1) будем искать в этом классе.
В данной работе будем исследовать уравнение (1) в случае, когда коэффициенты этого урав-

нения связаны между собой равенством BAC  . В этом случае уравнение (1) можно записать
в таком виде:
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Если введем обозначение      xx
ax

Ax 


 , тогда приходим к решению следующей
системы интегро-дифференциальных уравнений:
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Как видно из (3), первое уравнение этой системы является дифференциальным уравнением,
а второе – интегральным уравнением с сингулярным ядром. Эти уравнения в отдельности хоро-
шо изучены в работах Н. Раджабова [13–15]. Используя эти результаты решения системы (3),
получим следующие случаи:

I. Пусть 0B , тогда решение уравнений системы (3) дается по формулам:
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Для получения решения уравнения (2) в первом равенстве (4) вместо  x , подставляя его
значение из второго равенства, получим:
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После некоторых преобразований решение вида (5) легко можно записать в таком виде:
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Не ограничивая общности, предположим, что 11  BA . В этом случае для сходимости
интегралов в правой части (6) требуем, чтобы функция f(x) в точке x = a обращалась в нуль с
асимптотическим поведением:

     Baxoxf  
1,1 . (7)

Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 1. Пусть в интегро-дифференциальном уравнении (1) коэффициенты А, В и

С между собой связаны равенством BAC   и они такие, что выполняется неравенствоо
0B , 11  BA . Функция f(x) в точке x = a обращается в нуль с асимптотическим пове-

дением (7).
Тогда однородное уравнение (1) имеет два линейно независимых решения, а неодно-

родное уравнение (1) в классе функций    baCxy a ,1 , обращающихся в нуль в точке x = a,
всегда разрешимо, и его общее решение содержит две произвольные постоянные, и дает-
ся по формуле (6).

Замечание 1. Подобное утверждение можно получить в случае, когда вместо усло-
вия 11  BA  выполняется условие AB  11 .

Теперь пусть выполняется неравенство 11  BA . В этом случае из выражения (6) сле-
дует, что если решение уравнения (1) при 1 A  существует, тогда для того чтобы оно принадле-
жало классу  baCa ,1 , произвольная постоянная c1 должна быть равна нулю, то есть в этом случае
решение уравнения (1) имеет вид:
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(8)

В этом случае тоже для сходимости интегралов в правой части (8) функция f(x) должна
обращаться в нуль с асимптотическим поведением (7).

Таким образом, имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть в интегро-дифференциальном уравнении (1) коэффициенты А, В и

С между собой связаны равенством BAC   и они такие, что выполняется неравенствоо
0B , 11  BA . Функция f(x) в точке x = a обращается в нуль с асимптотическим

поведением (7).
Тогда однородное уравнение (1) имеет одно линейно независимое решение, а неодно-

родное уравнение (1) в классе функций    baCxy a ,1 , обращающихся в нуль в точке x = a,
всегда разрешимо, и его общее решение содержит одну произвольную постоянную c2, и
дается при помощи формулы (8).
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II. Пусть 0B , тогда формальное решение уравнений системы (3) дается по формулам:
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Так как во втором равенстве этой системы слагаемое   2сax B  не принадлежит классу
 baCa ,1 , поэтому мы должны взять c2 = 0 и значения
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подставляя в первое равенство системы (9), после некоторых преобразований решение уравне-
ния (2) получим в таком виде:
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Если 1 A , тогда для сходимости первого интеграла в правой части (10) требуем, чтобы
функция f(x) в точке x = a обращалась в нуль с асимптотическим поведением:

     1, 2
2  Aaxoxf  . (11)

Таким образом, имеет место следующая теорема.
Теорема 3. Пусть в интегро-дифференциальном уравнении (1) 0B  и коэффициенты

A, B и C между собой связаны равенством BAC  . Кроме того, пусть функция    baCxf ,
и в случае 1 A  в точке x = a обращается в нуль асимптотическим поведением (11).

Тогда однородное уравнение (1) имеет одно линейно независимое решение, а неодно-
родное уравнение (1) в классе функций    baCxy a ,1 , обращающихся в нуль в точке x = a,
всегда разрешимо, и его общее решение содержит одну произвольную постоянную c1 и
дается при помощи формулы (10).

Объединяя вышеприведенные результаты для интегро-дифференциального уравнения (1),
можно построить аналог об альтернативе Фредгольма в следующем виде.

Аналог теоремы об альтернативе Фредгольма для интегро-дифференциально-
го уравнения (1): Если в интегро-дифференциальном уравнении (1) коэффициенты A,
B и C между собой связаны равенством BAC   и они такие, что выполняются нера-
венства 0B , 11  BA , то однородное уравнение (1) имеет два линейно независи-
мых решения и его общее решение содержит две произвольные постоянные, а неодно-
родное уравнение (1) разрешимо тогда и только тогда, когда его правая часть удов-
летворяет условию (7). В этом случае неоднородное уравнение (1) имеет бесконечное
число решений и его общее решение зависит от двух произвольных постоянных, и да-
ется по формуле (6).

Если выполняются неравенства 0B , 11  BA , то однородное уравнение (1)
имеет одно линейно независимое решение и его общее решение содержит одну произ-
вольную постоянную, а неоднородное уравнение (1) разрешимо тогда и только тогда,
когда его правая часть удовлетворяет условию (7). В этом случае неоднородное уравне-
ние (1) имеет бесконечное число решений и его общее решение содержит одну произволь-
ную постоянную, и дается при помощи формулы (8).
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Если выполняется неравенство 0B , то однородное уравнение (1) тоже имеет одно
линейно независимое решение и его общее решение содержит одну произвольную посто-
янную, а неоднородное уравнение (1) разрешимо тогда и только тогда, когда его правая
часть удовлетворяет условию (11). В этом случае тоже неоднородное уравнение (1) име-
ет бесконечное число решений и его общее решение содержит одну произвольную посто-
янную, и дается при помощи формулы (10).

Постановка и решение граничных задач

Вначале изучим свойства решений уравнения (1). Для этого введем следующие обозначения:
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;11;1
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,

x
ax
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x
axdx

d
ax

xPx
ax

xP

B
a
B

ABA
a

BAA
a

A


























(10)

Тогда имеют место следующие замечания.
Замечание 2. Решение вида (6) обладает свойствами:

        .; 2,1 cxPcxP
ax

a
BAax

a
A 

 (11)

Замечание 3. Решение вида (8) обладает свойством

   
1

2




 BA
cxP

ax

a
B . (12)

Используя полученные интегральные представления и свойства данных решений для урав-
нения (1), можно ставить и решать граничные задачи типа Коши.

Задача А1. Требуется найти решение уравнения (1) из класса  baCa ,1  по следующим
условиям:

      ,)(,)( 1
2,

1
1 BxPBxP

ax
a

BAax
a
A 



где )2,1(1 jB j  – заданные постоянные числа;    )(,)( , xPxP a
BA

a
A   – функции, определенные в (10).

Исследование задачи А1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Используя интегральное
представление (6) и его свойства (11), находим постоянные с1, с2 : 

1
22

1
11 , BcBc  .

Подставляя значения с1, с2 в (6), получим
 )(,,)( 1

2
1
11 xfBBEx  . (13)

Таким образом, о решении задачи А1 справедливо следующее утверждение.
Теорема 4. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (1) удовлетворяют всем

условиям теоремы 1. Тогда задача А1 имеет единственное решение, которое выражается
формулой (13).

Задача А2. Требуется найти решение уравнения (1) из класса  baCa ,1  по следующим
условиям

   ,)( 1
3BxP

ax

a
B 



где 1
3B  – заданное постоянное число;  )(xPa

B   – функция, определенная в (10).
Исследование задачи А2. Пусть выполнены условия теоремы 2. Используя интегральное

представление (8) и его свойства (12), находим постоянную с2:
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     1
22

1
2

2 1
1

)( BBAcB
BA

cxP
ax

a
B 




 .

Подставляя значения с2 в (8), получим

  )(,1,0)( 1
21 xfBBAEx   . (14)

Таким образом, о решении задачи А2 справедливо следующее утверждение.
Теорема 5. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (1) удовлетворяют всем

условиям теоремы 2. Тогда задача А2 имеет единственное решение, которое выражается
формулой (14).

Замечание 4. Подобную задачу можно решить для нахождения с1 в решении вида (10).
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Abstract. Integral representations of manifold solutions are obtained by arbitrary constants
for one-class first-order model integro-differential equation with singularity in the kernel. First of
all, the author highlights a new class of functions that at point x = a convert to zero with some
asymptotic behavior. The solution of the given equation is found in this class. It is shown that the
solution of studied equation is equivalent to the solution of such system of integro-differential
equation in which one of the equations is differential equation, and the other is integral equation.
In the case when 0B , the solution of homogeneous equation depends on two arbitrary constants
and general solutions of non-homogeneous equation, as well as on two arbitrary constants.
When 0B  the solution of homogeneous equation depends only on one arbitrary constant, and
the general solution of non-homogeneous equation depends on one arbitrary constant too.

The analogue of Fredholm theorems it proposed for a given integro-differential equation.
In addition, the singular differential operators are described, and the main properties of these
operators are studied.

In the cases, when the solution of a given integro-differential equation depends on any
arbitrary constant, a Koshi-type problems are investigated. For the investigation of Koshi-
type problems, first of all, the property of the obtained solution is studied. It is shown that,
when some conditions are fulfilled, the Koshi-type problems have only unique solution. All
received results can be transferred for the equations with right singular point in the kernel.

The method of solution of a given singular integro-differential equation can be used for
the solution of higher-order model and non-model integro-differential equations with singular
coefficients. Moreover, the proposed method can be used for the solution of partial model and
non-model integro-differential equations with singular coefficients.

Key words: model integro-differential equation, boundary singular points, integral
representations, boundary problems, systems of integro-differential equations.


