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Аннотация. Изучаются разностные операторы, соответствующие опера-
тору Штурма — Лиувилля с растущим потенциалом общего вида. Методом ис-
следования служит метод подобных операторов, обычно применяемый в спек-
тральном анализе различных классов дифференциальных операторов. В зави-
симости от условий, накладываемых на потенциал, сформулированы теоремы
о том, что исследуемый оператор является генератором полугруппы (группы)
операторов и выписан вид подобной полугруппы (группы).
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Введение

Рассмотрим гильбертово пространство двусторонних комплексных последователь-
ностей 𝑙2(Z) со скалярным произведением (𝑥, 𝑦) =

∑︀
𝑛∈Z

𝑥(𝑛)𝑦(𝑛), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑙2(Z), 𝑥 : Z → C,

𝑦 : Z → C, и нормой ‖𝑥‖ =
(︀ ∑︀
𝑛∈Z

|𝑥(𝑛)|2
)︀1/2

, порожденной этим скалярным произве-

дением. В пространстве 𝑙2(Z) зададим линейный оператор 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z)
формулой

(𝐴𝑥)(𝑛) = 𝑎(𝑛)𝑥(𝑛), 𝑛 ∈ Z, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), (1)

с областью определения 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑙2(Z) вида

𝐷(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑙2(Z) :
∑︁
𝑛∈Z

|𝑎(𝑛)|2|𝑥(𝑛)|2 < ∞},

где 𝑎 : Z → C — последовательность, обладающая свойствами:
1) 𝑎(𝑖) ̸= 𝑎(𝑗) при 𝑖 ̸= 𝑗;
2) lim

|𝑛|→∞
|𝑎(𝑛)| = ∞;

3) 0 < 𝑑𝑖 = inf𝑖 ̸=𝑗 |𝑎(𝑖)− 𝑎(𝑗)| → ∞, |𝑖| → ∞.
Символом ρ(𝐴) обозначим резольвентное множество оператора 𝐴, а символом

σ(𝐴) — его спектр. Из условий на последовательность 𝑎 : Z → C следует, что σ(𝐴) =
= {𝑎(𝑛), 𝑛 ∈ Z}, то есть спектр оператора 𝐴 состоит из простых изолированных соб-
ственных значений. Если число λ0 не совпадает ни с одним 𝑎(𝑛), то λ0 ∈ ρ(𝐴) и оператор
(𝐴−λ0𝐼)−1 : 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z) действует по формуле ((𝐴−λ0𝐼)−1𝑥)(𝑛) = ((𝑎(𝑛)−λ0)−1𝑥)(𝑛),
𝑛 ∈ Z. Такой оператор является нормальным компактным оператором. Поэтому оператор
𝐴 также является нормальным оператором. Собственными векторами 𝑒𝑛, 𝑛 ∈ Z, опера-
тора 𝐴 являются векторы стандартного базиса пространства 𝑙2(Z), то есть векторы 𝑒𝑛,
𝑛 ∈ Z, такие, что 𝑒𝑛(𝑚) = δ𝑛𝑚, 𝑛,𝑚 ∈ Z, где δ𝑛𝑚 — символ Кронекера.

Пусть самосопряженный ограниченный оператор 𝐵 : 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z) действует по
формуле

(𝐵𝑥)(𝑛) = −2𝑥(𝑛) + 𝑥(𝑛+ 1) + 𝑥(𝑛− 1), 𝑛 ∈ Z, 𝑥 ∈ 𝑙2(Z). (2)

В работе изучается возмущенный оператор 𝒜 = 𝐴−𝐵 : 𝐷(𝒜) ⊂ 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z), 𝐷(𝒜) =
= 𝐷(𝐴). Рассматриваемый класс разностных операторов и их матриц соответствует
уравнениям Штурма — Лиувилля при их дискретизации [12].

Основные результаты статьи содержатся в теоремах 2–4. Для их формулировки
нам потребуется асимптотика собственных значений оператора 𝐴−𝐵, которая получена
в [8; 10]. Приведем ниже без доказательства соответствующую теорему.
Теорема 1 ([10, теорема 1]). Существует такое целое число 𝑘 > 0, что спектр σ(𝒜)
оператора 𝒜 представим в виде

σ(𝒜) = σ(𝑘)
⋃︁(︂ ⋃︁

|𝑖|>𝑘

σ𝑖

)︂
,

где σ(𝑘) содержит не более чем 2𝑘 + 1 собственных значений, σ𝑖 = {µ𝑖}, |𝑖| > 𝑘, —
одноточечные множества, и имеют место следующие асимптотические формулы:

µ𝑖 = 𝑎(𝑖) + 2 +𝑂(𝑑−1
𝑖 ), |𝑖| > 𝑘, (3)
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µ𝑖 = 𝑎(𝑖) + 2− 𝑎(𝑖+ 1)− 2𝑎(𝑖) + 𝑎(𝑖− 1)

(𝑎(𝑖+ 1)− 𝑎(𝑖))(𝑎(𝑖− 1)− 𝑎(𝑖))
+𝑂(𝑑−3

𝑖 ), |𝑖| > 𝑘. (4)

Обозначим через 𝑃𝑛 = 𝑃 ({𝑎(𝑛)}, 𝐴) спектральный проектор, построенный по одно-
точечному множеству {𝑎(𝑛)}, 𝑛 ∈ Z, невозмущенного оператора 𝐴, и через 𝑄𝑘 оператор
𝑄𝑘 =

∑︀
|𝑖|6𝑘

𝑃𝑖. Таким образом, 𝑃𝑛𝑥 = (𝑥, 𝑒𝑛)𝑒𝑛 = 𝑥(𝑛)𝑒𝑛, 𝑛 ∈ Z, где 𝑥 = (𝑥(𝑛)) ∈ 𝑙2(Z).

Определения и используемые результаты из теории полугрупп можно найти
в [1; 16; 18].

В следующих теоремах используются обозначения теоремы 1, и ее условия счита-
ются выполненными. Обозначение Im𝐶 означает образ некоторого линейного операто-
ра 𝐶.

Пусть ℋ — комплексное гильбертово пространство. Символом Endℋ обозначим
банахову алгебру ограниченных линейных операторов, действующих в ℋ с нормой
‖𝑋‖∞ = sup

‖𝑥‖=1

‖𝑋𝑥‖, 𝑥 ∈ ℋ.

Теорема 2. Пусть последовательность 𝑎 : Z → C удовлетворяет условию Re 𝑎(𝑛) 6
6 β для всех 𝑛 ∈ Z и некоторого β ∈ R. Тогда оператор 𝒜 является генератором
полугруппы операторов 𝑇 : R+ → End 𝑙2(Z), и эта полугруппа подобна полугруппе̃︀𝑇 : R+ → End 𝑙2(Z) вида

̃︀𝑇 (𝑡) = ̃︀𝑇(𝑘)(𝑡)⊕ ̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (5)

действующей в 𝑙2(Z) = ℋ(𝑘)⊕ℋ(𝑘), где ℋ(𝑘) = Im𝑄𝑘 и ℋ(𝑘) = Im (𝐼−𝑄𝑘). Полугруппа̃︀𝑇 (𝑘) : R+ → Endℋ(𝑘) определяется формулой

̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡)𝑥 =
∑︁
|𝑛|>𝑘

𝑒µ𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ℋ(𝑘), 𝑡 ∈ R+,

где числа µ𝑛, |𝑛| > 𝑘, определены равенствами (3), (4).
Теорема 3. Пусть α 6 Re 𝑎(𝑛) 6 β, α, β ∈ R, для всех 𝑛 ∈ Z. Тогда оператор
𝒜 : 𝐷(𝒜) ⊂ 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z) является производящим оператором группы операторов
𝑇 : R → End 𝑙2(Z) и эта группа подобна группе ̃︀𝑇 : R → End 𝑙2(Z) вида (5), где

̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡)𝑥 =
∑︁
|𝑛|>𝑘

𝑒µ𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ℋ(𝑘), 𝑡 ∈ R.

Теорема 4. Пусть оператор 𝒜 : 𝐷(𝒜) ⊂ 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z) самосопряжен. Тогда оператор
𝑖𝒜 является генератором группы изометрий 𝑇 : R → End 𝑙2(Z), эта группа подобна
группе вида (5), где

̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡)𝑥 =
∑︁
|𝑛|>𝑘

𝑒𝑖µ𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ℋ(𝑘), 𝑡 ∈ R.

Отметим, что в работах [8–11] исследовались спектральные свойства указанного
разностного оператора 𝐴−𝐵. Вопросы, связанные с построением генератора полугруппы
(группы) операторов, в этих работах не рассматривались. В [9] изучался случай четной
последовательности 𝑎 : Z → C, что соответствует четному потенциалу.
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1. О методе подобных операторов

Метод подобных операторов берет начало с работ А. Пуанкаре, А.М. Ляпунова,
Н.М. Крылова, Н.Н. Боголюбова, К.О. Фридрихса, Р. Тернера и окончательно оформ-
ляется в работах А.Г. Баскакова [1–3; 6; 7]. Мы будем придерживаться идеологии и
методологии работы [3]. Обычно метод подобных операторов применяется для получе-
ния спектральных характеристик дифференциальных операторов (см., например, недав-
но вышедшие работы [4; 5; 13–15; 17]).

К исследованию разностных операторов метод подобных операторов применялся в
[8–11].
Определение 1 ([3]). Два линейных оператора 𝐴𝑖 : 𝐷(𝐴𝑖) ⊂ ℋ → ℋ, 𝑖 = 1, 2, называ-
ются подобными, если существует непрерывно обратимый оператор 𝑈 ∈ Endℋ такой,
что 𝑈𝐷(𝐴2) = 𝐷(𝐴1) и 𝐴1𝑈𝑥 = 𝑈𝐴2𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴2). Оператор 𝑈 называется оператором
преобразования оператора 𝐴1 в 𝐴2.

Подобные операторы обладают рядом совпадающих спектральных свойств. Соот-
ветствующее утверждение удобно формулировать в виде следующей леммы.
Лемма 1 ([3]). Пусть 𝐴𝑖 : 𝐷(𝐴𝑖) ⊂ ℋ → ℋ, 𝑖 = 1, 2, — два подобных операто-
ра, и 𝑈 ∈ Endℋ — оператор преобразования оператора 𝐴1 в оператор 𝐴2. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1) σ(𝐴1) = σ(𝐴2), σ𝑑(𝐴1) = σ𝑑(𝐴2), σ𝑐(𝐴1) = σ𝑐(𝐴2), σ𝑟(𝐴1) = σ𝑟(𝐴2), где σ(𝐴𝑖),
σ𝑑(𝐴𝑖), σ𝑐(𝐴𝑖), σ𝑟(𝐴𝑖), 𝑖 = 1, 2,— спектр, дискретный, непрерывный и остаточный
спектры операторов 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, соответственно;

2) если оператор 𝐴2 допускает разложение 𝐴2 = 𝐴21⊕𝐴22, где 𝐴2𝑘 = 𝐴|ℋ𝑘, 𝑘 =
= 1, 2, — сужение 𝐴2 на ℋ𝑘 относительно прямой суммы ℋ = ℋ1⊕ℋ2 инвариантных
относительно 𝐴2 подпространств ℋ1, ℋ2, то подпространства ̃︀ℋ𝑘 = 𝑈(ℋ𝑘), 𝑘 =

= 1, 2, инвариантны относительно оператора 𝐴1 и 𝐴1 = 𝐴11 ⊕ 𝐴12, где 𝐴1𝑘 = 𝐴| ̃︀ℋ𝑘,
𝑘 = 1, 2, относительно разложения ℋ = ̃︀ℋ1 ⊕ ̃︀ℋ2. Кроме того, если 𝑃 — проектор,
осуществляющий разложение ℋ = ℋ1 ⊕ℋ2 (то есть ℋ1 = Im𝑃 — образ проектора
𝑃 , ℋ2 = Im (𝐼 − 𝑃 ) — образ дополнительного проектора), то проектор ̃︀𝑃 ∈ Endℋ,
осуществляющий разложение ℋ = ̃︀ℋ1 ⊕ ̃︀ℋ2, определяется формулой

̃︀𝑃 = 𝑈𝑃𝑈−1;

3) если оператор 𝐴2 является генератором сильно непрерывной полугруппы
операторов 𝑇2 : R+ = [0,∞) → Endℋ (полугруппы класса 𝐶0), то оператор 𝐴1

также является генератором сильно непрерывной полугруппы операторов

𝑇1(𝑡) = 𝑈𝑇2(𝑡)𝑈
−1, 𝑡 > 0, 𝑇1 : R+ → Endℋ.

Линейные операторы, действующие в пространстве операторов согласно термино-
логии М.Г. Крейна будем называть трансформаторами.

Наиболее важным понятием метода подобных операторов является понятие допу-
стимой тройки.
Определение 2 ([3]). Пусть 𝐽 : Endℋ → Endℋ, Γ : Endℋ → Endℋ, являются транс-
форматорами. Тройку (Endℋ, 𝐽,Γ) назовем допустимой для невозмущенного оператора
𝐴 тройкой, и Endℋ — допустимым пространством возмущений, если

1) 𝐽 и Γ — непрерывные трансформаторы, причем 𝐽 — проектор;
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2) (Γ𝑋)𝐷(𝐴) ⊂ 𝐷(𝐴), при этом

𝐴Γ𝑋 − (Γ𝑋)𝐴 = 𝑋 − 𝐽𝑋, 𝑋 ∈ Endℋ, (6)

и 𝑌 = Γ𝑋 ∈ Endℋ — единственное решение уравнения 𝐴𝑌 − 𝑌 𝐴 = 𝑋 − 𝐽𝑋, удовле-
творяющее условию 𝐽𝑌 = 0;

3) существует постоянная γ > 0 такая, что

‖Γ‖ 6 γ, max{‖𝑋Γ𝑌 ‖, ‖(Γ𝑋)𝑌 ‖} 6 γ‖𝑋‖‖𝑌 ‖;

4) для любого 𝑋 ∈ Endℋ и ε > 0 существует λε ∈ ρ(𝐴) такое, что

‖𝑋(𝐴− λε𝐼)−1‖ < ε.

Теорема 5 ([3]). Пусть (Endℋ, 𝐽,Γ) — допустимая для оператора 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ ℋ →
→ ℋ тройка и 𝐵 — некоторый оператор из Endℋ. Тогда, если

4γ‖𝐵‖ < 1, (7)

то оператор 𝐴−𝐵 подобен оператору 𝐴− 𝐽𝑋*, где оператор 𝑋* ∈ Endℋ является
решением нелинейного операторного уравнения

𝑋 = 𝐵Γ𝑋 − (Γ𝑋)(𝐽𝐵)− (Γ𝑋)𝐽(𝐵Γ𝑋) +𝐵. (8)

Решение 𝑋* может быть найдено методом простых итераций, положив 𝑋0 = 0,
𝑋1 = 𝐵, . . . Преобразование подобия оператора 𝐴 − 𝐵 в оператор 𝐴 − 𝐽𝑋* осу-
ществляет оператор 𝐼 + Γ𝑋* ∈ Endℋ.

Из леммы 1 и теоремы 5 следует следующая теорема.
Теорема 6. Пусть (Endℋ, 𝐽,Γ) — допустимая тройка для оператора 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂
⊂ ℋ → ℋ, оператор 𝐵 ∈ Endℋ удовлетворяет условию (7), и оператор 𝐴 − 𝐽𝑋*,
где 𝑋* — решение нелинейного операторного уравнения (8), является генератором
полугруппы операторов ̃︀𝑇 : R+ → Endℋ. Тогда оператор 𝐴−𝐵 является генерато-
ром полугруппы операторов 𝑇 : R+ → Endℋ, определенной равенствами

𝑇 (𝑡) = (𝐼 + Γ𝑋*) ̃︀𝑇 (𝑡)(𝐼 + Γ𝑋*)
−1, 𝑡 ∈ R+.

2. Преобразование подобия исходного оператора

В этом параграфе символом ℋ будем обозначать гильбертово пространство 𝑙2(Z).
Отметим, что в дальнейшем удобно будет пользоваться матричным представлением опе-
раторов 𝐴 и 𝐵, определенных формулами (1) и (2) соответственно.

Представим оператор 𝐴−𝐵 в виде 𝐴−𝐵 = ̃︀𝐴− ̃︀𝐵, где ( ̃︀𝐴𝑥)(𝑛) = 𝑎(𝑛)𝑥(𝑛)+2𝑥(𝑛),
( ̃︀𝐵𝑥)(𝑛) = 𝑥(𝑛− 1) + 𝑥(𝑛+ 1). Тогда σ( ̃︀𝐴) = {𝑎(𝑛) + 2, 𝑛 ∈ Z} — собственные векторы
и спектральные проекторы те же, что и у оператора ̃︀𝐴, оператор ̃︀𝐵 ∈ Endℋ, ‖ ̃︀𝐵‖ = 2 и
главная диагональ у матрицы оператора ̃︀𝐵 нулевая.

Перейдем к определению трансформаторов 𝐽𝑘 : Endℋ → Endℋ и Γ𝑘 : Endℋ →
→ Endℋ, 𝑘 > 0. Положим

𝐽𝑘𝑋 =
∑︁
|𝑛|>𝑘

𝑃𝑛𝑋𝑃𝑛 +𝑄𝑘𝑋𝑄𝑘, 𝑋 ∈ Endℋ.
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Очевидно, что трансформатор 𝐽𝑘 блочно диагонализирует матрицу оператора 𝑋 и
𝐽𝑘 ̃︀𝐵 — оператор конечного ранга.

Перепишем равенство (6) для матричных элементов 𝑦𝑛𝑚, 𝑛, 𝑚 ∈ Z, матрицы 𝑌
(𝑌 = Γ𝑘𝑋):

𝑎(𝑛)𝑦𝑛𝑚 − 𝑦𝑛𝑚𝑎(𝑚) = 𝑥𝑛𝑚, 𝑛 ̸= 𝑚,max{|𝑛|, |𝑚|} > 𝑘,

откуда

𝑦𝑛𝑚 =
𝑥𝑛𝑚

𝑎(𝑛)− 𝑎(𝑚)
, (9)

и 𝑦𝑛𝑚 = 0 в противном случае. Так как 𝑎(𝑛) ̸= 𝑎(𝑚) при 𝑛 ̸= 𝑚, то формула (9)
корректна. Таким образом, матричные элементы оператора Γ𝑘𝑋 определены. При этом
𝑌 ∈ Endℋ.
Лемма 2 ([10, лемма 2]). Тройка (End 𝑙2(Z), 𝐽𝑘,Γ𝑘) является допустимой для опера-
тора ̃︀𝐴 тройкой при любом 𝑘 > 0.

Отметим, что в уже упомянутых работах [8–11] для разностного оператора были
построены различные допустимые тройки. Они отличались выбором пространства допу-
стимых возмущений. Наряду с Endℋ в качестве пространства допустимых возмуще-
ний можно рассматривать пространство End1ℋ операторов из Endℋ, имеющих матри-
цы с суммируемыми диагоналями. При этом возмущение ̃︀𝐵 принадлежит пространству
End1ℋ. Также в качестве пространства допустимых возмущений может выступать дву-
сторонний идеал операторов Гильберта — Шмидта S2(ℋ) из алгебры Endℋ. В этом
случае на последовательность 𝑑 : Z → C необходимо наложить дополнительное условие∑︀
𝑖∈Z

𝑑−2
𝑖 < ∞. Отметим также, что ̃︀𝐵 /∈ S2(ℋ). Поэтому придется проводить вначале

предварительное преобразование подобия (см.: [3; 13–15]).
При построении генераторов групп (полугрупп) операторов можно использовать

любую из перечисленных допустимых троек. Выбор пространств допустимых возмуще-
ний несущественен, поэтому остановимся на Endℋ.

Теорема 7 ([10, теорема 4]). Существует такое 𝑘 > 0, что оператор ̃︀𝐴− ̃︀𝐵 подобен
оператору блочно-диагонального вида ̃︀𝐴− 𝐽𝑘𝑋*, то есть

( ̃︀𝐴− ̃︀𝐵)(𝐼 + Γ𝑘𝑋*) = (𝐼 + Γ𝑘𝑋*)( ̃︀𝐴− 𝐽𝑘𝑋*),

где оператор 𝑋* есть решение уравнения (8) с Γ𝑘 и 𝐽𝑘 и возмущением ̃︀𝐵.
Отметим, что теорема 7 вытекает из леммы 2 и теоремы 5, если учесть, что 𝑑𝑛 → ∞

при |𝑛| → ∞.

3. Доказательство основных результатов

Пусть ℋ — абстрактное комплексное гильбертово пространство, причем оно пред-
ставимо в виде взаимно ортогональных замкнутых подпространств ℋ𝑛, 𝑛 ∈ Z, то есть

ℋ =
⨁︁
𝑛∈Z

ℋ𝑛, (10)

где ℋ𝑖 ортогонально ℋ𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ Z, и 𝑥 =
∑︀
𝑛∈Z

𝑥𝑛, 𝑥𝑛 ∈ ℋ𝑛, ‖𝑥‖2 =
∑︀
𝑛∈Z

‖𝑥𝑛‖2.
Такое представление пространства ℋ ведет к существованию разложения единицы си-
стемой ортопроекторов 𝒫𝑛, 𝑛 ∈ Z.
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При этом проекторы 𝒫𝑛, 𝑛 ∈ Z, обладают свойствами:
1) 𝒫*

𝑛 = 𝒫𝑛, 𝑛 ∈ Z;
2) 𝒫𝑖𝒫𝑗 = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ Z, 𝒫2

𝑖 = 𝒫𝑖;
3) ряд

∑︀
𝑛∈Z

𝒫𝑛𝑥 безусловно сходится к 𝑥 ∈ ℋ и ‖𝑥‖2 = ∑︀
𝑘∈Z

‖𝒫𝑘𝑥‖2.

Определение 3. Линейный оператор ℰ : 𝐷(ℰ) ⊂ ℋ → ℋ называется ортогональной
прямой суммой ограниченных операторов ℰ𝑛 ∈ Endℋ𝑛, 𝑛 ∈ Z, относительно разложения
вида (10), при этом используется запись

ℰ =
⨁︁
𝑛∈Z

ℰ𝑛, (11)

если:
1) ℋ𝑛 ⊂ 𝐷(ℰ) для всех 𝑛 ∈ Z;
2) каждое подпространство ℋ𝑛, 𝑛 ∈ Z, инвариантно для оператора ℰ и ℰ𝑛, 𝑛 ∈ Z,

есть сужение оператора ℰ на подпространство ℋ𝑛, 𝑛 ∈ Z.
Операторы ℰ𝑛, 𝑛 ∈ Z, называются частями оператора ℰ .
Невозмущенный оператор ̃︀𝐴 : 𝐷( ̃︀𝐴) ⊂ 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z) есть прямая ортогональная

сумма операторов относительно разложения ℋ = 𝑙2(Z) вида (10), где ℋ𝑛 = Im𝑃𝑛,
𝑛 ∈ Z, имеющих ранг один, то есть

̃︀𝐴 =
⨁︁
𝑛∈Z

(𝑎(𝑛) + 2)𝐼𝑛,

где символом 𝐼𝑛, 𝑛 ∈ Z, обозначен тождественный оператор в подпространстве ℋ𝑛,
𝑛 ∈ Z. При этом системой ортопроекторов, осуществляющих разложение единицы, яв-
ляется система его проекторов Рисса. Оператор ̃︀𝐴 также является прямой ортогональной
суммой операторов ̃︀𝐴 =

(︂ ⨁︁
|𝑛|>𝑘

𝐴𝑛

)︂
⊕ 𝐴(𝑘), (12)

относительно разложения ℋ = 𝑙2(Z) вида

ℋ = ℋ(𝑘)

⨁︁
|𝑛|>𝑘

ℋ𝑛, (13)

где ℋ(𝑘) = Im𝑄𝑘, 𝑄𝑘 =
∑︀
|𝑖|6𝑘

𝑃𝑖, 𝐴(𝑘) = 𝐴|ℋ(𝑘), 𝑘 > 0, и ранг 𝐴(𝑘) равен 2𝑘 + 1.

Теорема 8. Существует такое число 𝑘 > 0, что оператор 𝐴 − 𝐵, определенный
формулами (1), (2), подобен оператору, который является ортогональной прямой
суммой операторов конечного ранга. Причем имеет место равенство

(𝐴−𝐵)(𝐼 + Γ𝑘𝑋*) = (𝐼 + Γ𝑘𝑋*)

(︂(︂ ⨁︁
|𝑛|>𝑘

̃︀𝐴𝑛

)︂
⊕ ̃︀𝐴(𝑘)

)︂
,

где ранг ̃︀𝐴𝑛, |𝑛| > 𝑘, равен 1, ранг ̃︀𝐴(𝑘), 𝑘 > 0, равен 2𝑘 + 1, ̃︀𝐴𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝑃𝑛𝑋*|ℋ𝑛,̃︀𝐴(𝑘) = 𝐴(𝑘) − 𝑄𝑘𝑋*|ℋ(𝑘), и оператор 𝑋* есть решение нелинейного операторного
уравнения (8).
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Доказательство. Из теоремы 7 следует, что оператор ̃︀𝐴− ̃︀𝐵 = 𝐴−𝐵 подобен оператору̃︀𝐴−𝐽𝑘𝑋*. Непосредственно из определения трансформатора 𝐽𝑘 ∈ End 𝑙2(Z) следует, что
оператор 𝐽𝑘𝑋 допускает разложение в ортогональную прямую сумму операторов

𝐽𝑘𝑋 =

(︂⨁︁
𝑛>𝑘

𝑋𝑛

)︂
⊕𝑋(𝑘),

где 𝑋(𝑘) = 𝑄(𝑘)𝑋|ℋ(𝑘) и 𝑋𝑛 = 𝑃𝑛𝑋|ℋ𝑛, |𝑛| > 𝑘. Таким образом, теорема 8 вытекает из
теоремы 7.

Для операторов ℰ вида (11) имеет место следующая лемма.
Лемма 3. Для того чтобы оператор ℰ вида (11) был генератором некоторой сильно
непрерывной полугруппы 𝑇0 : R+ → Endℋ, необходимо и достаточно выполнения
условия

sup
𝑡∈[0,𝑎]

sup
𝑛∈Z

‖𝑒ℰ𝑛𝑡‖Endℋ𝑛 = 𝐶(𝑎) < ∞, (14)

где 𝑎 > 1. Если условие (14) выполнено, то операторы 𝑇0(𝑡), 𝑡 > 0, представимы в
виде ортогональной прямой суммы

𝑇0(𝑡) =
⨁︁
𝑛∈Z

𝑒ℰ𝑛𝑡, 𝑡 ∈ R+,

относительно разложения (10).

Доказательство. Если выполнено условие (14), то формула

𝑇0(𝑡)𝑥 =
∑︁
𝑛∈Z

𝑒ℰ𝑛𝑡𝒫𝑛𝑥

определяет ограниченный оператор, что следует из равенства Парсеваля

‖𝑇0(𝑡)𝑥‖2 =
∑︁
𝑛∈Z

‖𝑒ℰ𝑛𝑡𝒫𝑛𝑥‖2 6 𝐶2(𝑎)
∑︁
𝑛∈Z

‖𝒫𝑛𝑥‖2 = 𝐶2(𝑎)‖𝑥‖2.

Непосредственно проверяется, что операторы 𝑇0 ∈ Endℋ образуют полугруппу опера-
торов. Ввиду того, что она сильно непрерывна на плотном подпространстве векторов,
представимых в виде 𝑥 =

∑︀
|𝑛|6𝑚

𝒫𝑛𝑥, 𝑚 ∈ Z+, то она сильно непрерывна на всем про-

странстве ℋ.
Обратное утверждение очевидно. Лемма доказана.

Аналогичный результат имеет место для группы операторов. Таким образом, по-
строение полугруппы (группы) операторов для исходного оператора сводится к постро-
ению полугруппы (группы) операторов для оператора, являющегося прямой ортогональ-
ной суммой операторов конечного ранга с использованием леммы 3.

Утверждения теорем 2–4 следуют из теоремы 7 и леммы 3. При этом, учитывая, что
пространство ℋ есть прямая сумма ℋ = ℋ(𝑘)⊕ℋ(𝑘) = ℋ(𝑘)⊕|𝑖|>𝑘ℋ𝑖, ℋ(𝑘) = Im(𝐼−𝑄𝑘),
ℋ(𝑘) = ⊕|𝑖|>𝑘ℋ𝑖 и все операторы ̃︀𝐴𝑗 имеют ранг, равный 1. Поэтому, при выполнении
условий теоремы 7, соответствующая полугруппа имеет вид

̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡)𝑥 =
∑︁
|𝑛|>𝑘

𝑒µ𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ℋ(𝑘), 𝑡 > 0,
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где числа µ𝑛 определены формулами (3) или (4). В условиях теоремы 4 в силу теоремы
Стоуна [18] оператор 𝑖𝒜 является генератором сильно непрерывной группы изометрий.

Пример 1. Все приведенные результаты имеют место в случае, если 𝑎(𝑛) =
= 𝑐1sign (𝑛) · |𝑛|α + 𝑐2, 𝑛 ∈ Z, α > 1 и 𝑐1, 𝑐2 — некоторые константы, причем 𝑐1 ̸= 0.
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Abstract. We consider 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z), (𝐴𝑥)(𝑛) = 𝑎(𝑛)𝑥(𝑛),
𝑛 ∈ Z, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), and (𝐵𝑥)(𝑛) = −2𝑥(𝑛) + 𝑥(𝑛− 1) + 𝑥(𝑛+ 1). Let 𝑎 : Z → C
be a sequence with property:

1) 𝑎(𝑖) ̸= 𝑎(𝑗), 𝑖 ̸= 𝑗;
2) lim

|𝑛|→∞
|𝑎(𝑛)| = ∞;
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3) 0 < 𝑑𝑖 = inf𝑖 ̸=𝑗 |𝑎(𝑖)− 𝑎(𝑗)| → ∞, |𝑖| → ∞.
By 𝒜 we denote the operator 𝐴 − 𝐵. By 𝑃𝑛 we denote 𝑃𝑛 = 𝑃 (𝑎(𝑛), 𝐴),

𝑛 ∈ Z, and by 𝑄𝑘 denote the operator 𝑄𝑘 =
∑︀
|𝑖|6𝑘

𝑃𝑖.

Theorem 1. There exists a number 𝑘 > 0, such that the spectrum σ(𝒜) of
operator 𝒜 has form

σ(𝒜) = σ(𝑘)
⋃︁(︂ ⋃︁

|𝑖|>𝑘

σ𝑖

)︂
,

where σ(𝑘) is a finite set with number of points not exceeding 2𝑘 + 1 and σ𝑖 =
= {µ𝑖}, |𝑖| > 𝑘, are singleton sets. The asymptotic formulas of eigenvalues have
the following form:

µ𝑖 = 𝑎(𝑖) + 2 +𝑂(𝑑−1
𝑖 ),

µ𝑖 = 𝑎(𝑖) + 2− 𝑎(𝑖+ 1)− 2𝑎(𝑖) + 𝑎(𝑖− 1)

(𝑎(𝑖+ 1)− 𝑎(𝑖))(𝑎(𝑖− 1)− 𝑎(𝑖))
+𝑂(𝑑−3

𝑖 ), |𝑖| > 𝑘.

Theorem 2. Let the sequence 𝑎 : Z → C satisfies the condition Re 𝑎(𝑛) 6
6 β for all 𝑛 ∈ Z and a β ∈ R. Then the operator 𝒜 is the generator of
the semigroup operators 𝑇 : R+ → End 𝑙2(Z) and this semigroup is similar tõ︀𝑇 : R+ → End 𝑙2(Z) type

̃︀𝑇 (𝑡) = ̃︀𝑇(𝑘)(𝑡)⊕ ̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡), 𝑡 ∈ R+,

acting in 𝑙2(Z) = ℋ(𝑘) ⊕ℋ(𝑘), where ℋ(𝑘) = Im𝑄𝑘 and ℋ(𝑘) = Im (𝐼 −𝑄𝑘). The
semigroup ̃︀𝑇 (𝑘) : R+ → Endℋ(𝑘) determined by the formula

̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡)𝑥 =
∑︁
|𝑛|>𝑘

𝑒µ𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ℋ(𝑘), 𝑡 ∈ R+,

where the numbers µ𝑛, |𝑛| > 𝑘, are defined by Theorem 1.
Theorem 3. Let α 6 Re 𝑎(𝑛) 6 β, α, β ∈ R, for every 𝑛 ∈ Z. Then the

operator 𝒜 : 𝐷(𝒜) ⊂ 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z) is generator of group 𝑇 : R → End 𝑙2(Z).
This group is similar to ̃︀𝑇 : R → End 𝑙2(Z), where ̃︀𝑇 (𝑡) = ̃︀𝑇(𝑘)(𝑡)⊕ ̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡), 𝑡 ∈ R
and ̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡)𝑥 =

∑︁
|𝑛|>𝑘

𝑒µ𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ℋ(𝑘), 𝑡 ∈ R.

Theorem 4. Let the operator 𝒜 : 𝐷(𝒜) ⊂ 𝑙2(Z) → 𝑙2(Z) be self-adjoint.
Then 𝑖𝒜 is a generator of isometric group 𝑇 : R → End 𝑙2(Z). This group is
similar to ̃︀𝑇 (𝑡) = ̃︀𝑇(𝑘)(𝑡)⊕ ̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡), 𝑡 ∈ R.

and ̃︀𝑇 (𝑘)(𝑡)𝑥 =
∑︁
|𝑛|>𝑘

𝑒𝑖µ𝑛𝑡𝑃𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ℋ(𝑘), 𝑡 ∈ R.

Key words: method of similar operators, difference operator, eigenvalues,
semigroup of operators, generator of operator semigroup.
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