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Аннотация. В работе исследованы свойства интегрируемости 10NC -многообра-
зий. В частности, показано, что интегрируемая 10NC -структура, а также нормальная

10NC -структура, является косимплектической. Показано, что 10NC -структура с замкну-
той контактной формой является точнейше косимплектической. Приведены локальные
строения исследуемых многообразий.

Ключевые слова: косимплектическая структура, интегрируемая структура, при-
ближенно келерово многообразие, точнейшее косимплектическая структура, тензор
Нейенхейса, нормальная структура, 10NC -многообразие.

В данной работе мы продолжаем изучение геометрии 10NC -многообразий, начатое в рабо-
тах [3–5]. Интерес к этому классу многообразий вызван тем фактом, что этот класс многообра-
зий обобщает хорошо изученный класс косимплектических многообразий. Более того, они обоб-
щают класс точнейше косимплектических многообразий. В данной статье мы исследуем свой-
ства интегрируемости данной структуры, что составляет основную цель статьи.

Пусть М – гладкое почти контактное метрическое многообразие (коротко, AC-многообра-
зие), размерности 12 n ,  MX  – C -модуль гладких векторных полей на многообразии М. В даль-
нейшем все многообразия, тензорные поля и т. п. объекты предполагаются гладкими класса C .

Определение 1 [3]. AC-структура, характеризуемая тождеством
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YXY
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(1)

называется NC10-структурой. AC-многообразие, снабженное NC10-структурой, называется
NC10-многообразием.

Полная группа структурных уравнений NC10-структуры на пространстве присоединенной
G-структуры имеет вид [3]:
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Тождество 0dbc
ad CF  называется первым фундаментальным тождеством NC10-струк-

туры; тождество    dgfchb
adh

dgf
ad

cb CCCCA 2  – вторым фундаментальным тождествомм; тож-
дество    gdcb

ad
gd

ad
cb FFFFA   – третьим фундаментальным тождеством [4; 5].

Предложение 1 [3]. NC10-структура является: 1) точнейше косимплектической тогда и
только тогда, когда второй структурный тензор равен нулю, то есть F = 0; 2) структурой класса
C10 тогда и только тогда, когда первый структурный тензор равен нулю, то есть 0 abc

abc CC ;
3) косимплектической структурой тогда и только тогда, когда 0 abc

abc CC , 0 ab
ab FF .

Поскольку  ηπωω 0  , где  – естественная проекция пространства присоединенной
G-структуры на многообразие М, то из (2:1) следует, что контактная форма NC10-структуры
замкнута тогда и только тогда, когда 0 ab

ab FF , то есть когда, согласно Предложения 1,
NC10-структура является точнейше косимплектической. Так как всякое точнейшее косимп-
лектическое многообразие локально эквивалентно произведению приближенно келерова мно-
гообразия на вещественную прямую [2], то доказана следующая теорема.

Теорема 1. NC10-многообразие имеет замкнутую контактную форму тогда и только тогда,
когда она является точнейше косимплектическим многообразием, то есть когда локально
эквивалентно произведению приближенно келерова многообразия на вещественную прямую.
Если многообразие односвязно, то указанные локальные эквивалентности можно выбрать
глобальными.

Напомним [2], что компоненты тензора Нейенхейса

          YXYXYXYXYXN  ,,,,
4
1, 2

на пространстве присоединенной G-структуры имеют следующий вид:
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Остальные компоненты этого тензора тождественно равны нулю.
С учетом (3) компоненты тензора Нейенхейса  YXN ,  NC10-структуры на пространствее

присоединенной G-структуры примут вид:

;
2
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Остальные компоненты этого тензора тождественно равны нулю.
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Определение 2 [2]. Почти контактная метрическая структура называется интегрируе-
мой, если N = 0.

Теорема 2. Интегрируемая NC10-структура является косимплектической структурой.
Доказательство. Пусть NC10-структура является интегрируемой, тогда из определения 2

и (4) следует, что 0 ,0  abc
abca

ab CCFF . Тогда, согласно Предложения 1, NC10-структура
является косимплектической структурой. �

Поскольку всякое косимплектическое многообразие локально эквивалентно произведению
келерова многообразия на вещественную прямую [2], то предыдущую теорему можно сформу-
лировать в следующем виде.

Теорема 3. Интегрируемая NC10-структура локально эквивалентно произведению келеро-
ва многообразия на вещественную прямую. Если многообразие односвязно, то указанные ло-
кальные эквивалентности можно выбрать глобальными.

Известно [5], что задание тензора Нейенхейса равносильно заданию четырех тензоров N(1),
N(2), N(3), N(4), а именно:

               ;η,  ;ξ,η2,, 21 XLYLYXNYXdYXNYXN YX   
             MXYXXLXNXLXN  , ;η  ; ξ

4
ξ

3 , (5)

где LX – производная Ли в направлении векторного поля X.
Вычислим компоненты этих тензоров на пространстве присоединенной G-структуры.
Учитывая, что  ηπωω 0  , где  – естественная проекция пространства присоединенной

G-структуры на многообразие М, а также то обстоятельство, что на пространстве присоединен-
ной G-структуры 1ξ ,0ξξ 0  a

a , согласно (2:1) находим, что на этом пространстве:
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С учетом соотношений (4) и (6) получим, что на пространстве присоединенной G-структуры
тензор       ξ,η2,,1 YXdYXNYXN   имеет следующие компоненты:
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а остальные компоненты нулевые.
Определение 3 [2; 6]. Почти контактная метрическая структура называется нормальной,

если     0ξ,η2,  YXdYXN .
Понятие нормальности было введено Сасаки и Хатакеямой [7] и является одним из наибо-

лее фундаментальных понятий контактной геометрии, тесно связанных с понятием интегрируе-
мости структуры.

Теорема 4. Нормальная NC10-структура является косимплектической, а значит, локально эк-
вивалентной произведению келерова многообразия на вещественную прямую. Если многообразие
односвязно, то указанные локальные эквивалентности можно выбрать глобальными.

Доказательство. Из определения 3 и (7) следует, что NC10-структура является нормаль-
ной тогда и только тогда, когда 0 ,0  abc

abca
ab CCFF . Согласно Предложения 1 NC10-струк-

тура является косимплектической. А так как всякое косимплектическое многообразие локально
эквивалентно произведению келерова многообразия на вещественную прямую [2], и поскольку в
случае односвязности многообразия эти локальные эквивалентности можно выбрать глобальны-
ми, то это завершает доказательство. �
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Из теорем 2–4 имеем следующую теорему.
Теорема 5. Пусть   ,,,η,ξ gS  – AC-структура. Тогда следующие утверждения эк-

вивалентны:
1)   ,,,η,ξ gS  – интегрируемая NC10-структура;
2)   ,,,η,ξ gS  – нормальная NC10-структура;
3)   ,,,η,ξ gS  – косимплектическая структура.
Теперь вычислим компоненты тензора         XLYLYXN YX ηη,2

  , где LX – производ-
ная Ли в направлении векторного поля X.

Определение 4 [2]. Пусть М – гладкое многообразие; Х – векторное поле на М;  tF  –
соответствующая ему локальная однопараметрическая группа диффеоморфизмов многообра-
зия; Т – тензорное поле типа  sr,  на М. Производной Ли тензорного поля Т в направлении
векторного поля Х называется тензорное поле LXT на М, в каждой точке Mp  определяемое
формулой

      ppFttpX TTF
t

TL
t

  *0

1lim . (8)

Оператор    MTMTLX : , сопоставляющий тензорному полю  MTT   тензорное поле LXT,
называется оператором дифференцирования Ли в направлении векторного поля Х.

Оператор дифференцирования Ли обладает следующими свойствами [2]:
1) оператор LX является дифференцированием тензорной алгебры T(M) многообразия, со-

храняющим тип тензоров и перестановочным с операторами свертки;
2)    MCffXfLX

  , ;
3)    MXYXYXYLX  , ,, .
Замечательным обстоятельством является то, что перечисленные свойства оператора диф-

ференцирования Ли однозначно определяют этот оператор.
Замечание [2]. Пусть t – произвольный тензор типа  sr,  на М.  Выражение

  s
rX uuXXtL ,...,,,..., 1

1 , будучи линейным по аргументам s
r uuXX ,...,,,..., 1

1 , не является линей-
ным по аргументу Х.

С учетом перечисленных свойств имеем:

    
    

     
     

       ,ηηηηηηη 1
1

1
1

1
1

1
1 YLYLYLCYLCYLCYCLYL XXXXXXX  

то есть       YLYLYL XXX   ηηη .
С учетом тождества   XYYX YX ,  и свойств оператора дифференцирования Ли, из

полученного равенства имеем:

               
                 

          
     ,ηη

ηηηη
ηηηηη

,ηηηηη

XY
XXYXX
YYXXYYX

YXYXYLYLYL

YX

YYXYY

XYX
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то есть

          MXYXXYYL YXX   , ;ηηη . (9)

Рассмотрим характеристический вектор NC10-многообразия. Поскольку  является тензо-
ром типа (0,1), то его компоненты  iξ  на главном расслоении B(M) реперов над М удовлетворяютт
дифференциальным уравнениям [2]:

ji
j

i
k

kid θξθξξ , , (10)
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где  i
j,ξ  – система функций, служащая компонентами ковариантного дифференциала вектора  в

связности . Расписывая (10) на пространстве присоединенной G-структуры, с учетом соотно-
шений 1ξ ,0ξξ 0ˆ  aa  и вида тензорных компонент формы римановой связности [3]:

,0θθ 8)  ;0θ 7)  ;ωθ 6)  ;ωθ )5

;ωθ 4)  ;ωθ 3)  ;ωθ 2)  ;ωθ )1
ˆ
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0
0

0
ˆ

0

ˆ
00

ˆ
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i
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b
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b
ab

a
b

abac
abc

a
bc

abca
b

FF

FFCC
(11)

получим:

ab
a
b

aba
b FF  ˆ

,ˆ, ξ 2)  ;ξ )1 , (12)

а остальные компоненты нулевые.
Теорема 6. Характеристический вектор  NC10-структуры является вектором Киллинга.
Доказательство.  Поскольку 0 ,0  baab

baab FFFF ,  то 0ξξ ,,  ijji ,  то есть
 MXYXXY YX  , ,0ξ,,ξ , то есть  – вектор Киллинга. �

Аналогично для контактной формы  NC10-многообразия:

ab
baabba FF  ˆ,ˆ, η 2)  ;η 1) , (13)

а остальные компоненты нулевые.
Теорема 7. Контактная форма  NC10-структуры является формой Киллинга.
Согласно соотношению (9), имеем:

        
             ,, ,ηηηη

ηη,2

MXYXYXXY
XLYLYXN

XYYX

YX








то есть

                ., ,ηηηη,2 MXYXYXXYYXN XYYX   (14)

Из (14) следует, что      XYNYXN ,, 22  , то есть тензор   YXN ,2  кососимметричен,
то есть является 2-формой.

На пространстве присоединенной G-структуры тождество (14) примет вид:
  k

ijk
k

jik
k
jki

k
ikjijN ,,,,

2 ηηηη  . (15)

С учетом соотношений 1η ,0ηη 0ˆ  aa  и вида матрицы Ф, из (15) имеем:

    ab
baabab FNFN 14 2)  ;14 1) 2
ˆˆ

2  , (16)

остальные компоненты нулевые.
Из (16) непосредственно имеем следующую теорему.
Теорема 8. На NC10-многообразии    0,2 YXN  тогда и только тогда, когда 0 ab

ab FF .
Из Предложения 1 и теоремы 8 следует теорема 9.
Теорема 9. NC10-многообразие с    0,2 YXN  является точнейше косимплектическим

многообразием.
Используя локальное строение точнейшее косимплектического многообразия [2], теорему 9

можно сформулировать следующим образом.
Теорема 10. NC10-многообразие с    0,2 YXN  локально эквивалентно произведению при-

ближенно келерова многообразия на вещественную прямую. Если многообразие односвязно, то
указанные локальные эквивалентности можно выбрать глобальными.

Рассмотрим теперь тензор
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Таким образом, на NC10-многообразии:

      . ,ξξξ
3 MXXXXN XX   (17)

На пространстве присоединенной G-структуры тождество (17) равносильно соотношениям:

      ab
a
b

aba
b FNFN 12 2)  ;12 )1

ˆ3
ˆ

3  , (18)

остальные компоненты нулевые.
Из (18) и Предложения 1 следует теорема 11.
Теорема 11. На NC10-многообразии    03 XN  тогда и только тогда, когда 0 ab

ab FF , тоо
есть когда многообразие является точнейше косимплектическим многообразием.

Используя локальное строение точнейше косимплектического многообразия [2], теорему 11
можно сформулировать следующим образом.

Теорема 12. NC10-многообразие с    03 XN  локально эквивалентно произведению при-
ближенно келерова многообразия на вещественную прямую. Если многообразие односвязно, то
указанные локальные эквивалентности можно выбрать глобальными.

И, наконец, рассмотрим тензор        MXXXLXN   ;η4
 . Имеем

                
              ,ηηηηηη

,ξηηξηηη

ξξξξξξ

ξξξ
4

XXXXXX
XXXLXLXLXN





то есть
       MXXXXN   ;ηξ
4 . (19)

С учетом (13), тождество (19) на пространстве присоединенной G-структуры равносильно
соотношениям:    04 iN , то есть    04 XN . Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорема 13. На NC10-многообразии    04 XN .
Результаты теорем 1, 7–12 можно сформулировать в виде следующей основной теоремы.
Основная теорема. Пусть М – NC10-многообразие. Тогда следующие утверждения экви-

валентны:
1) NC10-многообразие имеет замкнутую контактную форму;
2) 0 ab

ab FF ;
3)    0,2 YXN ;
4)    03 XN ;
5) М – точнейше косимплектическое многообразие;
6) локально эквивалентно произведению приближенно келерова многообразия на веществен-

ную прямую. Если многообразие односвязно, то указанные локальные эквивалентности можно
выбрать глобальными.
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INTEGRABILITY PROPERTIES OF NC10-MANIFOLDS
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Abstract. In this paper we investigate the integrability properties of NC10-manifolds. In
particular, it is shown that the integrable NC10-structure, and also the normal NC10-structure,
is cosymplectic. It is shown that NC10-structure with a closed contact form is finer than
cosymplectic. Local structures of investigated manifolds are given.
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