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Аннотация. Рассматриваются линейные неоднородные дифференциальные урав-
нения n-го порядка с -периодическими коэффициентами. Даны необходимые и доста-
точные условия грубости в цилиндрическом фазовом пространстве Rn  R / Z относи-
тельно пространства всех таких систем. При n = 2 также получены необходимые и
достаточные условия грубости в фазовом пространстве RP2  R / Z.

Ключевые слова: линейные дифференциальные уравнения, периодические ко-
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В работе автора [3] рассматривались -периодические линейные неоднородные дифферен-
циальные системы n-го порядка в фазовом пространстве Rn  R / Z и их естественные продол-
жения на фазовое пространство RP2  R / Z. Были получены необходимые и достаточные усло-
вия грубости в Rn  R / Z относительно банахова пространства ωLSn  всех таких систем. В случае
n = 2 были также доказаны необходимые и достаточные условия грубости в фазовом простран-
стве RP2  R / Z относительно пространства 2

ωLS .
В настоящей работе мы получим аналогичные результаты для линейных дифференциаль-

ных уравнений с периодическими коэффициентами.
1. Обозначения и определения. Будем рассматривать линейные дифференциальные урав-

нения n-го порядка ( 2n )

( ) ( 1)
1 1 0: ( ) ... ( ) ( ) ( )n n

nl x a t x a t x a t x f t
      , (1)

где 110 ,...,, naaa  и f – непрерывные -периодические функции. Уравнение l естественно отожде-
ствляется с векторной функцией 1

110 :),,...,,( 
  n

n faaa RR , а множество ωLEn  всех таких уравне-
ний с банаховым пространством непрерывных -периодических функций 1 nRR  – с равномер-
ной нормой |})(||,)(||,...,)(||,)(max{|max: 110 tftatatal nt  .

От уравнения l перейдем к линейной системе

)()(....)(,,..., 110121 tfxtaxtaxxxxx nnnnn   . (2)

Под траекториями уравнения l в Φ : ω/n n R R Z будем понимать траектории динами-
ческой системы
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1),()(....)(,,..., 110121   ssfxsaxsaxxxxx nnnnn

в фазовом пространстве n .
Пусть ),()( ltXtX   – нормированная фундаментальная матрица уравнения l, точнее, соот-

ветствующей линейной системы (2). Как обычно, мультипликаторами уравнения называются
собственные значения матрицы монодромии (ω)X .

Будем рассматривать Rn как аффинную часть проективного пространства RPn. Система (2)
единственным образом продолжается до динамической системы на фазовом пространстве
Φ : ω/n n RP R Z. Ее траектории будем называть траекториями уравнения l в n . «Бесконеч-ч-
но удаленное» множество 1E : Φ \ Φ ω/n n n  RP R Z состоит из траекторий.

Определение 1. Уравнения ωLEnl   и nl LE~  топологически эквивалентны в n  (в n ),
если существует гомеоморфизм nnh :  ( nnh : , E(E) h ), переводящий ориентирован-ан-
ные траектории уравнения l в n  (в n ) в ориентированные траектории уравнения l~ в n  (в n ).

Определение 2. Уравнение ωLEnl   называется грубым в n  (в n ) [относительно про-
странства ωLEn ], если существует такая его окрестность V в ωLEn , что о l и любое уравнение Vl ~

топологически эквивалентны в n  (в n ).
2. Формулировки результатов. Обозначим 0 ωΣ LEn  множество уравнений из ωLEn  с мульти-

пликаторами, не лежащими на единичной окружности.
Теорема 1. 1) Уравнение ωLEnl   является грубым в n  тогда и только тогда, когда оно

принадлежит 0 ωΣ LEn .
2) Уравнения ωLEnl  , грубые в n , всюду плотны в ωLEn .
Обозначим 2

ωΣ ΣLE  множество уравнений из 2
ωLE , мультипликаторы которых действитель-

ны, различны и не совпадают с 1 . Выделим в  подмножества s , s , 
ns, 

ns, 
nu и nu, состоя-

щие из уравнений l с мультипликаторами 1μ  и 2μ , для которых 1 20 μ 1 μ    ( 2 1μ 1 μ 0    ), еслисли
 sl  (  sl ), 1 20 μ μ 1    ( 1 21 μ μ 0    ), если  nsl  (  nsl ), 1 21 μ μ   ( 1 2μ μ 1   ), если
 nul  (  nul ).
Теорема 2. 1) Уравнение 2

ωLEl   является грубым в 2  тогда и только тогда, когда она
принадлежит множеству 2

ωΣ ΣLE .
2) Динамические системы, задаваемые в 2  уравнениями из , являются системами

Морса-Смейла [2]. Множества s , s , ns, 
ns, 

nu и nu – классы топологической эквивален-ален-
тности в 2  уравнений из .

Замечание. Структура фазовых портретов в 2  уравнений из 2
ωΣLE  описана в [1].

3. Грубость в n . Доказательство теоремы 1. Уравнения 0 ωΣ LEnl   имеют в n  един-
ственную гиперболическую периодическую траекторию, их грубость – известный факт [2].

Пусть уравнение ω 0 ωLE Σ LE\n nl   имеет вид (1). Сделаем в соответствующем однородномм
уравнении

0)()()( 01
)1(

1
)(  

 xtaxtaxtax n
n

n (3)

замену expε ( )y x g t , где 2

0
( ) sin (2πθ ω) θ/

t ng t d  . Получим уравнение

( ) ( 1)
1 1 1 1 0 0( ( ) ε ( , )) ... ( ( ) ε ( ,ε)) ( ( ) ε ( , ε)) 0n n

n ny a t d t ε y a t d t y a t d t y
         , (4)

где 0 ( , ε)d t ,…, 1( , ε)nd t  – непрерывные функции, -периодические по t. Если x(t) – решение уравне-
ния (3), то ( ) ( )expε ( )y t x t g t  – решение уравнения (4) и )0()0( )()( kk xy  , ( ) ( )(ω) (ω)expε (ω)k ky x g
для всех 1,...,1,0  nk . Поэтому матрица монодромии уравнения

ε ωLE :nl   ( ) ( 1)
1 1 1 1 0( ( ) ( ,ε)) ... ( ( ) ε ( ,ε)) ( ) ( )n n

n ny a t ε d t y a t d t y a t y f t
       

получается из матрицы монодромии уравнения l умножением на expε (ω)g : ε(ω, ) (ω, )expε (ω)X l X l g .
Для любой окрестности V уравнения l в ωLEn  найдется такое ε 0 , что при всех х ε ( ε, ε)   εl V .
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Поскольку все собственные значения матрицы ε(ω, )X l  получаются из собственных значений
матрицы (ω, )X l  умножением на expε (ω)g , а (ω) 0g  , то при достаточно малом ε , для всех ,
0 ε ε  , их модули отличны от единицы. Таким образом, в V есть уравнения из 0 ωΣ LEn , то есть

0 ωΣ LEn  всюду плотно в ωLEn .
Покажем, что любое уравнение ω 0 ωLE Σ LE\n nl   – негрубое в n . Уравнение из 0 ωΣ LEn  имеет

единственную гиперболическую периодическую траекторию, устойчивое инвариантное много-
образие которой имеет размерность 1n , где n  – сумма кратностей мультипликаторов с моду-
лем меньшим единицы [2]. Но для уравнения εl  при достаточно малых ε  числа n  разные для
положительных и отрицательных значений . Следовательно, хотя бы одно из этих уравнений не
топологически эквивалентно l и потому l – негрубое уравнение.

Теорема 1 доказана.
5. Грубость в 2 . Доказательство теоремы 2. Грубость в 2  уравнения 2

ωΣLEl   и ут-
верждение 2) теоремы следуют из [1].

Покажем, что уравнение 2
ωLEl  : )()()( tfxtqxtpx  , грубое в 2 , принадлежит множе-

ству 2
ωΣLE . Так как уравнение, грубое в 2 , является и грубым в 2 , тоо по теореме 1 2

0 ωΣ LEl  .
Предположим, что 2 2

0 ω ωΣ LE ΣLE\l  , и получим противоречие.

Пусть 










)()(
)()(

)(
21

21

txtx
txtx

tX  – нормированная фундаментальная матрица уравнения l, а 1μ  и 2μ  –

его мультипликаторы. Обозначим также 1 2: ( (ω) (ω)) / 2A x x   , 




 

t
dssptXtW

0
)(exp)(det:)( .

Пусть сначала 2 (ω)A W , то есть мультипликаторы комплексные: 2
1,2μ (ω)A i W A   .

Тогда 2 (ω) 0x  . Выберем число N, удовлетворяющее условиям

1N , |})(||,)(max{|maxmax
2,110

txtxN kkkt



, 2100/ | (ω) |N x , (5)

а затем число δ (0, ω)  так, чтобы

[0,δ]t   2)(2 1
1  tx , 2

1 |)(|  Ntx , 2
2 |)(|  Ntx , 2)(2 2

1  tx , 2)(2 1  tW . (6)

Рассмотрим уравнение 2
ε ωLEl  : ( ) ( ( ) ε ( )) ( )x p t x q t g t x f t     , где )(tg  – непрерывная -

периодическая функция, удовлетворяющая условиям:

0)( tg  при [δ,ω]t  , 2)(0  tg  при (0,δ)t  , 
ω

0
( )g t dt 

δ

0
( ) δg t dt  . (7)

Можно, например, взять 1( ) 2 2δ δ 2g t t    для (0,δ)t  .
Пусть 1 ( , ε)x t  и 2 ( , ε)x t  – решения соответствующего однородного уравнения
( ) ( ( ) ε ( )) 0x p t x q t g t x     , удовлетворяющие начальным условиям 1 (0,ε) 1x  , 1( ) (0,ε) 0tx   и

2 (0,ε) 0x  , 2( ) (0,ε) 1tx  . Тогда )()0,( txtx kk   ( 1, 2k  ). Мультипликаторы уравнения εl  при доста-ста-
точно малом ε  имеют вид

)(2
2,1 )()(~)()(~~  ieWAWiA  ,

где  2/)),()(),(()(~
21  txxA   , 

)(~)(

)(~
arcctg)(

2 




AW
A


 .

Производная ( ) ( ,0) / εk ky t x t    (k = 1, 2) удовлетворяет уравнению в вариациях
)()()()( txtgytqytpy kkkk   и нулевым начальным условиям: 0)0()0(  kk yy . Поэтомуму

ω
1 1

1 2 2 1
0 0

(ω) (ω) ( ) ( ) ( ) ( ) (ω) ( ) ( ) ( ) ( )
ω

k k ky x W t g t x t x t dt x W t g t x t x t dt     , (8)
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3 0

ω ω
1 2 1

2 1 2 2 1 2
0 0

(ω) (ω) ( ) ( ) ( ) (ω) ( ) ( ) ( ) ( )y x W t g t x t dt x W t g t x t x t dt       . (9)

Из (5)–(7) получаем

ω
1 2

1
0

( ) ( ) ( ) δ / 8W t g t x t dt  . (10)

ω
1 2 2

2
0

0 ( ) ( ) ( ) 2δ/W t g t x t dt N  , 
ω

1 2
1 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) 4δ /W t g t x t x t dt N  . (11)

Вследствие (8)–(11) и (5)

0/108/|)(||)()(||)0(~|2 221  NxyyA  .

Но тогда и θ (0) 0 . Поэтому при достаточно малом ε 0  θ(ε) – непрерывная монотон-он-
í àÿ ôóí êöèÿ í à ( ε, ε) . Из работы [1] следует, что уравнения εl  и l не могут быть топологичес-с-
ки эквивалентными в 2  при всех ε ( ε, ε)  . Но это противоречит предположению о грубости
l в 2 , поскольку уравнение εl  можно сделать сколь угодно близким к l, выбрав  достаточно
малым.

Пусть теперь 2 (ω)A W , то есть 1,2μ A . Если 2 (ω) 0x  , то, как и выше, 0)0(~ A . Если
2 (ω) 0x  , 1(ω) 0x  , то 1 2 1,2(ω) (ω) μx x A   . Из (8)–(9) получим

dttxtgtWxA )()()()()0(~ 2
2

0

1
12

1  


 . (12)

Функция )(2 tx  не равна тождественно нулю на ),0(  . Если бы это было не так, то о )(2 tx , а потому и
)(tW  обращалось бы в нуль, что невозможно. Поскольку )(2 tx , )(1 tW   и )(tg  непрерывны, 0)(1  tW ,

0)( tg  при ),0( t , то из (12) следует, что о 0)0(~ A . Так как в обоих рассмотренных случаях
0)0(~ A , то в любой окрестности уравнения l есть как уравнения с различными действительны-

ми мультипликаторами, так и уравнения с комплексными сопряженными мультипликаторами.
Как следует из [1], такое уравнение не может быть грубым в 2 .

Осталось получить противоречие в случае, когда 0)()( 21   xx . Из (8) следует, чтоо

0)()()()()(/)0,( 2
2

0

1
122    dttxtgtWxyx



 .

Поскольку 0)()0,( 22   xx , то при достаточно малых 0  0),(2  x . Будем считать, что о 
выбрано столь малым, что εl  также грубое уравнение, топологически эквивалентное l в 2 . Выше
доказано, что в этом случае εl  не может иметь комплексных или кратных действительных муль-
типликаторов. Различных действительных мультипликаторов оно также не может иметь, так как
в этом случае, согласно [1], оно не будет топологически эквивалентно l в  2 . Получили противо-
речие. Тем самым, теорема 2 доказана.

Замечания. 1) Линейные однородные уравнения образуют линейное подпространство n
LE0

в ωLEn . Множество уравнений из n
LE0  ( 20 LE), грубых в n  (в 2 ) относительно n

LE0  ( 20 LE),
очевидно, совпадает с 0

0 ω ωΣ LE LEn n  ( 2 0 2
ω ωΣLE LE ).

2) Хотя в условиях грубости не фигурирует правая часть уравнения, она начинает играть
роль при изучении бифуркаций в n . Это видно из [3], а также из работы [2], где описаны типич-
ные бифуркации, при которых гиперболическая периодическая траектория линейной неоднород-
ной системы в n  «исчезает из n , уходя в бесконечность».
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Abstract. Let ωLEn  be the Banach space of linear non-homogeneous differential equations
of order n with -periodic coefficients. We prove the following statements. The equation

ωLEnl   is structurally stable in the phase space Φ : ω/n n R R Z ( 2n  ) if and only if its
multiplicators do not belong to the unit circle. The set of all structurally stable equations is
everywhere dense in ωLEn . The equation 2

ωLEl   is structurally stable in the phase space
2 2Φ : ω/ RP R Z if and only if its multiplicators are real, different and distinct from 1 . WeWe

describe also the topological equivalence classis of structurally stable in 2  equations.
Key words: linear differential equations, periodic coefficients, projective plane,

structurally stable equations, multiplicators.


