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Аннотация. Целью исследования является развитие асимптотического метода
пограничных функций для бисингулярно возмущенных задач. В работе построена асим-
птотика решения задачи Дирихле для бисингулярно возмущенного эллиптического урав-
нения второго порядка с двумя независимыми переменными в кольце, когда особен-
ность появляется внутри кольца. Построенный асимптотический ряд представляет собой
ряд Пюйзо, и оно обосновано принципом максимума.

Ключевые слова: эллиптическое уравнение, модифицированные функции Бессе-
ля, асимптотика, бисингулярная задача, задача Дирихле, пограничная функция, малый
параметр.

Исследуем краевую задачу Дирихле

u(, , ) – ( – с)2nu(, , ) = f(, , ), (, )  D,  (1)

u(a, , ) = 0, u(b, , ) = 0, (2)

где 2

2

22

2 11















  – оператор Лапласа в полярной системе координат; 0 <  << 1 –

малый параметр; n  N, D = {(, ) | a <  < b, 0 <   2}, 0 < a < c < b – const;

   





0
,,,

k
k

k ff , f(c, , 0)  0, fk(, )  C(DГ), Г – граница области D.

Известно [2], что решение задачи Дирихле (1)–(2) существует и единственно при 0 <  –
const. Требуется построить асимптотическое разложение решения задачи (1)–(2) при  0.

Не нарушая общности, считаем, что граничные условия (2) однородные, так как неодно-
родные граничные условия u(a, , ) = 1(, ), u(b, , ) = 2(, ), (1,2(, ) – бесконечно
дифференцируемые функции) с помощью линейного преобразования u(, , ) = (, , ) +
+ (2(, ) ( – a) + 1(, ) (b – )) / (b – a), относительно , всегда можно привести к однород-
ным v(a, , ) = 0, v(b, , ) = 0.

В бисингулярно возмущенных задачах одна особенность связана с сингулярной зависимос-
тью решения от малого параметра, а другая – с негладкостью членов асимптотики [3]. В рабо-
тах [3; 8–11] методом сращивания построены асимптотические разложения решения различных
сингулярно возмущенных эллиптических уравнений. А в работах [1; 4–6], используя данную ме-
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тодику, построены полные асимптотические разложения решения задачи Дирихле с особенностя-
ми на границах области. В данной работе доказывается применимость обобщенного метода
пограничных функций для решения задачи Дирихле в случае, когда вторая особенность появляет-
ся внутри области.

Уравнение (1) является бисингулярно возмущенным. Первая сингулярность – решение пре-
дельного уравнения не может удовлетворять граничным условиям (2). Вторая особенность (син-
гулярность) – коэффициенты ее внешнего разложения имеют нарастающие особенности, когда
  с, то есть внешнее разложение имеет вид

   





0
,,,

k
k

kuU , при   0, (3)

где u0(, ) = – f0(, ) / ( – с)2n, uk(, ) = –(fk(, ) – uk–1(, )) / ( – с)2n, k  N, uk(, ) =
=   knncO )22(2  , k = 0, 1, 2, ... при  с.

Заметим, что асимптотический ряд (3) теряет свойство асимптотичности при | – с| 1/(2n+2).
Докажем следующую теорему.
Теорема. Для решения задачи (1)–(2), при   0, справедливо асимптотическое разложение

u(, , ) = V(, , ) + W(, , ) + Q(1, , ) + Q~(2, , ), (4)

где    
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k qQ ,  = ( – с) / ,  = 2n+2, 1 = (b – )/, 2 = ( – а) / ,  = 2, причем
vk(, )  C(DГ), wk(, )  C(D0), qk(1, )  C(D1),    22,~ DCqk

 , Dj = {(j, )| 0 < j <
< +, 0 <  2}, D0 = {(, )| ||<+, 0 <  2},    2,~

2
 eOqk ,    1,1

 eOqk , k = 0, 1,...,
при 1,2 +; w(k–1)(2n+2)+2+j(, ) = O(–2n+j), j = 0, 1,..., 2n–1; wk(2n+2)(, ) = O(–(2n+2)), wk(2n+2)+1(,
) = O(–(2n+1)), k = 0, 1, .... , || +.

Доказательство. Доказательство теоремы состоит из двух частей: построение формаль-
ного асимптотического разложения решения (ФАРР) задачи (1)–(2) и обоснование этого ФАРР,
то есть оценки остаточного члена.

Построение ФАРР. Для построения ФАРР задачи (1)–(2) применяем обобщенный метод
пограничных функций. ФАРР задачи (1)–(2) будем искать в виде (4). Учитывая граничные усло-
вия (2), имеем:

Q(0, , ) = 1(, 2), 1(, ) = –V(b, , ) – W((b – с) / , , ), (5)

Q~ (0, , ) = 2(, 2), 2(, ) = –V(а, , ) – W((а – с) / , , ). (6)

Подставляя (4) в (1), получим:

V(, , ) – ( – c)2nV(, , ) = f(, , ) – h(, , ), (, )  D, (7)
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где W = W(, , ), Q = Q(1, , ), Q~ = Q~(2, , ).
По идее метода, ввели вспомогательный асимптотический ряд в виде функции
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k hh , которую конкретизируем ниже.

Учитывая    
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k
k

kvV , из соотношения (7) для функции vk(, ) имеем:

v0(, ) = – (f0(, ) – h0(, )) / ( – c)2n,

vk(, ) = –(fk(, ) – vk–1(, ) – hk(, )) / ( – c)2n, k  N.

Пусть gk(, ) = fk(, ) – vk–1(, ), k = 0, 1,…, v–1(, )  0, тогда    DCvk
)(,  , k = 0,

1, …, когда
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, , k = 0, 1, … .

Отсюда получаем
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, , k = 0, 1, … .

Таким образом, мы определили все члены асимптотического ряда    
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k
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kvV
в области (DГ).

Из (8) для функции wk(, ) имеем:
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Для функций wk(, ) ставим следующее предельное условие:

wk(, )  0, при   ±, k = –2n, –2n + 1, … .

Получаем следующие задачи:

     



 


 0,02

2
2

2
2

2 ,, gwwLw n
nn

n , w–2n(, )  0, при   ±, (11)

Lw–2n+j = g0,j()j – –2n+j(, ), w–2n+j(, )  0, при   ±, j = 1, 2, …, 2n – 1, (12)

Lwk(2n+2)+s = –k(2n+2)+s(, ), wk(2n+2)+s(, )  0, при   ±, s = 0,1; k = 0, 1, … , (13)

Lwk(2n+2)+2+j = gk+1,j()j – k(2n+2)+2+j (, ), wk(2n+2)+2+j(, )  0, при   ±,

j = 0, 1, …, 2n – 1; k = 0, 1, …, (14)
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где      
2

2
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1 ,,,
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Докажем следующие вспомогательные леммы.
Лемма 1. Пусть f1()f2()C(D0). Тогда задача

          021
2

2

2
,,,, Dffzz n 




(15)

имеет единственное решение    0, DCz   в классе функций, растущих не быстрее какой-либо
степени , когда  ±.

Доказательство. Пусть tnn 1 1   и z(t, ) = z1()f2(), тогда получим

                 Rttnfntztnntz nnnnnn   ,1111 1
1

1/2
1

21/21/2
1 ,

или

              Rttnfntztntz nnn   ,111 1
1

1/2
1

2122
1 .

Фундаментальная система решений соответствующего однородного уравнения

        01 1
2122

1   tztntz n

имеет вид {U2(n+1)(t), U2(n+1)(–t)}, где      1
12/112

2 
 

 n
nn tKttU , t > 0, K1/2(n+1) – функция Мак-

дональда [7]. Приведем некоторые свойства фундаментальной системы решений {U2(n+1)(t),
U2(n+1)(–t)}:

а) Вронскиан этих решений равен

W(U2(n+1)(t), U2(n+1)(–t)) = 2(n + 1)cosec( / (2n + 2);

б) при t = 0 имеем
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в) при t + функция U2(n+1)(t) экспоненциально убывает:   
12/

12 ~
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n ettU ;

г) при t < 0:           
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tU , где I1/(2n+2)(|t|n+1) –

функция Бесселя мнимого аргумента;
д) при t  – функция U2(n+1)(t) экспоненциально растет:

      1||2/
12 ||1||

)1(2
cos
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n tOet
n

ectU
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.
С помощью фундаментальной системы решений {U2(n+1)(t), U2(n+1)(–t)} мы можем записать

явное решение неоднородного уравнения (15):
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С помощью этой леммы мы можем записать явные, единственные решения задач (11)–(14):
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mnkm dsszstczdsszstcztw 1222222122nk ,,, , m = 0,1;

                   





 
t

jnk

t

jnkjn dsszstczdsszstcztw 1212222121212k ,,, ,

j = 0, 1, … , 2n – 1; k = 0, 1, … ,

где z1(t) = U2(n+1)(t), z2(t) = U2(n+1)(–t), 1 1/   n nt , c = 2(n + 1)cosec( / (2n + 2)  0.
Лемма 2. Решение уравнения

y(x) – x2ny(x) = xk, n  N, k  Z, x  R (16)

разлагается в асимптотический ряд

     




 xxxxy
j

jn
j

nk ,
0

122
, (17)

при этом ряд (17) можно многократно почленно дифференцировать и он является ФАР решения
уравнения (16).

Доказательство. Подставляя асимптотический ряд (17) в (16), имеем:

          .1122122
0

12

0

2122 k

j

jnk
j

j

jnnk
j xxxjnnkjnnk  












И здесь однозначно определяем коэффициенты j:

0 = –1, 1 = –(k – 2n)(k – 2n–1), j+1 = (k – 2n – 2(n + 1)j)(k – 2n – 2(n + 1)j – 1) j, j = 1, 2, 3, …

Оценим теперь остаточный член ряда (17). Пусть r(x) = y(x) – ym(x), где

   


 
m

j

jn
j

nk
m xxxy

0

122 .

Тогда для r(x) получим уравнение:

r(x) – x2nr(x) = O(xk–2n–(2(n+1)m+2)). (18)

Уравнение (18) имеет двухпараметрическое семейство решений r(x, C1, C2). Из этих реше-
ний выберем то решение, которое удовлетворяет условиям: r(–) = r(+) = 0:

             







 







t

t
mnnk dssztzdssztztOtr 1221

2122 ,
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где z1(t) = U2(n+1)(t), z2(t) = U2(n+1)(–t), 1 1/   n nxt , c = 2(n + 1)cosec( / (2n + 2)  0.
Учитывая асимптотические свойства в) и д) функции U2(n+1)(t), получаем:

r(t) = O(tk–2n–(2(n+1)m+2)–2n) = O(tk–2n–2(n+1)(m+1)), при t  ±.

Отсюда имеем: r(х) = O(хk–2n–2(n+1)(m+1)), при х  ±.
Применяя лемму 2, при   ± мы для функции wj(, ) получаем следующие асимптоти-

ческие оценки:

wk(2n+2)+2+j(, ) = O(–2n+j), j = 0, 1,..., 2n–1; k = –1,0,…

wk(2n+2)+m(, ) = O(–(2n+2)+m), m = 0,1; k = 0, 1, ...

То есть k, wk(, )  0 при   ±, k = –2n, –2n + 1, … . Отметим также, что при   0
справедливы разложения:
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А из соотношения (9) при    
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где  = b – c.
Учитывая условие (2), имеем

q2k(0, ) = 1,k(), q2k+1(0, ) = 0, k = 0, 1, 2, … ,

дополнительно требуем, чтобы qk(1, )  0, при 1  +, k = 0, 1, 2, … .
Отсюда
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Так как уравнение y(x) – k2y = F (x), 0 < x <  с краевыми условиями y(0) = y0, y(+) = 0
имеет единственное решение:
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то задачи (19), (20) тоже имеют единственные решения, и при 1  + для решения этих задач
имеем:
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где qk,j() – ограниченные, гладкие функции.
Следовательно,
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Проведя аналогичное исследование, для решения задачи (7)–(3) получаем:
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Таким образом, мы построили ФАРР (4). Перейдем теперь к обоснованию этого ФАРР.
Обоснование ФАРР. Пусть

R(, , ) = u(, , ) – us(, , ),

где

us(, , ) =         
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k wqqv ,

R(, , ) – остаточный член.
Тогда для R(, , ) получим задачу:

R(, , ) – ( – c)2nR(, , ) = О(s+1),  0, (, )  D,

R(a, , ) = O(e–1/), R(b, , ) = O(e–1/), 0 <  0,

Применяя преобразование [1; 4–6] и принцип максимума, получаем оценку R(, , ) = O(s),
  0, в области DГ. Следовательно, справедливо асимптотическое разложение (4), то есть
теорема доказана.

Заключение

Построено равномерное асимптотическое разложение по малому параметру , решения кра-
евой задачи Дирихле для бисингулярно возмущенного линейного неоднородного дифференциаль-
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ного уравнения в частных производных эллиптического типа второго порядка с двумя независи-
мыми переменными в кольце. В рассматриваемом случае предельное уравнение имеет вторую
особенность внутри кольца, и для этого случая мы доказали применимость обобщенного метода
пограничных функций. Методом сращивания тоже можно построить асимптотическое разложе-
ние решения исследованной задачи Дирихле, но, на наш взгляд, примененный подход значительно
сокращает вычисления. Полученный асимптотический ряд представляет собой ряд Пюйзо. Глав-
ный член асимптотического разложения решения имеет отрицательную дробную степень по ма-
лому параметру, что свойственно бисингулярно возмущенным уравнениям. Формальное асимп-
тотическое разложение решения задачи Дирихле обосновано принципом максимума.
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Abstract. The Dirichlet problem for elliptic equations with a small parameter in the
highest derivatives occupies the unique position in different fields of science such as
mathematics, physics, mechanics, and fluid dynamics. It is necessary to apply different
asymptotic or numerical methods, because an explicit solution to these problems cannot be
obtained through analytical methods. An asymptotic expansions design of solutions for singularly
perturbed problems is an urgent problem, especially for bisingular problems. These problems
have two singularities. The first singularity is associated with a singular dependence of the
solution from a small parameter. The second singularity is related to the asymptotic behavior
of the nonsmoothness members of the external solution, i.e. the problem corresponding to the
original singular problem is the singular problem, too. The aim of the research is to develop the
asymptotic method of boundary functions for bisingular perturbed problem. The possibility of
using the generalized method of boundary functions for designing a complete asymptotic
expansion of the solution of the Dirichlet problem was shown. This method has been applied
to find the solutions of bisingular perturbed, linear, non-homogeneous, second-order elliptic
equations with two independent variables in the ring with the assumption that the second
singularity appears inside the region. The obtained asymptotic series is a Pyuyzo series. The
main term of the asymptotic expansion of the solution has a negative fractional power of the
small parameter which is typical to bisingular perturbed equations.

Key words: elliptic equation, Bessel modified functions, asymptotic, bisingularly problem,
Dirichlet problem, boundary layer function, small parameter.


