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В работе приводятся некоторые оценки финслеровой метрики. Полученные

оценки используются для исследования постоянной в неравенстве Соболева.
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1. Оценки метрики

Пусть в области D ⊂ R
n задана непрерывная, неотрицательная функция Φ(x, ξ),

удовлетворяющая условиям:

1) ∀ξ ∈ R
n, λ > 0 выполнено Φ(x, λξ) = λΦ(x, ξ);

2) Φ(x, ξ) выпукла по переменной ξ;
3) ∀x ∈ D множества Ξ(x) = {ξ ∈ R

n : Φ(x, ξ) ≤ 1}
локально равномерно ограничены.

Определим функцию H(x, η) как двойственную к Φ(x, ξ) по формуле

H(x, η) = sup
ξ∈Ξ(x)

〈ξ, η〉 = sup
ξ 6=0

〈ξ, η〉
Φ(x, ξ)

.

Ясно, что функция H(x, η) является однородной степени 1 по переменной η. Введем

расстояние d(x, y), полагая

d(x, y) = inf
γ

∫

γ

H(x, dx), ∀x, y ∈ D,

где точная нижняя грань берется по всем локально спрямляемым кривым γ ∈ D, соеди-

няющим точки x, y.
В общем случае получение асимптотических оценок метрики d(x, y) является непро-

стой задачей, и в настоящей заметке мы ограничимся рассмотрением случая, когда
функция Φ(x, ξ) имеет вид

Φ(x, ξ) = ϕ(x)g(ξ), (1)

при этом будем считать, что функция ϕ : Rn → (0,+∞), а g(ξ)— выпуклая, положительно-
однородная степени 1 функция, и пусть

ϕ+(r) = max
|z|≤r

ϕ(z), (2)

ϕ−(r) = min
|z|≤r

ϕ(z). (3)

Согласно данному ограничению, получаем, что
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H(x, η) =
1

ϕ(x)
sup
ξ 6=0

〈ξ, η〉
g(ξ)

=
h(η)

ϕ(x)
.

Тогда финслерово расстояние (см. [3]) между точками x, y равно

d(x, y) = inf
γ

∫

γ

H(x, dx) = inf
γ

1∫

0

h(ẋ(t))

ϕ(x(t))
dt,

где γ задана параметрически вектор-функцией x(t) такой, что t ∈ [0, 1], x(0) = x,

x(1) = y. Получим сначала оценку расстояния сверху. Учитывая, что h(η) ≤ sup
ξ 6=0

|ξ|
g(ξ)

|η|,
будем иметь

d(x, y) ≤ sup
ξ 6=0

|ξ|
g(ξ)

inf
γ

1∫

0

|ẋ(t)|
ϕ(x(t))

dt.

Тогда, обозначая

g0 = sup
ξ 6=0

|ξ|
g(ξ)

,

получаем

d(x, y) ≤ g0 inf
γ

1∫

0

|ẋ(t)|
ϕ−(|x(t)|)dt.

Выбирая в качестве γ отрезок, соединяющий точки x, y, после преобразований будем
иметь

d(x, y) ≤ g0
|x− y|
|y| − |x|

|y|∫

|x|

dτ

ϕ−(τ)
.

Рассмотрим оценку метрики снизу. Учитывая, что

h(η) ≥ |η|2
g(η)

,

получаем

d(x, y) ≥ inf
γ

∫

γ

1

ϕ(x(t))

|ẋ(t)|2
g(ẋ(t))

dt ≥ g1 inf
γ

1∫

0

|ẋ(t)|
ϕ+(|x(t)|)dt,

где

g1 = inf
ξ 6=0

|ξ|
g(ξ)

.

Теперь оценим интеграл
1∫

0

|ẋ(t)|
ϕ+(|x(t)|)dt

снизу. Положим для s > 0

ψ(s) =
1

s

s∫

0

dτ

ϕ+(τ)
. (4)
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Тогда, как несложно проверить,
∣∣∣∣∣∣

1∫

0

d

dt
x(t)ψ(x(t))

∣∣∣∣∣∣
≤

1∫

0

|ẋ(t)|
ϕ+(|x(t)|)dt.

Следовательно,
d(x, y) ≥ g1 |xψ(|x|)− yψ(|y|)| .

Таким образом, окончательно получаем следующую теорему.

Теорема 1. Для финслеровой метрики d(x, y), построенной по функции Φ(x, ξ) вида
(1), имеют место неравенства

g1 |xψ(|x|)− yψ(|y|)| ≤ d(x, y) ≤ g0
|x− y|
|y| − |x|

|y|∫

|x|

dτ

ϕ−(τ)
,

где

g0 = sup
ξ 6=0

|ξ|
g(ξ)

, g1 = inf
ξ 6=0

|ξ|
g(ξ)

,

и функции ψ, ϕ± определены в (4), (2), (3).

2. Применение к неравенству Соболева

Воспользуемся оценкой метрики для вычисления постоянной в неравенстве Со-
болева. Напомним, что неравенство Соболева доказано в предположении конечности

следующей постоянной (см. [2]):

1) Пусть x0 ∈ D — произвольная точка и BR = B(x0, R) = {x ∈ D : d(x, x0) <
< R} — шар в метрике d(x, y) с центром x0 радиуса R. Предположим, что постоянная

C1 = sup
x∈BR

sup
ξ∈B(x,ǫ)

sup
ǫ>0

1

ǫ

∫

B(x,ǫ)

dµ

dn−1(y, ξ)
< +∞. (1)

2) Для любой функции u ∈ W 1,1(BR) найдется измеримая локально ограниченная
в D функция C2(x) такая, что

|u(x)− uBR
| ≤ C2(x)

|BR|µ

∫

BR

Φ(y,∇u(y))
dn−1(x, y)

dµ. (2)

Теорема 2. Если справедливы предположения (1) и (2), то для всех точек x0 ∈ D,
всех шаров BR = B(x0, R) ⊂ D и для всех функций u = u(x) ∈ W 1,1(BR) справедливо
неравенство



∫

BR

|u(x)− uBR
| n
n−1dµ




n−1
n

≤ C3

|BR|µ1−
1
n

∫

BR

Φ(x,∇u(x))dµ,

где

C3 =

[
C1 · 21+n/(n−1)ωn−1 sup

x∈BR

C2(x)

]n−1
n

.
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Сложность оценки постоянной C1 в наличии под интегралом финслерова расстоя-
ния и необходимости интегрировать по шару в финслеровой метрике.

Для оценки данной постоянной будем использовать полученную оценку для метри-
ки. Имеем

1

dn−1(y, ξ)
≤
(
max
ξ 6=0

g(ξ)

|ξ|

)n−1

·

∣∣∣∣∣∣∣

y

|y|

|y|∫

0

dτ

ϕ+(τ)
− ξ

|ξ|

|ξ|∫

0

dτ

ϕ+(τ)

∣∣∣∣∣∣∣

1−n

.

Заметим, что

B(x, ε) = {y : d(x, y) < ε} ⊂ B∗(x, ε/c∗) =




y :

∣∣∣∣∣∣∣

y

|y|

|y|∫

0

dτ

ϕ+(τ)
− x

|x|

|x|∫

0

dτ

ϕ+(τ)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ε

c∗




,

где c∗ =
[
maxξ 6=0

g(ξ)
|ξ|

]
. Тогда

C1 ≤ c∗ sup
x∈BR

sup
ε>0

sup
ξ∈B(x,ε)

1

ε

∫

B∗(x,ε/c∗)

σ(y)dy
∣∣∣∣∣
y
|y|

|y|∫
0

dτ
ϕ+(τ)

− ξ
|ξ|

|ξ|∫
0

dτ
ϕ+(τ)

∣∣∣∣∣

n−1 .

Сделаем замену переменной в интеграле

z =
y

|y|

|y|∫

0

dτ

ϕ+(τ)
.

Пусть Ψ(·) — функция, обратная к интегралу
|y|∫
0

dτ
ϕ+(τ)

. Тогда

Ψ(|z|) = |y|, y = z

|z|Ψ(|z|).

Найдем якобиан отображения

det

(
∂zi
∂yj

)
=

1

|y|n




|y|∫

0

dτ

ϕ+(τ)




n

det


δij −

yiyj
|y|2 − yiyj

|y|ϕ+(|y|)




|y|∫

0

dτ

ϕ+(τ)




−1
 .

Поскольку

det [δij − aibj ] = 1−
∑

i

aibi,

то для якобиана отображения выполнено

J =

(
∂zi
∂yj

)
=

1

|y|n−1




|y|∫

0

dτ

ϕ+(τ)




n−1

1

ϕ+(|y|) .
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Обозначим

f(z) =
σ
(

zΨ(|z|)
|z|

)

|z|n−1
ϕ+(Ψ(|z|)) ·Ψn−1(|z|).

Оценка постоянной C1 будет иметь следующий вид

C1 ≤ (c∗)n−1 sup
x∈BR

sup
ε>0

sup
ξ∈B(x,ε)

1

ε

∫

B∗(x,ε/c∗)

f(z)dz

|z − ξ∗|n−1
.

Воспользуемся результатами из теории потенциалов (см.: [1, с. 156, лемма 7.12])

Для оператора

(Vµf)(x) =

∫

D

|x− y|n(µ−1)f(y)dy, µ ∈ (0, 1],

если 0 ≤ δ = 1/p− 1/q < µ, тогда

||Vµf ||q ≤
(
1− δ

µ− δ

)1−δ

ω1−µ
n |D|µ−δ||f ||p.

В нашем случае µ = 1/n, q = p = 1, δ = 0. Окончательно

||V1/nf ||∞ =

∫

B∗(x,ε/c∗)

|z − ξ∗|1−nf(z)dz ≤ nωn
ε

c∗

∫

B∗(x,ε)

|f(z)|dz.

Для постоянной C мы можем записать

C1 ≤ nωn

[
max
ξ 6=0

g(ξ)

|ξ|

]n−1− 1
n

sup
x∈BR

sup
ε

∫

B∗(x,ε/c∗)

σ( z
|z|Ψ(|z|))Ψ(|z|)n−1ϕ+(Ψ(|z|))

|z|n−1
dz.

В частном случае, для ϕ+(|x|) = |x|α,

d(x, y) ≥ 1

maxξ 6=0
g(ξ)
|ξ| · [1 + |1− α|]

∣∣y|y|−α − x|x|−α
∣∣ ,

для постоянной C1

C1 ≤
[
max
ξ 6=0

g(ξ)

|ξ| · [1 + |1− α|]
]n−1−1/n

nωn sup
x∈BR

sup
ε

∫

|z−x∗|<ε/c∗

σ(z|z| α
1−α )dz

|z| α
α−1

.

Если ϕ−(|x|) = |x|β, то

d(x, y) ≤ sup
ξ 6=0

|ξ|
g(ξ)

· |x− y|
|x| − |y|

(
|x|−β+1 − |y|−β+1

)
.
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ESTIMATES OF SOBOLEV CONSTANT

E.G. Grigoryeva

We give some estimates constant of Sobolev inequality in Finsler metrics.

Key words: Finsler metrics, Sobolev inequality, potential theory, Jacobian of mapping,

asymptotic estimates of metric.
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