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Аннотация. Рассматривается группа Гейзенберга H𝑛 с нормой Кораньи.
В пространстве 𝐿𝑝(H𝑛), 1 < 𝑝 < ∞, вводятся интегральные операторы с
однородными ядрами компактного типа. Для банаховой алгебры с единицей
V+

𝑝 (H𝑛), порожденной операторами такого типа, строится символическое ис-
числение, и в его терминах формулируются необходимые и достаточные усло-
вия обратимости операторов из V+

𝑝 (H𝑛). Эти результаты получены с помощью
перехода к сферической системе координат на группе Гейзенберга H𝑛 и свер-
точного представления алгебры V+

𝑝 (H𝑛).
Ключевые слова: группа Гейзенберга, линейные интегральные операто-

ры, операторы с однородными ядрами, сверточное представление, символиче-
ское исчисление, обратимость операторов.
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Введение

В пространстве 𝐿𝑝(R𝑛), 1 < 𝑝 < ∞, рассмотрим оператор растяжения 𝜗α, опреде-
ляемый равенством (𝜗α𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥/α), α > 0. В [8] введен и изучен класс однородных
операторов, коммутирующих со всеми операторами 𝜗α. Этому классу принадлежат ин-
тегральные операторы с однородными ядрами, которые в настоящий момент хорошо
изучены (см., например, [1; 4; 14] и цитированные там источники). Для таких опера-
торов получены условия ограниченности и обратимости, для операторов с различными
классами коэффициентов получены условия фредгольмовости и формулы для вычисле-
ния индекса. В [5] рассмотрены интегральные операторы с анизотропно однородными
ядрами компактного типа, а в [13] — однородные операторы в гильбертовых модулях.

В связи с развитием в последнее время некоммутативного гармонического анализа
и его применением в различных областях науки и техники [12; 15; 16] представляет-
ся актуальным распространить теорию операторов с однородными ядрами с группы R𝑛

на некоммутативные группы. В работе [3] введен класс интегральных операторов с
однородными ядрами на группе Гейзенберга, для которых получены условия ограничен-
ности и регулярности. В настоящей статье на группе Гейзенберга вводится новый класс
однородных ядер компактного типа и для унитализации банаховой алгебры V+

𝑝 (H𝑛), по-
рожденной интегральными операторами с ядрами такого типа, строится символическое
исчисление, в терминах которого формулируется критерий обратимости.

1. Группа Гейзенберга

В этом разделе приведем в удобном для дальнейшего виде необходимые сведения
о группе Гейзенберга (см., например, [16, с. 209–212]). Пусть N — множество нату-
ральных чисел; R — аддитивная группа вещественных чисел; R+ — мультипликативная
группа положительных чисел; C𝑛 — 𝑛-мерное унитарное пространство со скалярным
произведением

𝑧 · 𝑤 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑧𝑘�̄�𝑘, 𝑧, 𝑤 ∈ C𝑛,

и нормой

|𝑧| =
(︃

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑧𝑘|2
)︃ 1

2

, 𝑧 ∈ C𝑛.

Группой Гейзенберга называется множество H𝑛 = C𝑛 × R с бинарной операцией

(𝑧, 𝑎)(𝑤, 𝑏) = (𝑧 + 𝑤, 𝑎+ 𝑏+ 2Im(𝑧 · 𝑤)), (𝑧, 𝑎), (𝑤, 𝑏) ∈ H𝑛.

Нейтральный элемент группы имеет вид (0, 0), где 0 — нулевой вектор пространства
C𝑛, а обратный элемент вычисляется по формуле (𝑧, 𝑎)−1 = (−𝑧,−𝑎). Заметим, что в
некоторых источниках групповая операция может определяться иначе (см., например,
[11, c. 13]). Кроме того, следует отметить, что группу Гейзенберга часто определяют
как подгруппу группы квадратных верхнетреугольных матриц размера 𝑛+2 следующего
вида: ⎛⎝1 𝑎 𝑐

0 𝐸𝑛 𝑏𝑇

0 0 1

⎞⎠ ,
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где 𝐸𝑛 — единичная матрица порядка 𝑛, 𝑎 и 𝑏 — вектор-строки из R𝑛,
𝑏 ↦→ 𝑏𝑇 — операция транспонирования, 𝑐 ∈ R. Все упомянутые подходы приводят к
изоморфным группам.

Для любого 𝑟 ∈ R+ существует автоморфизм δ𝑟 : H𝑛 → H𝑛, определяемый форму-
лой

δ𝑟(𝑧, 𝑎) = (𝑟𝑧, 𝑟2𝑎), (𝑧, 𝑎) ∈ H𝑛.

Автоморфизм δ𝑟 называют растяжением. Группа автоморфизмов {δ𝑟}𝑟∈R+ с операцией
композиции изоморфна группе R+, при этом δ𝑟ρ = δ𝑟δρ и δ−1

𝑟 = δ 1
𝑟

для любых 𝑟, ρ ∈ R+.
Снабдим группу H𝑛 нормой Кораньи:

‖(𝑧, 𝑎)‖ =
(︀
|𝑧|4 + 𝑎2

)︀ 1
4 , (𝑧, 𝑎) ∈ H𝑛,

которая удовлетворяет условию однородности:

∀𝑥 ∈ H𝑛, 𝑟 ∈ R+ : ‖δ𝑟(𝑥)‖ = 𝑟‖𝑥‖. (1)

Норма Кораньи позволяет определить на группе Гейзенберга единичную сферу

S𝑛 = {𝑥 ∈ H𝑛 : ‖𝑥‖ = 1}

с центром в точке (0, 0) ∈ H𝑛, которая гомеоморфна стандартной 2𝑛-мерной сфере в
пространстве R2𝑛+1.

На группе Гейзенберга преобразование декартовых координат 𝑥 ∈ H𝑛 ∖ {(0, 0)} в
сферические (𝑟, 𝑠) ∈ R+ × S𝑛 определяется по формулам

𝑟 = ‖𝑥‖, 𝑠 = δ−1
‖𝑥‖(𝑥), (2)

при этом для любой определенной на H𝑛 интегрируемой функции 𝑓

∫︁
H𝑛

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
S𝑛

∞∫︁
0

𝑓(δ𝑟(𝑠)) 𝑟
2𝑛+1 𝑑𝑟 𝑑𝑠. (3)

Стандартная мера Лебега на группе R2𝑛+1 задает биинвариантную меру Хаара на
группе Гейзенберга H𝑛 [16, с. 192]. Ниже мы будем рассматривать лебеговы банаховы
пространства 𝐿𝑝(H𝑛), где 1 < 𝑝 < ∞ и 𝐿∞(S𝑛). Кроме того, далее понадобится есте-
ственный аналог пространства со смешанной нормой 𝐿(1,∞)(R𝑛 × R𝑛) (см., например,
[2, c. 8–11]), а именно весовое пространство 𝐿(1,∞)(H𝑛 × H𝑛, 𝜔1 ⊗ 𝜔2), то есть про-
странство, состоящее из определенных на H𝑛 ×H𝑛 измеримых функций 𝑓 , для которых
конечна норма

‖𝑓‖𝐿(1,∞)(H𝑛×H𝑛,𝜔1⊗𝜔2) = ess sup
𝑦∈H𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜔2(𝑦)

∫︁
H𝑛

|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝜔1(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (4)

где 𝜔1, 𝜔2 — весовые функции на H𝑛.
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2. Интегральные операторы с однородными ядрами на группе H𝑛

Пусть 1 < 𝑝, 𝑝′ < ∞, 1/𝑝+1/𝑝′ = 1. Определенную на H𝑛×H𝑛 функцию 𝑘 назовем
однородной степени 𝑚, если

∀γ ∈ R+, ∀𝑥, 𝑦 ∈ H𝑛 : 𝑘(δγ(𝑥), δγ(𝑦)) = γ𝑚𝑘(𝑥, 𝑦). (5)

Однородную степени (−2𝑛− 2) измеримую функцию 𝑘 отнесем к классу ℳ𝑝(H𝑛),
если

κ1(𝑘) = ess sup
σ∈S𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∫︁
H𝑛

|𝑘(𝑥,σ)| ‖𝑥‖−
2𝑛+2
𝑝′ 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < ∞, (6)

κ2(𝑘) = ess sup
𝑠∈S𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∫︁
H𝑛

|𝑘(𝑠, 𝑦)| ‖𝑦‖−
2𝑛+2

𝑝 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < ∞. (7)

Лемма 1. ℳ𝑝(H𝑛) — банахово пространство c нормой

‖𝑘‖ℳ𝑝(H𝑛) = max
(︀
κ1(𝑘),κ2(𝑘)

)︀
. (8)

Доказательство. Для любой функции 𝑘 ∈ ℳ𝑝(H𝑛) и соответствующих чисел κ1(𝑘),κ2(𝑘)
справедливы равенства

κ1(𝑘) = ess sup
𝑦∈H𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ‖𝑦‖ 2𝑛+2

𝑝′

∫︁
H𝑛

|𝑘(𝑥, 𝑦)| ‖𝑥‖−
2𝑛+2
𝑝′ 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (9)

κ2(𝑘) = ess sup
𝑥∈H𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ‖𝑥‖ 2𝑛+2

𝑝

∫︁
H𝑛

|𝑘(𝑥, 𝑦)| ‖𝑦‖−
2𝑛+2

𝑝 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (10)

Действительно, используя замену 𝑥 ↦→ δ‖𝑦‖(𝑥), 𝑑𝑥 ↦→ ‖𝑦‖2𝑛+2𝑑𝑥, а также воспользо-
вавшись свойством однородности нормы Кораньи (см. (1)) и свойством однородности
функции 𝑘 (см. (5)), легко убедиться, что

∀𝑦 ∈ H𝑛 : ‖𝑦‖
2𝑛+2
𝑝′

∫︁
H𝑛

|𝑘(𝑥, 𝑦)| ‖𝑥‖−
2𝑛+2
𝑝′ 𝑑𝑥 =

∫︁
H𝑛

⃒⃒⃒
𝑘
(︁
𝑥, δ−1

‖𝑦‖(𝑦)
)︁⃒⃒⃒

‖𝑥‖−
2𝑛+2
𝑝′ 𝑑𝑥.

Далее, замечая, что

ess sup
𝑦∈H𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∫︁
H𝑛

⃒⃒⃒
𝑘
(︁
𝑥, δ−1

‖𝑦‖(𝑦)
)︁⃒⃒⃒

‖𝑥‖−
2𝑛+2
𝑝′ 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = ess sup

σ∈S𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∫︁
H𝑛

|𝑘(𝑥,σ)| ‖𝑥‖−
2𝑛+2
𝑝′ 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

и учитывая (6), получаем (9). Выполнение равенства (10) доказывается аналогично.
Множество определенных на H𝑛 × H𝑛 измеримых функций 𝑘, удовлетворяющих

условию κ1(𝑘) < ∞ (см. (9)), является банаховым пространством

𝐿(1,∞)

(︁
H𝑛 ×H𝑛, ‖𝑥‖−

2𝑛+2
𝑝′ ⊗ ‖𝑦‖

2𝑛+2
𝑝′
)︁
,
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(см. (4)). Подпространство этого пространства, порожденное однородными степени (−2𝑛−
−2) функциями, обозначим ℳ1

𝑝(H𝑛). Норма в данном пространстве задается равенством

‖𝑘‖ℳ1
𝑝(H𝑛) = κ1(𝑘).

Множество определенных на H𝑛 × H𝑛 измеримых функций 𝑘, удовлетворяющих
условию κ2(𝑘) < ∞ (см. (10)), обозначим ℳ0

𝑝(H𝑛). Каждой функции 𝑘 ∈ ℳ0
𝑝(H𝑛)

сопоставим функцию 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑘(𝑦, 𝑥), которая, как несложно заметить, удовлетворяет
условию

ess sup
𝑦∈H𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ‖𝑦‖ 2𝑛+2

𝑝

∫︁
H𝑛

|𝑘(𝑥, 𝑦)| ‖𝑥‖−
2𝑛+2

𝑝 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < ∞.

Множество определенных на H𝑛 ×H𝑛 измеримых функций 𝑘, для которых справедливо
это условие, является банаховым пространством

𝐿(1,∞)

(︁
H𝑛 ×H𝑛, ‖𝑥‖−

2𝑛+2
𝑝 ⊗ ‖𝑦‖

2𝑛+2
𝑝

)︁
,

откуда следует, что ℳ0
𝑝(H𝑛) также является банаховым пространством. Подпростран-

ство пространства ℳ0
𝑝(H𝑛), порожденное однородными степени (−2𝑛 − 2) функциями,

обозначим ℳ2
𝑝(H𝑛). Норма в данном пространстве определяется равенством

‖𝑘‖ℳ2
𝑝(H𝑛) = κ2(𝑘).

Банаховы пространства ℳ1
𝑝(H𝑛) и ℳ2

𝑝(H𝑛) образуют банахову пару, а их пересе-
чение

ℳ𝑝(H𝑛) = ℳ1
𝑝(H𝑛)

⋂︁
ℳ2

𝑝(H𝑛)

является банаховым пространством с нормой (8) (см. [6, с. 20]). Лемма доказана.

В пространстве 𝐿𝑝(H𝑛) рассмотрим интегральный оператор

(𝐾𝑘 𝑓)(𝑥) =

∫︁
H𝑛

𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑘 ∈ ℳ𝑝(H𝑛). (11)

Из теоремы 1 работы [3] вытекает следующее утверждение.
Теорема 1. Оператор 𝐾𝑘 вида (11) ограничен в 𝐿𝑝(H𝑛).

Для произвольного банахова пространства X через ℒ(X) будем обозначать банахову
алгебру всех линейных, ограниченных в X, операторов. Замкнутую подалгебру банахо-
вой алгебры ℒ(𝐿𝑝(H𝑛)), порожденную интегральными операторами вида (11), обозначим
Op(ℳ𝑝(H𝑛)).

3. Операторы из Op(ℳ𝑝(H𝑛)) в сферической системе координат

Для того чтобы в алгебре Op(ℳ𝑝(H𝑛)) выделить подалгебру операторов с однород-
ными ядрами компактного типа, рассмотрим операторы из Op(ℳ𝑝(H𝑛)) в сферической
системе координат. Преобразование декартовых координат в сферические на группе H𝑛

индуцирует изометрический изоморфизм

𝑄 : 𝐿𝑝(H𝑛) → 𝐿𝑝(R+ × S𝑛, 𝑟2𝑛+1 ⊗ 1)
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(см. (2)–(3)), который определяется по формуле

(𝑄𝑓)(𝑟, 𝑠) = 𝑓(δ𝑟(𝑠)), 𝑟 ∈ R+, 𝑠 ∈ S𝑛. (12)

Определенную на R+ × R+ × S𝑛 × S𝑛 измеримую функцию 𝑙, удовлетворяющую
условию

∀γ, 𝑟, ρ ∈ R+, ∀𝑠,σ ∈ S𝑛 : 𝑙(γ𝑟,γρ, 𝑠,σ) = γ−1𝑙(𝑟, ρ, 𝑠,σ),

отнесем к классу ℳ′
𝑝(H𝑛), если

κ′
1(𝑙) = ess sup

σ∈S𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∫︁
S𝑛

∞∫︁
0

|𝑙(𝑟, 1, 𝑠,σ)| 𝑟
2𝑛+2

𝑝
−1 𝑑𝑟 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < ∞,

κ′
2(𝑙) = ess sup

𝑠∈S𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∫︁
S𝑛

∞∫︁
0

|𝑙(1, ρ, 𝑠,σ)| ρ−
2𝑛+2

𝑝 𝑑ρ 𝑑σ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < ∞.

Аналогично лемме 1 доказывается, что ℳ′
𝑝(H𝑛) — банахово пространство с нормой

‖𝑙‖ℳ′
𝑝(H𝑛) = max

(︀
κ′
1(𝑙),κ

′
2(𝑙)
)︀
.

Изометрический изоморфизм ̃︀𝑄 : ℳ𝑝(H𝑛) → ℳ′
𝑝(H𝑛) определим по формуле

( ̃︀𝑄𝑘)(𝑟, 𝑠, ρ,σ) = ρ2𝑛+1 𝑘(δ𝑟(𝑠), δρ(σ)), 𝑟, ρ ∈ R+, 𝑠,σ ∈ S𝑛. (13)

В пространстве 𝐿𝑝(R+ × S𝑛, 𝑟2𝑛+1 ⊗ 1) рассмотрим интегральный оператор

(𝐿𝑙 𝑓)(𝑟, 𝑠) =

∫︁
S𝑛

∞∫︁
0

𝑙(𝑟, ρ, 𝑠,σ) 𝑓(ρ,σ) 𝑑ρ 𝑑σ, 𝑙 ∈ ℳ′
𝑝(H𝑛). (14)

Для любого изоморфизма произвольных банаховых пространств 𝑇 : X1 → X2 про-
странственный изоморфизм подобия банаховых алгебр ̂︀𝑇 : ℒ(X1) → ℒ(X2) определяется
с помощью равенства ̂︀𝑇 (Θ) = 𝑇 Θ𝑇−1, Θ ∈ ℒ(X1). (15)

Непосредственными выкладками доказывается, что для отображения ̃︀𝑄 (см. (13))
и изоморфизма подобия

̂︀𝑄 : ℒ(𝐿𝑝(H𝑛)) → ℒ(𝐿𝑝(R+ × S𝑛, 𝑟2𝑛+1 ⊗ 1)), (16)

определяемого c помощью изоморфизма 𝑄 (см. (12)), справедливо соотношение

∀𝑘 ∈ ℳ𝑝(H𝑛) : ̂︀𝑄(𝐾𝑘) = 𝐿 ̃︀𝑄(𝑘), (17)

откуда, в частности, следует, что в силу теоремы 1 оператор вида (14) ограничен в про-
странстве 𝐿𝑝(R+ × S𝑛, 𝑟2𝑛+1 ⊗ 1). Замкнутую подалгебру банаховой алгебры ℒ(𝐿𝑝(R+ ×
× S𝑛, 𝑟2𝑛+1 ⊗ 1)), порожденную интегральными операторами вида (14), обозначим
Op(ℳ′

𝑝(H𝑛)), тогда ̂︀𝑄(Op(ℳ𝑝(H𝑛))) = Op(ℳ′
𝑝(H𝑛)).
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4. Операторы с однородными ядрами компактного типа на группе H𝑛

Будем полагать, что определенная на R+ ×R+ измеримая функция 𝑎, удовлетворя-
ющая условию

∀γ, 𝑟, ρ ∈ R+ : 𝑎(γ𝑟,γρ) = γ−1𝑎(𝑟, ρ), (18)

принадлежит классу 𝒜𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1), если

α(𝑎) =

∞∫︁
0

|𝑎(𝑟, 1)| 𝑟
2𝑛+2

𝑝
−1 𝑑𝑟 =

∞∫︁
0

|𝑎(1, ρ)| ρ−
2𝑛+2

𝑝 𝑑ρ < ∞. (19)

Нетрудно доказать, что 𝒜𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1) — банахово пространство с нормой

‖𝑎‖𝒜𝑝(R+,𝑟2𝑛+1) = α(𝑎).

В пространстве 𝐿𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1) рассмотрим оператор мультипликативной свертки

(𝐴𝑎 𝑓)(𝑟) =

∞∫︁
0

𝑎(𝑟, ρ) 𝑓(ρ) 𝑑ρ, 𝑎 ∈ 𝒜𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1). (20)

Известно, что оператор 𝐴𝑎 вида (20), ограничен в 𝐿𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1) [14, с. 53]. Замкнутую

подалгебру банаховой алгебры ℒ(𝐿𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1)), порожденную интегральными операто-

рами вида (20), обозначим 𝒱𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1).

Рассмотрим алгебраическое тензорное произведение

𝒜𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1)⊙𝐿∞(S𝑛×S𝑛) =

{︃
𝑗∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖 : 𝑎𝑖 ∈ 𝒜𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1), 𝑏𝑖 ∈ 𝐿∞(S𝑛 × S𝑛), 𝑗 ∈ N

}︃
,

вложенное в ℳ′
𝑝(H𝑛). Через 𝒞 ′

𝑝(H𝑛) обозначим замыкание 𝒜𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1)⊙𝐿∞(S𝑛 × S𝑛)

в ℳ′
𝑝(H𝑛). Пусть

𝒞𝑝(H𝑛) = ̃︀𝑄−1(𝒞 ′
𝑝(H𝑛)).

В силу того что интегральные операторы с ядрами из 𝐿∞(S𝑛×S𝑛) компактны в простран-
стве 𝐿𝑝(S𝑛), ядра из 𝒞𝑝(H𝑛) будем, аналогично работе [4], называть ядрами компактного
типа.

Замкнутую подалгебру банаховой алгебры Op(ℳ𝑝(H𝑛)), порожденную интеграль-
ными операторами (11) с ядрами из 𝒞𝑝(H𝑛), обозначим V𝑝(H𝑛). Для произвольной ба-
наховой алгебры A через A+ обозначим ее унитализацию. В частности, V+

𝑝 (H𝑛) —
унитализация V𝑝(H𝑛).

Из равенства (17) следует, что алгебра V′
𝑝(H𝑛) = ̂︀𝑄(V𝑝(H𝑛)) совпадает с замкнутой

подалгеброй банаховой алгебры Op(ℳ′
𝑝(H𝑛)), порожденной интегральными оператора-

ми (14) с ядрами из 𝒞 ′
𝑝(H𝑛).

Топологическое тензорное произведение 𝐿𝑝(𝑋,µ) ⊗ 𝐿𝑝(𝑌,ν) весовых пространств
𝐿𝑝(𝑋,µ) и 𝐿𝑝(𝑌,ν) определяется как замыкание в 𝐿𝑝(𝑋 × 𝑌,µ ⊗ ν) алгебраического
тензорного произведения

𝐿𝑝(𝑋,µ)⊙ 𝐿𝑝(𝑌,ν) =

{︃
𝑗∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖 𝑔𝑖 : 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,µ), 𝑔𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝑌,ν), 𝑗 ∈ N

}︃
.
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Поскольку 𝐿𝑝(𝑋,µ)⊙𝐿𝑝(𝑌,ν) плотно в 𝐿𝑝(𝑋×𝑌,µ⊗ν), то 𝐿𝑝(𝑋,µ)⊗𝐿𝑝(𝑌,ν) совпадает
с 𝐿𝑝(𝑋 × 𝑌,µ ⊗ ν). Топологическое тензорное произведение A ⊗ B банаховых алгебр
A ⊂ ℒ(𝐿𝑝(𝑋,µ)) и B ⊂ ℒ(𝐿𝑝(𝑌,ν)) определяется как замыкание в ℒ(𝐿𝑝(𝑋 × 𝑌,µ⊗ ν))
алгебраического тензорного произведения

A⊙B =

{︃
𝑗∑︁

𝑖=1

𝑅𝑖 ⊗ 𝑆𝑖 : 𝑅𝑖 ∈ A, 𝑆𝑖 ∈ B, 𝑗 ∈ N

}︃
,

где 𝑅𝑖 ⊗ 𝑆𝑖 — непрерывное продолжение оператора 𝑅𝑖 ⊙ 𝑆𝑖, ограниченного в линеале
𝐿𝑝(𝑋,µ)⊙ 𝐿𝑝(𝑌,ν), на банахово пространство 𝐿𝑝(𝑋 × 𝑌,µ⊗ ν) [7, с. 110].

Идеал компактных в пространстве 𝐿𝑝(S𝑛) операторов обозначим 𝒦𝑝(S𝑛). Следую-
щее утверждение доказывается по схеме доказательства леммы 1.1 из [4].
Лемма 2. V′

𝑝(H𝑛) = 𝒱𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1)⊗𝒦𝑝(S𝑛).

Пример 1. Построим интегральный оператор с однородным ядром компактного типа.
Определенная на H𝑛 ×H𝑛 функция

κ(𝑥, 𝑦) =
1

‖𝑥‖2𝑛+2 + ‖𝑦‖2𝑛+2
ξ
(︁
δ−1
‖𝑥‖(𝑥), δ

−1
‖𝑦‖(𝑦)

)︁
, ξ ∈ 𝐿∞(S𝑛 × S𝑛),

является однородной степени (−2𝑛− 2) (см. (5)). Проверим для функции κ выполнение
условий κ1(κ),κ2(κ) < ∞, (см. (6)–(7)). Рассмотрим функцию

κ1(σ) =

∫︁
H𝑛

1

‖𝑥‖
2𝑛+2
𝑝′ + ‖𝑥‖(2𝑛+2)

(︁
1
𝑝′+1

)︁ ⃒⃒⃒ξ(︁δ−1
‖𝑥‖(𝑥), σ

)︁⃒⃒⃒
𝑑𝑥, σ ∈ S𝑛.

Справедлива оценка

∀σ ∈ S𝑛 : κ1(σ) 6 ‖ξ‖𝐿∞(S𝑛×S𝑛)

∫︁
H𝑛

𝑑𝑥

‖𝑥‖
2𝑛+2
𝑝′ + ‖𝑥‖(2𝑛+2)

(︁
1
𝑝′+1

)︁ .

Интеграл в правой части неравенства сходится в силу утверждения 3 леммы, доказанной
в [3], и, следовательно,

κ1(κ) = ‖κ1‖𝐿∞(S𝑛) < ∞.

Аналогично проверяется выполнение условия κ2(κ) < ∞. Таким образом, κ ∈ ℳ𝑝(H𝑛).
Применяя к функции κ отображение ̃︀𝑄 (см. (13)), получим

̃︀𝑄(κ)(𝑟, ρ, 𝑠,σ) = ρ2𝑛+1 1

𝑟2𝑛+2 + ρ2𝑛+2
ξ(𝑠,σ), 𝑟, ρ ∈ R+, 𝑠,σ ∈ S𝑛.

Функцию ̃︀𝑄(κ) представим в виде ̃︀𝑄(κ) = κ0 ξ, где

κ0(𝑟, ρ) = ρ2𝑛+1 1

𝑟2𝑛+2 + ρ2𝑛+2
.

Несложно видеть, что функция κ0 удовлетворяет условию (18), а интеграл

α(κ0) =

∞∫︁
0

|κ0(1, ρ)| ρ−
1
𝑝 𝑑ρ =

∞∫︁
0

1

ρ
1− 2𝑛+2

𝑝′ + ρ1+
2𝑛+2

𝑝

𝑑ρ

12 В.В. Денисенко, В.М. Деундяк. Обратимость интегральных операторов на группе Гейзенберга
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(см. (19)) сходится и, следовательно, κ0 ∈ 𝒜𝑝(R+, 𝑟
2𝑛+1). Таким образом, мы установили,

что ̃︀𝑄(κ) ∈ 𝒞 ′
𝑝(H𝑛), κ ∈ 𝒞𝑝(H𝑛), а оператор вида (11) с ядром κ

(𝐾κ 𝑓)(𝑥) =

∫︁
H𝑛

1

‖𝑥‖2𝑛+2 + ‖𝑦‖2𝑛+2
ξ
(︁
δ−1
‖𝑥‖(𝑥), δ

−1
‖𝑦‖(𝑦)

)︁
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 (21)

является ограниченным в 𝐿𝑝(H𝑛) интегральным оператором с однородным ядром ком-
пактного типа.

5. Символическое исчисление и условие обратимости для V+
𝑝 (H𝑛)

Рассмотрим сверточное представление алгебры V+
𝑝 (H𝑛). С помощью изометриче-

ского изоморфизма 𝑢2𝑛+1
𝑝 : 𝐿𝑝(R+, 𝑟

2𝑛+1) → 𝐿𝑝(R) вида

(𝑢2𝑛+1
𝑝 𝑓)(𝑡) = 𝑒

2𝑛+2
𝑝

𝑡 𝑓(𝑒𝑡), 𝑡 ∈ R

и конструкции (15) определим изоморфизм подобия банаховых алгебр

�̂�2𝑛+1
𝑝 : ℒ(𝐿𝑝(R+, 𝑟

2𝑛+1)) → ℒ(𝐿𝑝(R)).

Замкнутую подалгебру банаховой алгебры ℒ(𝐿𝑝(R)), порожденную операторами
аддитивной свертки

(𝐶𝑐𝑓)(𝑡) =

∞∫︁
−∞

𝑐(𝑡− τ) 𝑓(τ) 𝑑τ, 𝑐 ∈ 𝐿1(R),

обозначим 𝑉𝑝(R).
Непосредственными выкладками доказывается, что ограничение �̂�2𝑛+1

𝑝 на
𝒱𝑝(R+, 𝑟

2𝑛+1) задает изоморфизм

u2𝑛+1
𝑝 : 𝒱𝑝(R+, 𝑟

2𝑛+1) → 𝑉𝑝(R),

причем u2𝑛+1
𝑝 (𝐴𝑎) = 𝐶𝑐, где 𝐴𝑎 – оператор вида (20), а 𝐶𝑐 – оператор свертки с ядром

𝑐(𝑡) = 𝑒
2𝑛+2

𝑝
𝑡𝑎(𝑒𝑡, 1).

Отметим, что ограничение ̂︀𝑄 (см. (16)) на алгебру V𝑝(H𝑛) задает изоморфизм
Q : V𝑝(H𝑛) → V′

𝑝(H𝑛) и рассмотрим оператор

u2𝑛+1
𝑝 ⊗ 𝐼 : 𝒱𝑝(R+, 𝑟

2𝑛+1)⊗𝒦𝑝(S𝑛) → 𝑉𝑝(R)⊗𝒦𝑝(S𝑛).

Учитывая лемму 2, построим оператор

(u2𝑛+1
𝑝 ⊗ 𝐼)Q : V𝑝(H𝑛) → 𝑉𝑝(R)⊗𝒦𝑝(S𝑛),

порождающий изоморфизм

U𝑝 : V
+
𝑝 (H𝑛) → (𝑉𝑝(R)⊗𝒦𝑝(S𝑛))+. (22)
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Изоморфизм U𝑝 мы будем называть сверточным представлением алгебры V+
𝑝 (H𝑛).

Построим символ для операторов из алгебры (𝑉𝑝(R)⊗𝒦𝑝(S𝑛))+. Пусть Ṙ — компак-
тификация пространства R бесконечно удаленной точкой ∞; A — произвольная банахова
алгебра, тогда через 𝐶(Ṙ,A) обозначим банахову алгебру непрерывных отображений Ṙ
в A с равномерной топологией. Будем полагать, что

𝐶0(Ṙ,A) = {𝑓 ∈ 𝐶(Ṙ,A) : 𝑓(∞) = 0}.

Известно, что сопоставление оператору свертки 𝐶𝑐 ∈ 𝑉𝑝(R) преобразования Фурье
его ядра задает непрерывный мономорфизм φ𝑝 : 𝑉𝑝(R) → 𝐶0(Ṙ,C) [9].

Рассмотрим оператор

̃︀Φ𝑝 : 𝑉𝑝(R)⊙𝒦𝑝(S𝑛) → 𝐶0(Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛)),

определяемый по формуле(︃̃︀Φ𝑝

(︃
𝑗∑︁

𝑖=1

𝑅𝑖 ⊗ 𝑆𝑖

)︃)︃
(𝑡) =

𝑗∑︁
𝑖=1

(︀
φ𝑝(𝑅𝑖)

)︀
(𝑡)𝑆𝑖, 𝑡 ∈ R.

Оператор ̃︀Φ𝑝 может быть непрерывно продолжен до оператора

Φ𝑝 : 𝑉𝑝(R)⊗𝒦𝑝(S𝑛) → 𝐶0(Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛)).

Легко видеть, что алгебра операторнозначных функций

𝐶0,𝑝(Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛)) = Φ𝑝(𝑉𝑝(R)⊗𝒦𝑝(S𝑛))

с нормой
‖𝑓‖𝐶0,𝑝(Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛)) = ‖Φ−1

𝑝 𝑓‖ℒ(𝐿𝑝(R×S𝑛))

является банаховой.
Ограничение оператора Φ𝑝 на образ порождает изоморфизм

Φ𝑝 : (𝑉𝑝(R)⊗𝒦𝑝(S𝑛))+ → 𝐶+
0,𝑝(Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛)), (23)

который мы будем называть символом для операторов из (𝑉𝑝(R)⊗𝒦𝑝(S𝑛))+.
Лемма 3. Пусть 𝐶 ∈ (𝑉𝑝(R) ⊗ 𝒦𝑝(S𝑛))+. Тогда для того, чтобы оператор 𝐶 был
обратим в алгебре (𝑉𝑝(R) ⊗ 𝒦𝑝(S𝑛))+, необходимо и достаточно, чтобы его символ
Φ𝑝(𝐶) был обратим в алгебре 𝐶+

0 (Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛))).

Доказательство. Пусть L(𝑚,C) — банахова алгебра 𝑚 × 𝑚 матриц над полем C.
Из того, что Φ𝑝 — изоморфизм алгебр, следует, что оператор 𝐶 обратим в алгебре
(𝑉𝑝(R) ⊗ 𝒦𝑝(S𝑛))+ тогда и только тогда, когда его символ Φ𝑝(𝐶) обратим в алгебре
𝐶+

0,𝑝(Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛)). Обратимость же символа в 𝐶+
0,𝑝(Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛)) равносильна его обратимо-

сти в 𝐶+
0 (Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛)). Данное утверждение выводится из результата И.Б. Симоненко

о том, что обратимость матричнозначной функции в аналогичной банаховой алгебре
𝐶+

0,𝑝(Ṙ,L(𝑚,C)) равносильна ее обратимости в 𝐶+
0 (Ṙ,L(𝑚,C)) (см. [9, с. 307; 10, с. 46])

и того факта, что индуктивный предел L(∞,C) плотно вложен в 𝒦𝑝(S𝑛). Лемма доказа-
на.
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Символ для операторов из алгебры V+
𝑝 (H𝑛) построим с помощью ее сверточного

представления U𝑝 (см. (22)) и символа Φ𝑝 (см. (23)) для операторов из алгебры (𝑉𝑝(R)⊗
⊗𝒦𝑝(S𝑛))+:

ϒ𝑝 = Φ𝑝 U𝑝.

Из леммы 3 вытекает следующий критерий обратимости операторов из V+
𝑝 (H𝑛).

Теорема 2. Пусть 𝐾 ∈ V+
𝑝 (H𝑛). Тогда для того, чтобы оператор 𝐾 был обратим в

алгебре V+
𝑝 (H𝑛), необходимо и достаточно, чтобы его символ ϒ𝑝(𝐾) был обратим

в алгебре 𝐶+
0 (Ṙ,𝒦𝑝(S𝑛))).

Таким образом, проверка обратимости произвольного оператора 𝐾 ∈ V+
𝑝 (H𝑛) сво-

дится к проверке обратимости параметризованного Ṙ семейства операторов более про-
стого вида.
Пример 2. В алгебре V+

𝑝 (H𝑛) рассмотрим оператор

𝐾 = λ𝐼 +𝐾κ,

где 𝐾κ — оператор (21) из примера 1, λ ∈ C. Воспользуемся конструкцией символиче-
ского исчисления для алгебры V+

𝑝 (H𝑛) и вычислим символ оператора 𝐾. Тогда

ϒ𝑝(𝐾)(η) = λ𝐼𝐿𝑝(S𝑛) +Θ(η)𝑇,

где η ∈ Ṙ, 𝑇 ∈ 𝒦𝑝(S𝑛) — компактный оператор вида

(𝑇𝑓)(𝑠) =

∫︁
S𝑛

ξ(𝑠,σ)𝑓(σ)𝑑σ

с ядром ξ ∈ 𝐿∞(S𝑛 × S𝑛), Θ(η) — преобразование Фурье функции

𝑒
2𝑛+2

𝑝
𝑡

𝑒(2𝑛+2)𝑡 + 1
∈ 𝐿1(R).

Итак, проверка обратимости оператора 𝐾 = λ𝐼+𝐾κ(∈ V+
𝑝 (H𝑛)) сводится к проверке об-

ратимости параметризованного Ṙ семейства операторов более простого вида из алгебры
𝒦+

𝑝 (S𝑛).
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Abstract. Let C𝑛 be a 𝑛–dimensional complex coordinate space and let R
be a set of real numbers. The Heisenberg group is a set H𝑛 = C𝑛 × R with the
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binary operation

(𝑧, 𝑎)(𝑤, 𝑏) = (𝑧 + 𝑤, 𝑎+ 𝑏+ 2Im(𝑧 · 𝑤)), (𝑧, 𝑎), (𝑤, 𝑏) ∈ H𝑛.

The group under consideration is endowed with a family of dilations

δ𝑟(𝑧, 𝑎) = (𝑟𝑧, 𝑟2𝑎), 𝑟 ∈ R+, (𝑧, 𝑎) ∈ H𝑛,

and is equipped with the Koranyi norm

‖(𝑧, 𝑎)‖ =
(︀
|𝑧|4 + 𝑎2

)︀ 1
4 , (𝑧, 𝑎) ∈ H𝑛.

This norm allows us to define the notion of the unit ball on the Heisenberg group

S𝑛 = {𝑥 ∈ H𝑛 : ‖𝑥‖ = 1} .

The transformation of Cartesian coordinates on the Heisenberg group
𝑥 ∈ H𝑛 ∖ {(0, 0)} to spherical coordinates (𝑟, 𝑠) ∈ R+ × S𝑛 is defined by

𝑟 = ‖𝑥‖, 𝑠 = δ−1
‖𝑥‖(𝑥).

The function 𝑘 : H𝑛 ×H𝑛 → C is said to be homogeneous of degree 𝑚 if it
satisfies the condition of homogeneity

∀γ ∈ R+, ∀𝑥, 𝑦 ∈ H𝑛 : 𝑘(δγ(𝑥), δγ(𝑦)) = γ𝑚𝑘(𝑥, 𝑦).

This paper is concerned with the study of linear integral operators on the
Heisenberg group of the form

(𝐾𝑘 𝑓)(𝑥) =

∫︁
H𝑛

𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦,

where function 𝑘 is an element of the special Banach space ℳ𝑝(H𝑛) of homoge-
neous (−2𝑛−2) degree functions. It is claimed that operator under consideration
is bounded in the space 𝐿𝑝(H𝑛), where 1 < 𝑝 < ∞.

A new class 𝒞𝑝(H𝑛) ⊂ ℳ𝑝(H𝑛) of homogeneous kernels of compact type is
introduced. The main object of the research is the unitary Banach algebra V+

𝑝 (H𝑛)
generated by integral operators with 𝒞𝑝(H𝑛) kernels. It should be pointed out that
spherical coordinate system on the Heisenberg group plays a significant role in
construction of the 𝒞𝑝(H𝑛) class.

The convolutional representation of the unitary Banach algebra V+
𝑝 (H𝑛) is

constructed using the technique of tensor products. This representation makes it
possible to define the symbol for integral opera-
tors in V+

𝑝 (H𝑛) algebra and formulate the necessary and sufficient conditions
for invertibility of these operators in terms of their symbol.

Key words: Heisenberg group, linear integral operators, operators with
homogeneous kernels, convolutional representation, symbolic calculus, invertibility
of operators.
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