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Аннотация. В настоящее время метод триангуляции широко применяет-
ся во многих вычислительных задачах, например, при использовании метода
конечных элементов (МКЭ). Применение треугольных сеток при решении раз-
личных краевых задач обусловлено еще и тем, что на них достаточно легко и
с необходимой точностью могут быть аппроксимированы производные любого
порядка. В этом случае процесс расчета, как правило, можно унифицировать
и организовать так, чтобы зависимость от сетки была минимальной [5]. По-
этому востребованной задачей является разработка алгоритмов триангуляции
областей, не требующих много времени на выполнение и не затрачивающих
большой объем компьютерных ресурсов. В работе [6] нами был представлен
один такой алгоритм, основанный на применении процесса измельчения тре-
угольников триангуляции. В настоящей работе мы описываем другой подход
к построению треугольной сетки для произвольной плоской области, ограни-
ченной простой замкнутой кривой, и даем оценку минимального синуса угла
треугольников при выполнении определенных геометрических условий.

Ключевые слова: триангуляция, треугольник, минимальный угол три-
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1. Описание алгоритма триангуляции области

Пусть задан конечный набор точек {𝑃𝑖}𝑚𝑖=1 на плоскости R2. Триангуляцией данно-
го набора точек называется совокупность невырожденных треугольников 𝒯 = {𝑇𝑗}𝑁𝑗=1,
удовлетворяющих условиям:

1. любая точка 𝑃𝑖 является вершиной хотя бы одного треугольника 𝑇𝑗;

2. каждый треугольник 𝑇𝑗 содержит только три точки из данного набора, являющи-
еся вершинами этого треугольника.

Через α(𝒯 ) обозначим угол, на котором достигается минимум синуса среди всех
углов всех треугольников триангуляции 𝒯 .

Пусть Ω — ограниченная область в R2. Триангуляцией области Ω называется
триангуляция произвольного конечного набора точек, лежащего в замыкании области
Ω.

Рассмотрим частный случай области, которая задана следующим образом

Ω = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 0 ≤ ϕ < 2π, 𝑟 < ρ(ϕ)},

где (ϕ, 𝑟) — полярные координаты точки (𝑥, 𝑦) и ρ(ϕ) — непрерывная положительная
функция, заданная на [0, 2π). Идея построения триангуляции этой области исходит из
метода триангуляции круга (см., например, [4]).

Итак, зафиксируем натуральные числа 𝑛 и 𝑚. Рассмотрим следующий набор точек,
лежащих в замыкании области Ω

𝐴𝑖𝑗 = (𝑥𝑖𝑗, 𝑦𝑖𝑗),

𝑥𝑖𝑗 =
𝑗

𝑚
ρ(ϕ𝑖𝑗) cos(ϕ𝑖𝑗), 𝑦𝑖𝑗 =

𝑗

𝑚
ρ(ϕ𝑖𝑗) sin(ϕ𝑖𝑗),

где ϕ𝑖𝑗 = 2π𝑖/(𝑗𝑛) и 𝑗 = 1, ...,𝑚, 𝑖 = 0, ..., 𝑛𝑗 − 1. В случае, когда 𝑖 = 0, 𝑗 = 0 полагаем
𝑥00 = 0, 𝑦00 = 0. Не сложно подсчитать, что общее количество полученных точек равно
𝑁𝑝 = 1 + 𝑛𝑚(𝑚+ 1)/2.

Формирование треугольников осуществляется так. Вначале строим 𝑛 треугольни-
ков с вершинами в точках 𝐴00, 𝐴01, 𝐴11..., 𝐴𝑛−1,1. Получаем треугольники

Δ𝐴00𝐴01𝐴11, Δ𝐴00𝐴11𝐴21, ..., Δ𝐴00𝐴𝑛−2,1𝐴𝑛−1,1, Δ𝐴00𝐴𝑛−1,1𝐴01.

Далее будем вершины соединять в треугольники по 𝑛 секторам, определяемым па-
рами полярных углов (0, 2π/𝑛),(2π/𝑛, 4π/𝑛),. . . , (2(𝑛 − 2)π/𝑛, 2(𝑛 − 1)π/𝑛) и (2(𝑛 −
− 1)π/𝑛), 2π). Зафиксируем номер сектора 𝑠 = 1, ..., 𝑛 − 1. Тогда на кривой 𝑆𝑗,
𝑗 = 1,𝑚− 1, меняя 𝑖 от (𝑠− 1)𝑗 до 𝑠𝑗 − 1, сформируем треугольники

Δ𝐴𝑖,𝑗𝐴𝑖+𝑠−1,𝑗+1𝐴𝑖+𝑠,𝑗+1, Δ𝐴𝑖,𝑗𝐴𝑖+𝑠,𝑗+1𝐴𝑖+1,𝑗.

А для 𝑖 = 𝑠𝑗 образуем только один первый треугольник.
Так как последний сектор «склеивается» с первым, то для него рассмотрим тре-

угольники отдельно. Пусть 𝑠 = 𝑛. Тогда, меняя 𝑖 от (𝑠 − 1)𝑗 до 𝑠𝑗 − 2, сформируем
треугольники

Δ𝐴𝑖,𝑗𝐴𝑖+𝑛−1,𝑗+1𝐴𝑖+𝑛,𝑗+1, Δ𝐴𝑖,𝑗𝐴𝑖+𝑛,𝑗+1𝐴𝑖+1,𝑗.
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В случае, если 𝑖 = 𝑠𝑗 − 1, добавляем два треугольника

Δ𝐴𝑠𝑗−1,𝑗𝐴𝑠(𝑗+1)−2,𝑗+1𝐴𝑠(𝑗+1),𝑗+1, Δ𝐴𝑠𝑗−1,𝑗𝐴𝑠(𝑗+1),𝑗+1𝐴0,𝑗.

И, наконец, для 𝑖 = 𝑠𝑗 формируем последний в 𝑗-м слое треугольник с вершинами
𝐴0,𝑗, 𝐴𝑠(𝑗+1)−1,𝑗+1 и 𝐴0,𝑗+1. Не сложно показать, что общее количество полученных
треугольников равно 𝑁𝑡 = 𝑛𝑚2.

2. Оценка качества триангуляции

Одной из важных геометрических характеристик треугольной сетки является ве-
личина sinα(𝒯 ). Отметим, что в некоторых случаях она определяет коэффициент по-
грешности вычисления производных функций при их аппроксимации алгебраическими
многочленами в треугольниках (см. работы [1–3; 7–15]).

Ниже мы приводим оценку синуса угла всякого треугольника построенной триан-
гуляции. Ясно, что достаточно рассмотреть треугольники для первого сектора, то есть
при 𝑠 = 1. Положим ρ𝑖𝑗 = ρ(ϕ𝑖𝑗). Определим две величины

𝐴 = max
[0,2π)

ρ(ϕ), 𝑎 = min
[0,2π)

ρ(ϕ).

Рассмотрим в треугольнике 𝐴𝑖𝑗𝐴𝑖,𝑗+1𝐴𝑖+1,𝑗+1 угол при вершине 𝐴𝑖𝑗 . Не сложно вычис-
лить площадь 𝑆 этого треугольника

𝑆 =
1

2𝑚2

(︀
(𝑗 + 1)2ρ𝑖,𝑗+1ρ𝑖+1,𝑗+1 sin(ϕ𝑖+1,𝑗+1 − ϕ𝑖,𝑗+1) +

+ 𝑗(𝑗 + 1)ρ𝑖𝑗ρ𝑖,𝑗+1 sin(ϕ𝑖𝑗+1 − ϕ𝑖𝑗)− 𝑗(𝑗 + 1)ρ𝑖𝑗ρ𝑖+1,𝑗+1 sin(ϕ𝑖+1,𝑗+1 − ϕ𝑖𝑗)) . (1)

Дадим оценку снизу величины площади. Используя равенства

ϕ𝑖+1,𝑗+1 − ϕ𝑖,𝑗+1 =
2π

𝑛(𝑗 + 1)
,ϕ𝑖,𝑗+1 − ϕ𝑖,𝑗 = − 2π𝑖

𝑛(𝑗 + 1)𝑗
,ϕ𝑖+1,𝑗+1 − ϕ𝑖,𝑗 =

2π(𝑗 − 𝑖)

𝑛(𝑗 + 1)𝑗
,

получаем

𝑆 =
1

2𝑚2

(︂
(𝑗 + 1)2ρ𝑖,𝑗+1ρ𝑖+1,𝑗+1 sin

2π

𝑛(𝑗 + 1)
−

− 𝑗(𝑗 + 1)ρ𝑖𝑗ρ𝑖,𝑗+1 sin
2π𝑖

𝑛(𝑗 + 1)𝑗
− 𝑗(𝑗 + 1)ρ𝑖𝑗ρ𝑖+1,𝑗+1 sin

2π(𝑗 − 𝑖)

𝑛(𝑗 + 1)𝑗

)︂
. (2)

Далее, пользуясь стандартными тригонометрическими формулами, получаем

(𝑗+1)2ρ𝑖,𝑗+1ρ𝑖+1,𝑗+1 sin
2π

𝑛(𝑗 + 1)
−𝑗(𝑗+1)ρ𝑖𝑗

(︂
ρ𝑖,𝑗+1 sin

2π𝑖

𝑛(𝑗 + 1)𝑗
+ ρ𝑖+1,𝑗+1 sin

2π(𝑗 − 𝑖)

𝑛(𝑗 + 1)𝑗

)︂
=

= ρ𝑖,𝑗+1ρ𝑖+1,𝑗+1

(︂
(𝑗 + 1)2 sin

2π

𝑛(𝑗 + 1)
− 𝑗(𝑗 + 1) sin

2π𝑖

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
− 𝑗(𝑗 + 1) sin

2π(𝑗 − 𝑖)

𝑛𝑗(𝑗 + 1)

)︂
+

+ 𝑗(𝑗+1)ρ𝑖,𝑗+1(ρ𝑖+1,𝑗+1−ρ𝑖𝑗) sin
2π𝑖

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
+ 𝑗(𝑗+1)ρ𝑖+1,𝑗+1(ρ𝑖,𝑗+1−ρ𝑖𝑗) sin

2π(𝑗 − 𝑖)

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
=
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= ρ𝑖,𝑗+1ρ𝑖+1,𝑗+12(𝑗 + 1) sin
π

𝑛(𝑗 + 1)

(︂
(𝑗 + 1) cos

π

𝑛(𝑗 + 1)
− 𝑗 cos

π(2𝑖− 𝑗)

𝑛𝑗(𝑗 + 1)

)︂
+

+ 𝑗(𝑗+1)ρ𝑖,𝑗+1(ρ𝑖+1,𝑗+1−ρ𝑖𝑗) sin
2π𝑖

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
+ 𝑗(𝑗+1)ρ𝑖+1,𝑗+1(ρ𝑖,𝑗+1−ρ𝑖𝑗) sin

2π(𝑗 − 𝑖)

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
=

= ρ𝑖,𝑗+1ρ𝑖+1,𝑗+12(𝑗 + 1) sin
π

𝑛(𝑗 + 1)

(︂
cos

π

𝑛(𝑗 + 1)
− 2𝑗 sin

π𝑖

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
sin

π(𝑗 − 𝑖)

𝑛𝑗(𝑗 + 1)

)︂
+

+ 𝑗(𝑗 + 1)ρ𝑖,𝑗+1(ρ𝑖+1,𝑗+1 − ρ𝑖𝑗) sin
2π𝑖

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
+ 𝑗(𝑗 + 1)ρ𝑖+1,𝑗+1(ρ𝑖,𝑗+1 − ρ𝑖𝑗) sin

2π(𝑗 − 𝑖)

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
.

Будем предполагать, что функция ρ = ρ(ϕ) удовлетворяет условию Липшица вида

|ρ(ϕ′)− ρ(ϕ′′)| ≤ 𝐿𝐴|ϕ′ − ϕ′′|

с некоторой постоянной 𝐿 > 0. Тогда

ρ𝑖,𝑗+1 − ρ𝑖𝑗 ≥ 𝐿𝐴(ϕ𝑖,𝑗+1 − ϕ𝑖𝑗) = −𝐿
2π𝑖

𝑛(𝑗 + 1)𝑗

и

ρ𝑖+1,𝑗+1 − ρ𝑖𝑗 ≥ −𝐿𝐴(ϕ𝑖+1,𝑗+1 − ϕ𝑖𝑗) = −𝐿
2π(𝑗 − 𝑖)

𝑛𝑗(𝑗 + 1)
.

Далее, не сложно видеть, что

cos
π

𝑛(𝑗 + 1)
−2𝑗 sin

π𝑖

𝑛(𝑗 + 1)𝑗
sin

π(𝑗 − 𝑖)

𝑛(𝑗 + 1)𝑗
≥ cos

π

𝑛(𝑗 + 1)
− 2π2𝑖𝑗(𝑗 − 𝑖)

𝑛2(𝑗 + 1)2𝑗2
≥ cos

π

2𝑛
− π2

4𝑛2
.

Отметим, что при 𝑛 ≥ 3 выполняется 0 < π
𝑛(𝑗+1)

≤ π/6 и, следовательно,

(𝑗 + 1) sin
π

𝑛(𝑗 + 1)
≥ 2 sin

π

2𝑛

и
cos

π

𝑛(𝑗 + 1)
≥ cos

π

2𝑛
.

Применяя полученные неравенства, имеем

𝑆 ≥ 4

𝑚2

(︂
𝑎2 sin

π

2𝑛
(cos

π

2𝑛
− π2

4𝑛2
)− 𝐿𝐴2π

2

𝑛2

)︂
.

Для оценки величины sinα(𝒯 ) вычислим длины сторон выбранного треугольника 𝐴𝑖𝑗𝐴𝑖,𝑗+1

и 𝐴𝑖𝑗𝐴𝑖+1,𝑗+1

|𝐴𝑖𝑗𝐴𝑖,𝑗+1|2 =
1

𝑚2

(︀
((𝑗 + 1)ρ𝑖,𝑗+1 cosϕ𝑖,𝑗+1 − 𝑗ρ𝑖,𝑗 cosϕ𝑖,𝑗)

2 + ((𝑗 + 1)ρ𝑖,𝑗+1 sinϕ𝑖,𝑗+1−

− 𝑗ρ𝑖,𝑗 sinϕ
2
𝑖,𝑗

)︀
=

1

𝑚2

(︂
((+1)ρ𝑖,𝑗+1 − 𝑗ρ𝑖𝑗)

2 + 2𝑗(𝑗 + 1)ρ𝑖,𝑗+1ρ𝑖𝑗 sin
2 π𝑖

𝑛𝑗(𝑗 + 1)

)︂
≤

≤ 1

𝑚2
𝐴2

(︂
(2𝐿

π

𝑛
+ 1)2 +

π2

𝑛2

)︂
.
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Остальные стороны оцениваются аналогично. Итак, приходим к неравенству

sinα(𝒯 ) ≥
8
(︁
𝑎2 sin π

2𝑛
(cos π

2𝑛
− π2

4𝑛2 )− 𝐿𝐴2 π2

𝑛2

)︁
𝐴2
(︁
(2𝐿π

𝑛
+ 1)2 + π2

𝑛2

)︁ .

Данное неравенство справедливо, если значение числителя положительно

8

(︂
𝑎2 sin

π

2𝑛
(cos

π

2𝑛
− π2

4𝑛2
)− 𝐿𝐴2π

2

𝑛2

)︂
> 0.

Это условие выполнено, например, для достаточно большого 𝑛 или достаточно малого 𝐿.
Если взять частный случай, когда область является кругом, то 𝐿 = 0 и соответствующий
числитель будет положительным при 𝑛 ≥ 3.

3. Некоторые примеры построения триангуляций

Рассмотрим несколько примеров построения треугольной сетки в областях, ограни-
ченных замкнутыми кривыми, задаваемыми в полярной системе координат уравнением
𝑟 = ρ(ϕ).

Пример 1. Пусть ρ(ϕ) = 2 + 0, 3 sin 8ϕ при ϕ ∈ [0, 2π]. Для 𝑛 = 6 получаем
триангуляцию, в центре которой располагается шестиугольник (рис. 1).

Пример 2. Предположим, что

ρ =
3

1.5 + sin2 2ϕ
.

Для построения триангуляции положим 𝑛 = 4 (рис. 2).

Рис. 1. Триангуляция области
при ρ = 2 + 0,3 sin 8ϕ

Рис. 2. Триангуляция области
при ρ = 3/(1,5 + sin2 2ϕ)

Пример 3. Рассмотрим область, ограниченную кривой, заданной уравнением
𝑥4 + 𝑦4 = 16. В этом случае (рис. 3)

ρ(ϕ) =
2

4
√
cos4ϕ+ sin4ϕ

.

Пример 4. На рисунке 4 приводится область и ее треугольная сетка, ограниченная
кривой ρ = 2/(1, 5 + 0, 2 sin(4ϕ) + 0, 1 cos(6ϕ)).
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Рис. 3. Триангуляция области
𝑥4 + 𝑦4 < 16

Рис. 4. Триангуляция области
при ρ = 2/(1,5 + 0,2 sin(4ϕ) + 0,1 cos(6ϕ))
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CONSTRUCTION OF A TRIANGULAR GRID
FOR REGIONS BOUNDED BY CLOSED SIMPLE CURVES
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Abstract. At present, the triangulation method is widely used in many
computational problems, for example, using the finite element method (FEM).
The use of triangular grids in the solution of various boundary value problems
is also due to the fact that derivatives of any order can be easily approximated
on them with sufficient accuracy. In this case, the calculation process, as a rule,
can be unified and organized so that the dependence on the grid is minimal [5].
Therefore, the claimed task is to develop algorithms for triangulation of areas that
do not require much time for implementation and do not spend a large amount
of computer resources. In the work [6] we have presented one such algorithm,
based on the process of grinding triangulation triangles. In this paper we describe
another approach to constructing a triangular grid for arbitrary planar domains
and give an estimate of the minimum sine of the angle of triangles under certain
geometric conditions.

Key words: triangulation, triangle, the minimum angle of triangulation,
splitting area, Lipschitz condition.
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