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Аннотация. В рамках нестационарной теории возмущений получено вы-
ражение для расчета вероятности нетермического переноса электрона в двух-
уровневой системе, учитывающее реорганизацию среды и внутримолекуляр-
ных высокочастотных колебательных мод. Предложено использование квад-
ратурной формулы гауссового типа для ускоренного вычисления интегралов
от быстроосциллирующей подынтегральной функции. Показано, что в преде-
ле высоких температур квадратурная формула может успешно применяться в
теории нетермического переноса электрона.

Ключевые слова: перенос электрона, нестационарная теория возмуще-
ний, квадратурная формула, внутримолекулярные высокочастотные моды.
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Введение

Перенос электрона (ПЭ) с одной молекулы или иона на другую молекулу или ион,
или между двумя локализованными состояниями одной и той же молекулы — одна из
самых распространенных элементарных стадий химической реакции. Такие стадии, как
правило, присутствуют в схемах окислительно-восстановительных процессов, электро-
химических реакций, биохимических реакций фотосинтеза, дыхания и т. п. [1; 2; 16].
Большинство таких реакций, представляющих наибольший интерес для исследования,
протекает в условиях, далеких от термодинамического равновесия, так называемые ре-
акции с нетермическим характером активации [6; 7; 19; 20]. В реакциях ПЭ с термиче-
ской активацией система изначально движется вверх, достигая вершины барьера, а за-
тем, после перехода электрона, вниз. Другими словами, это реакция типа «вверх-вниз».
В нетермических реакциях ПЭ система до и после перехода электрона движется вниз,
поэтому это реакция типа «вниз-вниз». В современной литературе кинетика сверхбыст-
рого ПЭ обычно рассматривается с точки зрения термических реакций ПЭ или нетерми-
ческих, но типа «вверх-вниз» [14]. В работе [11] кинетика сверхбыстрого ПЭ была про-
анализирована с точки зрения моделей, предполагающих отделимость двух типов ядер-
ного движения. Быстрая компонента находится в тепловом равновесии в течение ПЭ,
а медленная компонента — нет, то есть существует зависящая от медленной компонен-
ты константа скорости ПЭ. Очевидно, что это случай нетермического ПЭ «вверх-вниз»
типа. Предсказания этой теории согласуются с абсолютными величинами эксперимен-
тально полученных скоростей для класса соединений смешанной валентности. Влияние
неравновесного начального ядерного состояния в динамике ПЭ привлекает значитель-
ное внимание. В работе [7] была предложена и апробирована нестационарная формула
«золотого» правила Ферми. Строгий вывод неравновесной скорости для фотоиндуциро-
ванных процессов ПЭ, когда подготовка донорной заселенности выполняется с помощью
сверхбыстрого оптического импульса, был проведен в рамках теории возмущений вто-
рого порядка в работе [6]. Цели данной работы:

1. Модифицировать выражение для вероятности нетермического переноса электрона,
полученное в работе [14], для учета нескольких внутримолекулярных высокоча-
стотных колебательных мод.

2. Оценить возможности применения квадратурной формулы Гауссова типа для рас-
чета вероятности нетермического переноса электрона.

1. Вероятность нетермического переноса электрона в двухуровневой модели
с учетом внутримолекулярных высокочастотных колебательных мод

В работе [7] было получено выражение для вероятности нетермического перехо-
да между электронным термом фотовозбужденного состояния |2⟩ и термом основного
состояния |1⟩ в рамках второго порядка теории возмущений по электронному взаимо-
действию Δ:

𝑊
(2)
2 (𝑡) =

Δ2

4
𝑅𝑒

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡1

𝑡1∫︁
0

𝑑𝑡2𝑒
𝑖Δ𝐸(𝑡1−𝑡2)𝐺(𝑡1, 𝑡2), (1)
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где

𝐺 (𝑡1, 𝑡2)= exp

{︃
−𝑖
∑︁
α

𝐴2
α

2𝜔3
α

sin𝜔α (𝑡1 − 𝑡2) + 2𝑖
∑︁
α

𝐴2
α

2𝜔3
α

(sin𝜔α𝑡1− sin𝜔α𝑡2)

}︃
×

× exp

{︃
−
∑︁
α

𝐴2
α

2𝜔3
α

coth
β𝜔α
2

(1− cos (𝑡1 − 𝑡2)𝜔α)

}︃
;

𝑞α — координаты ядерной подсистемы, описываемой набором осцилляторов с часто-
той 𝜔α; 𝑞α0 — смещение осциллятора; 𝐴α = 𝜔2

α𝑞α0 — силовая константа осциллято-
ра; 𝐸𝑟 =

∑︀
𝐴2
α/2𝜔

2
α — энергия реорганизации; Δ𝐸 — разность энергий между ми-

нимумами начальной и конечной поверхностей потенциальной энергии; β = 1/𝑘𝐵𝑇 ;
𝑘𝐵 — константа Больцмана; 𝑇 — температура; ℎ̄ = 1.

Чтобы применить формулу (1) к реакциям переноса электрона в конденсированных
средах, необходимо ввести спектральную плотность осцилляторов 𝐽(𝜔) = π

2

∑︀ 𝐴2
α

𝜔α
δ(𝜔 −

−𝜔α), которая позволяет заменить суммирование по осцилляторам на интеграл от спек-
тральной плотности

∑︀ 𝐴2
α

𝜔α
𝑓(𝜔α) =

π
2

∫︀∞
0 𝐽(𝜔)𝑓(𝜔)𝑑𝜔.

В случае полярных растворителей эволюция ядерной подсистемы в пределе высо-
ких температур (𝑘𝐵𝑇 ≫ 𝜔α) может быть описана при помощи дебаевской модели среды
[3; 5; 15; 23] со спектральной плотностью 𝐽(𝜔) = 2𝐸𝑟𝜔τ𝐿

1+𝜔2τ2𝐿
(τ𝐿 — время продольной диэлек-

трической релаксации). В этом случае «дебаевская» часть подынтегральной функции в
формуле (1) перепишется в виде:

𝐺𝐷(𝑡1, 𝑡2) = exp

{︂
−𝑖𝐸𝑟τ𝐿

[︂
1− 𝑒

− 𝑡1−𝑡2
τ𝐿 − 2

(︂
𝑒
− 𝑡1

τ𝐿 − 𝑒
− 𝑡2

τ𝐿

)︂]︂
− 𝐸𝑟𝑘𝐵𝑇 (𝑡1 − 𝑡2)

2

}︂
.

Дебаевская модель среды применяется для описания релаксационных процессов, свя-
занных с вращательным движением молекул растворителя, окружающих молекулярную
систему с переносом заряда [13]. Однако существенную роль в релаксационных процес-
сах могут играть внутримолекулярные высокочастотные колебания самой молекулярной
системы или ближайшего окружения, для которых справедливо условие 𝑘𝐵𝑇 ≪ Ωα.
Эволюцию таких осцилляторов необходимо описывать отдельно. Это значит, что в вы-
ражении (1) из каждой суммы выделяются слагаемые, в которых частота осцилляторов
𝜔α определяется внутримолекулярным колебанием с частотой Ω1, и для них можно пе-
рейти к квантовомеханическому описанию, заменив coth βΩα

2
единицей. Полагая также,

что после фотовозбуждения высокочастотные осцилляторы оказываются в равновесном
состоянии [21], можно записать «квантовую» часть подынтегральной функции в форму-
ле (1) в виде:

𝐺𝑄(𝑡1, 𝑡2) = exp

{︂
𝑖
𝐴2

1

2Ω3
1

sinΩ1(𝑡1 − 𝑡2)−
𝐴2

1

2Ω3
1

(1− cosΩ1(𝑡1 − 𝑡2))

}︂
.

Таким образом, подынтегральная функция в выражении 1 может быть представлена
в виде: 𝐺(𝑡1, 𝑡2) = 𝐺𝐷(𝑡1, 𝑡2)𝐺𝑄(𝑡1, 𝑡2). Поскольку «дебаевская» часть может характе-
ризоваться медленными временами релаксации, существенно превышающими период
внутримолекулярных колебаний, «квантовая» часть 𝐺𝑄(𝑡1, 𝑡2) будет представлять собой
быстроосциллирующую функцию. В результате вычисление двумерного интеграла (1)
простыми сеточными методами может потребовать существенных вычислительных ре-
сурсов.
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2. Квадратурная формула Гауссова типа. Вычисление вероятности
нетермического переноса электрона в высокотемпературном пределе

Для численного интегрирования выражений, включающих в качестве множителя
Гауссову функцию, можно использовать квадратурную формулу, соответствующую си-
стеме ортогональных многочленов Эрмита 𝐻𝑛(𝑥):∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑥2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖𝑓(𝑥𝑖) +𝑅𝑛 (2)

Здесь 𝑥𝑖 — значение 𝑖-го нуля многочлена 𝐻𝑛(𝑥), весовые коэффициенты

𝑤𝑖 = 2𝑛−1𝑛!
√
π𝑛−2 [𝐻𝑛−1(𝑥𝑖)]

−2 ,

остаточный член определяется соотношением (см., например: [4])

𝑅𝑛 =
𝑛!
√
π

2𝑛(2𝑛)!
𝑓 (2𝑛)(ξ), (−∞ < ξ < ∞).

Во внутреннем интеграле (1) можно перейти к новым безразмерным переменным
𝑥 = 𝑏(𝑡1 − 𝑡2), 𝑏 =

√
𝐸𝑟𝑘𝐵𝑇 . При такой замене «дебаевская» часть подынтегральной

функции перепишется в виде, удобном для применения квадратурной формулы (2):

𝐺𝐷(𝑡1, 𝑥) = 𝑒−𝑥2

exp

{︂
−𝑖𝐸𝑟τ𝐿

[︂
1− 𝑒

− 𝑥
𝑏τ𝐿 − 2𝑒

− 𝑡1
τ𝐿

(︁
1− 𝑒

𝑥
𝑏τ𝐿

)︁]︂}︂
.

После замены переменных нижний предел интегрирования для внутреннего интегра-
ла (1) остается неизменным, но его можно устремить на «минус» бесконечность, по-
скольку на интервале (−∞, 0) подынтегральная функция равна нулю. Верхний предел
в (1) можно устремить на «плюс» бесконечность, при выполнении условия 𝑏τ𝐿 ≫ 1.
Действительно, в высокотемпературном пределе 𝑘𝐵𝑇 = 0, 025 последнее условие вы-
полняется, поскольку времена релаксации, характерные для многих полярных раство-
рителей, лежат в диапазоне 102 < τ𝐿 < 105 эВ−1, а их энергии реорганизации лежат
в диапазоне 0, 1 < 𝐸𝑟 < 1 эВ [17]. С учетом квадратурной формулы (2) выражение (1)
для вычисления вероятности нетермического переноса в двухуровневой системе примет
следующий вид:

𝑊
(2)
2 (𝑡) =

Δ2

4𝑏
𝑅𝑒

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑡1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑓(𝑥𝑖, 𝑡1), (3)

где 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡1) = exp

{︂
𝑖Δ𝐸

𝑏
𝑥− 𝐸𝑟1

Ω1

(︁
1− 𝑒𝑖

Ω1
𝑏
𝑥
)︁
− 𝑖𝐸𝑟τ𝐿

[︂
1− 𝑒

− 𝑥
𝑏τ𝐿 − 2𝑒

− 𝑡1
τ𝐿

(︁
1− 𝑒

𝑥
𝑏τ𝐿

)︁]︂}︂
.

На рисунках 1 и 2 показаны результаты вычисления вероятности 𝑊
(2)
2 (𝑡) по форму-

ле (3) при следующих общих условиях: 𝐸𝑟=1 эВ, 𝑘𝐵𝑇=0,025 эВ, τ𝐿=1 пс (1512 эВ−1);
и различных Δ𝐸: 1) ΔE=0,5 эВ; 2) ΔE=0,8 эВ; 3) ΔE=1,2 эВ; 4) ΔE=1,5 эВ.

В случае рисунка 1: 𝐸𝑟1 = 0 — вклад высокочастотной колебательной моды равен
нулю. В случае рисунка 2: Ω1 = 0, 17 эВ, 𝐸𝑟1 = 0, 4 эВ — вклад высокочастотной
колебательной моды в суммарную энергию реорганизации составляет 28 %.
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Рис. 1. Зависимость вероятности нетермического переноса от времени с нулевым вкладом
высокочастотной колебательной моды: 1) Δ𝐸 = 0, 5 эВ; 2) Δ𝐸 = 0, 8 эВ;

3) Δ𝐸 = 1, 2 эВ; 4) Δ𝐸 = 1, 5 эВ, 𝐸𝑟 = 1 эВ, 𝑘𝐵𝑇 = 0, 025 эВ, τ𝐿 = 1 пс (1512 эВ−1)

Основные тенденции зависимости вероятности нетермического переноса электрона
от релаксационной характеристики среды τ𝐿 и разности свободной энергии Δ𝐸 были
объяснены в работах [14; 21]. В данной работе следует отметить лишь то, что учет вы-
сокочастотной колебательной моды приводит к замедлению роста вероятности в случае
кривых 1 и 2, и к убыстрению в случае кривых 3 и 4. Такое поведение вполне объяснимо
по аналогии с результатами работы [12].

Кривые 1 и 2 соответствуют режиму переноса электрона для нормальной Марку-
совой области (Δ𝐸 < 𝐸𝑟), а кривые 3 и 4 — для инвертированной Маркусовой области
(Δ𝐸 > 𝐸𝑟). Как понятно из рисунка 1, на временах 𝑡 > 3τ𝐿 каждую кривую, описыва-
ющую рост вероятности, можно аппроксимировать прямой, угол наклона которой опре-
деляет скорость термического переноса электрона. В соответствии с теорией Маркуса,
данная скорость связана с величиной активационного барьера: 𝐸𝑎 = (𝐸𝑟 −Δ𝐸)2/(4𝐸𝑟).
Для нормальной Маркусовой области изменение Δ𝐸 от 0,5 до 0,8 эВ приводит к пони-
жению активационного барьера, а значит к увеличению скорости реакции. Максимум
скорости достигается в безактивационном режиме, когда Δ𝐸 = 𝐸𝑟 = 1, 0 эВ. В ин-
вертированной области рост Δ𝐸 от 1,2 до 1,5 эВ приводит к росту активационного
барьера и уменьшению скорости реакции. Поэтому для кривых 2 и 3 наблюдается боль-
ший наклон, по сравнению с остальными. При учете высокочастотной моды максимум
скорости достигается при Δ𝐸 = 𝐸𝑟 + 𝐸𝑟1 = 1, 4 эВ. Таким образом, для значений Δ𝐸,
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соответствующих кривым 1 и 2, скорость существенно ниже, чем для значений, соот-
ветствующих кривым 3 и 4, что отражается в большем наклоне этих кривых (рис. 2).

Рис. 2. Зависимость вероятности нетермического переноса от времени: 1) Δ𝐸 = 0, 5 эВ;
2) Δ𝐸 = 0, 8 эВ; 3) Δ𝐸 = 1, 2 эВ; 4) Δ𝐸 = 1, 5 эВ,

𝐸𝑟 = 1 эВ, 𝑘𝐵𝑇 = 0, 025 эВ, τ𝐿 = 1 пс (1512 эВ−1), Ω1 = 0, 17 эВ, 𝐸𝑟1 = 0, 4 эВ,
на 4’ число весовых элементов увеличено с 20 до 200

Для целей данной работы важно сравнить результаты применения квадратурной
формулы при различных значениях 𝑛 в формуле (3). Как видно из рисунков 1 и 2,
независимо от того, учитывается или не учитывается вклад высокочастотной колеба-
тельной моды, при 𝑛 = 20 наблюдается некорректное поведение вероятности переноса
на поздних временах: 𝑡 ≥ τ𝐿 (штрихованные кривые). Это можно объяснить тем, что
нули многочлена 𝐻𝑛(𝑥) недостаточно хорошо воспроизводят подынтегральную функцию
𝑓(𝑥). При 𝑛 = 200 результаты вычисления по формуле (3) (сплошные кривые) прак-
тически совпадают с результатами вычисления интеграла (1), проведенного сеточными
методами (штрихпунктирная кривая).

Заключение

Вычисление двумерных интегралов вида (1) простыми сеточными методами требу-
ет существенных затрат. Например, в методе «прямоугольников» необходимо выполнить
𝑁2/2 операций по вычислению подынтегральной функции, здесь 𝑁 — число разбие-
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ний интервала интегрирования. В данной работе был выбран интервал интегрирова-
ния длиной 6τ𝐿 с шагом разбиения 1, 3 · 10−4τ𝐿, то есть число разбиений составило
4, 5 · 104, а число операций 1 · 109. Применение квадратурной формулы с числом слагае-
мых 𝑛 = 200 позволило сократить число операций на два порядка без потери точности
расчета. Можно сделать вывод, что в пределе высоких температур квадратурная форму-
ла может успешно применяться при вычислении вероятности нетермического переноса
электрона (1), несмотря на быстроосциллирующий характер подынтегральной функции.

Здесь следует также отметить, что в пределе высоких температур внутренний ин-
теграл (1) может быть вычислен аналитически [14], и это дает значительное ускорение
расчетов, если учитывать только одну высокочастотную моду. Однако в случае несколь-
ких высокочастотных мод потребуется выполнить 𝑁 · 𝑚𝑘 операций, здесь 𝑚 ∼= 10 —
число колебательных повторений для одной моды, 𝑘 ∼ 5 — число активных высо-
кочастотных мод в реальных системах [18; 22], что значительно больше числа опера-
ций с квадратурной формулой. Таким образом, для ускоренного вычисления вероятно-
сти нетермического переноса с учетом реорганизации мод растворителя и нескольких
внутримолекулярных высокочастотных мод предпочтительнее использовать выражение
с квадратурной формулой.
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Abstract. In this article we’ve carried out a modification of the expression
for calculating the probability of non-thermal electron transfer in a two-level
system obtained in the framework of the nonstationary second-order perturbation
theory for electron interaction. This expression takes into account the reorga-
nization of the environment (Debye model) and high-frequency intramolecular
vibrational modes (quantum mechanical description). Since the “Debye” part is
characterized by slow relaxation times, which significantly exceed the period
of intramolecular vibrations, the “quantum” part will be a rapidly oscillating
function included in the integral. As a result, computing two-dimensional integral
using simple grid methods may require significant computational resources. To
speed up the calculation of this integral, we propose a Gauss quadrature formula.
It is shown that, in the high-temperature limit, the quadrature formula can be
successfully applied in the theory of non-thermal electron transfer and increases
the calculation speed of the integral by two orders of magnitude.

Key words: electron transfer, nonstationary perturbation theory, quadrature
formula, intramolecular high-frequency modes.
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