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Аннотация. В работе установлены точные функциональные и емкост-
ные характеристики устранимых множеств для гармонических функций на
открытом ограниченном множестве 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2, из весового простран-
ства 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺) с весом 𝑤, удовлетворяющим 𝐴𝑝-условию Макенхаупта, 𝑝 > 1.
Доказательство основных результатов базируется на теории распределений
по Л. Шварцу и использует свойства экстремальных функций для емкости
компакта.
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Введение

В [16] Л. Альфорс и А. Бейрлинг заложили основы теории устранимых множеств
для конформных отображений в комплексной плоскости.

В этом направлении, как на плоскости, так и в пространстве, были проведены мно-
гочисленные исследования. Не претендуя на полноту, упомянем здесь работы Б. Шаба-
та [15], В. Миклюкова [13], Ю. Вяйсяля [23], А. Копылова [11], В. Асеева и А. Сыче-
ва [1], С. Водопьянова и В. Гольдштейна [3], Ю. Дымченко и В. Шлыка [6].

Особо отметим статью Л. Хедберга [19], в которой он, используя распределения по
Л. Шварцу, получил точные функциональные и емкостные характеристики устранимых
особенностей для классов гармонических функций 𝐻𝐷𝑝(𝐺), 𝐹𝐷𝑝(𝐺).
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Ниже, применяя построения Л. Хедберга, мы находим аналогичные характери-
стики устранимых множеств в классе 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) гармонических функций. Кроме того,

устанавливаем достаточные условия плотности класса 𝐶∞
0 (𝐺) в классе

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝑅
𝑛).

Отметим, что для класса 𝐹𝐷𝑝,𝑤, являющегося обобщением класса 𝐹𝐷𝑝, критерии
устранимых множеств получены в [5].

1. Терминология и обозначения

Далее 𝐺 — открытое множество в 𝑛-мерном евклидовом пространстве 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2,
ℒ𝑘 — 𝑘-мерная мера Лебега; 𝐴𝑝 — класс локально интегрируемых функций 𝑤 : 𝑅𝑛 →
→ (0,+∞), удовлетворяющих условию Макенхаупта [20]

sup
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑤𝑑𝑥

⎛⎝ 1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑤1−𝑞𝑑𝑥

⎞⎠𝑝−1

< ∞, (1)

где супремум берется по всем координатным кубам 𝑄 ⊂ 𝑅𝑛, |𝑄| = ℒ𝑛(𝑄), 𝑝, 𝑞 ∈
∈ (1,+∞), 1

𝑝
+ 1

𝑞
= 1.

Вес 𝑤1−𝑞 обозначим через �̃� и заметим, что ввиду (1) �̃� ∈ 𝐴𝑞. Для весовой функ-
ции 𝑤 ∈ 𝐴𝑝 обозначим через 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺) класс функций 𝑢 : 𝐺 → (−∞,+∞), локально
интегрируемых в 𝐺, имеющих в 𝐺 обобщенные частные производные и таких, что∫︁

𝐺

|∇𝑢|𝑝𝑤𝑑𝑥 < ∞.

В 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) введем норму

‖𝑢‖𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) =

⎛⎝∫︁
𝐺

|∇𝑢|𝑝𝑤𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

,

в котором функции из 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺), отличающиеся друг от друга на постоянную на каждой

компоненте связности множества 𝐺 ℒ𝑛-почти везде, отождествляются. Как известно
(см. [21, Theorems 4.4.4, 4.4.6], где класс 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺) имеет обозначение 𝐵𝐿𝑝,𝑤(𝐺)), про-
странство 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺) в норме ‖ · ‖𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) является полным и 𝐶∞(𝐺) является плотным в

указанной норме для 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺).

Через 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺), следуя Л. Хедбергу, обозначим класс всех гармонических в 𝐺
функций из 𝐿1

𝑝,𝑤(𝐺).
Компакт 𝐸 ⊂ 𝐺 назовем устранимым для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺), если каждую функцию 𝑢 ∈

∈ 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺 ∖ 𝐸) можно продолжить до функции из 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺).
Через ℒ𝑝

𝑘(𝐺) обозначим класс всех вектор-функций 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘), для которых

‖𝑢‖ℒ𝑝
𝑘(𝐺) =

⎛⎝∫︁
𝐺

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑢2
𝑖 (𝑥)

)︃ 𝑝
2

𝑑𝑥

⎞⎠
1
𝑝

< ∞.

В случае 𝑘 = 1 положим ℒ𝑝
1(𝐺) = ℒ𝑝(𝐺).
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Запись 𝐹 обозначает замыкание множества 𝐹 ⊂ 𝑅𝑛 в топологии 𝑅𝑛.
Положим для 𝑟 > 0 𝐵(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑦−𝑥| < 𝑟}. Носителем supp 𝑓 непрерывной

в 𝐺 функции 𝑓(𝑥) назовем замыкание в 𝐺 множества тех 𝑥, для которых 𝑓(𝑥) ̸= 0.
𝐶∞

0 (𝑅𝑛) и 𝐶∞
0 (𝐺) — совокупность бесконечно дифференцируемых функций в 𝑅𝑛 с

компактными носителями соответственно в 𝑅𝑛 и 𝐺.
Замыкание 𝐶∞

0 (𝐺) по норме 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) обозначим через

∘
L
1

𝑝,𝑤(𝐺). В дальнейшем мы
будем использовать один результат Фейбса, Кенига, Серапиони [12, теорема 1.3]:

Если Ω — ограниченное открытое множество в 𝑅𝑛, то существует положительная
постоянная 𝐶 такая, что для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) верна оценка∫︁
Ω

|𝑢|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤ 𝐶

∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑞�̃�𝑑𝑥. (2)

Для компакта 𝐾 ⊂ 𝑅𝑛 его (𝑞, �̃�)-емкость относительно Ω определим как

𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = inf
𝑔

∫︁
Ω

|∇𝑔|𝑞�̃�𝑑𝑥,

где инфимум берется по всем функциям 𝑔 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) таким, что 𝑔 = 1 в окрестности

компакта 𝐾, где Ω — фиксированное ограниченное открытое множество и 𝐾 ⊂ Ω. Ниже
такие функции назовем допустимыми для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾).

Функцию 𝑢0 ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(Ω) назовем экстремальной для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾), если она является

пределом в
∘
L
1

𝑞,�̃�(Ω) последовательности допустимых функций для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) и 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) =
=
∫︀
Ω

|∇𝑢0|𝑞�̃�𝑑𝑥 (o существовании 𝑢0 см. лемму 2).

Функцию ℎ ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(Ω) назовем пробной для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾), если ℎ = lim
𝑚→∞

𝑢𝑚 в
∘
L
1

𝑞,�̃�(Ω),

где 𝑢𝑚 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) и 𝑢𝑚 = 0 в окрестности компакта 𝐾.

Замечание 1. Если 𝑢 ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺), то, положив 𝑢 = 0 на 𝑅𝑛 ∖ 𝐺, нетрудно заметить, что

𝑢 ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝑅
𝑛).

Замечание 2. Равенство 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = 0 не зависит от выбора ограниченного открытого
множества Ω ⊃ 𝐾. Действительно, пусть 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = 0 относительно Ω ⊃ 𝐾 и пусть
Ω1 — еще одно открытое ограниченное множество в 𝑅𝑛, 𝐾 ⊂ Ω1. Рассмотрим неотри-
цательную функцию ℎ ∈ 𝐶∞

0 (Ω ∩ Ω1) ∩ 𝐶∞(𝑅𝑛), где ℎ = 1 в окрестности 𝐾 и ℎ = 0
на 𝑅𝑛 ∖ Ω2, Ω2 ⊂ Ω ∩ Ω1, 𝐾 ⊂ Ω2 (построение такой функции ℎ можно найти в [4, тео-

рема 2.6]). Если 𝑢𝑚 ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(Ω) — допустимая для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) и
∫︀
Ω

|∇𝑢𝑚|𝑞�̃�𝑑𝑥 → 𝐶𝑞,�̃�(𝐾)

при 𝑚 → ∞, то ℎ · 𝑢𝑚 ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(Ω ∩ Ω1) — допустимая функция для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) в Ω ∩ Ω1.
В силу (2) ∫︁

Ω∩Ω1

|∇(ℎ𝑢𝑚)|𝑞�̃�𝑑𝑥 =

∫︁
Ω∩Ω1

|ℎ∇𝑢𝑚 + 𝑢𝑚∇ℎ|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤

≤ 2𝑞 max |ℎ|𝑞 · 𝑜(1) + 2𝑞 max |∇ℎ|𝑞
∫︁

Ω∩Ω1

|𝑢𝑚|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑜(1),𝑚 → ∞.

Следовательно, 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = 0 относительно Ω ∩ Ω1. В силу монотонности 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = 0
относительно Ω1.
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Для произвольного множества 𝐹 ⊂ 𝑅𝑛 положим 𝐶𝑞,�̃�(𝐹 ) = 0, если для каждо-
го компакта 𝐾 ⊂ 𝐹 найдется открытое ограниченное множество Ω ⊃ 𝐾 такое, что
𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = 0 относительно Ω.

Пусть 𝑇 : 𝑓 → 𝐾 * 𝑓 — сингулярный интегральный оператор свертки с ядром 𝐾,
удовлетворяющим следующим стандартным условиям:

1. для преобразования Фурье �̂� ядра 𝐾 имеем оценку ‖�̂�‖∞ ≤ 𝐶;

2. |𝐾(𝑥)| ≤ 𝐶
|𝑥|𝑛 ;

3. |𝐾(𝑥)−𝐾(𝑥− 𝑦)| ≤ 𝐶|𝑦|
|𝑥|𝑛+1 для |𝑦| < |𝑥|

2
.

Здесь 𝐶 — некоторая постоянная.
Известен результат Р. Койфмана и К. Феффермана [18, theorem 3], более подробно

см. [21, theorem 5.2.5]: если �̃� ∈ 𝐴𝑞 и 𝑓�̃�
1
𝑞 ∈ ℒ𝑞(𝑅𝑛), то∫︁

𝑅𝑛

|𝑇𝑓(𝑥)|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝑞

∫︁
𝑅𝑛

|𝑓(𝑥)|𝑞�̃�𝑑𝑥, (3)

где 𝐶𝑞 — положительная постоянная, которая зависит только от 𝑞, 𝑛, 𝑤.

Если 𝑓(𝑥)�̃�
1
𝑞 ∈ ℒ𝑞(𝐺), то в качестве 𝑓 в (3) нужно рассмотреть функцию, продол-

женную нулем на 𝑅𝑛 ∖𝐺.
Неравенство (3) при 𝑤 ≡ 1 было первоначально установлено Кальдероном и Зиг-

мундом в [17] для ядер 𝐾 = 𝐾𝑖𝑗 =
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︂
1

|𝑥|𝑛−2

)︂
, где |𝑥| = |(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| > 0 и

𝑛 > 2; для 𝑛 = 2 𝐾 = 𝐾𝑖𝑗 =
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(− log |𝑥|), где |𝑥| = |(𝑥1, 𝑥2)| > 0.

Из определения 𝐾𝑖𝑗 следует, что

𝐾𝑖𝑗 =
𝐹 (𝑥)

|𝑥|𝑛
, (4)

где 𝐹 (𝑥) — ограниченная однородная функция степени 0, то есть 𝐹 (𝑘𝑥) = 𝐹 (𝑥) для
всех 𝑘 > 0 и |𝑥| > 0. Доказательство условия 1 для ядер 𝐾 вида (4) приведено в
[14, п. 4.3 гл. II, с. 53]. Очевидно, что (4) влечет условие 2. Условие 3 для 𝐾𝑖𝑗 следует
непосредственно из применения формулы Тейлора в точке 𝑥.

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Любой непрерывный линейный функционал на
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) можно представить
в виде

𝐹 (𝑢) =

∫︁
𝐺

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
𝑑𝑥, (5)

где �̃�− 1
𝑞 𝑔 ∈ ℒ𝑝

𝑛(𝐺) и 𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛). Кроме того, ‖𝐹‖ ≤ ‖�̃�− 1
𝑞 𝑔‖ℒ𝑝

𝑛(𝐺).

54 В.А. Шлык. Критерии устранимых множеств для гармонических функций
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Доказательство. Очевидно, что правая часть (5) является линейным функционалом

на
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) и

|𝐹 (𝑢)| ≤
∫︁
𝐺

|𝑔| · |∇𝑢| 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐺

|𝑔|�̃�− 1
𝑞 �̃�

1
𝑞 |∇𝑢| 𝑑𝑥 ≤

⎛⎝∫︁
𝐺

|𝑔|𝑝 𝑤𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

‖𝑢‖𝐿1
𝑞,�̃�(𝐺).

Отсюда (5) — ограниченный линейный функционал на
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).

Обратно, пусть 𝐹 (𝑢) — некоторый ограниченный линейный функционал на
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).

Сопоставим вектору ∇𝑢, где 𝑢 ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺), набор 𝑣 = �̃�
1
𝑞∇𝑢 из ℒ𝑞

𝑛(𝐺). Так как простран-

ство
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) полно (как замкнутое подпространство полного пространства 𝐿𝑞,�̃�(𝐺)), то

область значений оператора ∇ :
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) → ℒ𝑞
𝑛(𝐺) является замкнутым подпростран-

ством пространства ℒ𝑞
𝑛(𝐺). Определим функционал Φ(𝑣) = 𝐹 (𝑢) для любого вектора

𝑣 ∈ ℒ𝑞
𝑛(𝐺), представимого в виде �̃�

1
𝑞∇𝑢. Тогда ‖Φ‖ = ‖𝐹‖ и по теореме Хана-Банаха

Φ может быть распространен до линейного функционала на ℒ𝑞
𝑛(𝐺) с сохранением нор-

мы. В силу линейности Φ(𝑣) можно записать в виде
𝑛∑︀

𝑖=1
Φ𝑖(𝑣𝑖), где Φ𝑖(𝑣𝑖) — линейный

функционал на ℒ𝑞(𝐺) и 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛). Отсюда по теореме Рисса

Φ(𝑣) =

∫︁
𝐺

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖𝑣𝑖

)︃
𝑑𝑥,

где 𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) — некоторая функция из ℒ𝑝
𝑛(𝐺). Это дает представление 𝐹 (𝑢) в

виде

𝐹 (𝑢) =

∫︁
𝐺

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖�̃�
1
𝑞
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
𝑑𝑥 =

∫︁
𝐺

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
𝑑𝑥,

где 𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)�̃�
1
𝑞 , и, значит, �̃�− 1

𝑞 𝑔 ∈ ℒ𝑝
𝑛(𝐺). Тем самым лемма

доказана.

Обозначим через ⟨·, ·⟩ скалярное произведение в 𝑅𝑛.
Лемма 2. Если 𝐾 — компакт в ограниченном открытом множестве 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛, то

𝐶𝑞,�̃�(𝐾) < ∞ и существует экстремальная функция 𝑢0 ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) (от-
носительно 𝐺), удовлетворяющая следующему вариационному условию:∫︁

𝐺

|∇𝑢0|𝑞−2⟨∇𝑢0,∇ℎ⟩ �̃�𝑑𝑥 = 0, (6)

где ℎ — произвольная пробная функция для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾).

Доказательство. Известно (см. [8, лемма 1], где все 𝑤, 𝑝 нужно заменить на �̃�, 𝑞),
что (𝑞, �̃�)-емкость конденсатора (𝐹0, 𝐹1, 𝐺) удовлетворяет неравенству 𝐶𝑞,�̃�(𝐹0, 𝐹1, 𝐺) <
< ∞. Положим 𝐹0 = 𝜕𝐺, 𝐹1 = 𝐾. Из определения 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) следует, что 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) ≤
≤ 𝐶𝑞,�̃�(𝐹0, 𝐹1, 𝐺). Это дает нужную оценку 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) < ∞.

Существование экстремальной функции и соотношение, аналогичное (6), для емко-
сти 𝐶𝑞,�̃�(𝐹0, 𝐹1, 𝐺), получено в [8, теоремы 1,2] (см. также [24]). Для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) доказа-
тельство повторяет доказательства теорем 1 и 2 из [8] и поэтому его здесь опускаем.
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Замечание 3. Применяя срезки вида min(1, ℎ) и max(0, ℎ) к допустимым функциям ℎ
в определении 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) и затем аппроксимируя эти срезки гладкими функциями, можно
показать, что экстремальная функция 𝑢0 в лемме 2 удовлетворяет условию 0 ≤ 𝑢0 ≤ 1
на 𝐺.

Лемма 3. Пусть 𝐾1 и 𝐾2 — компакты в ограниченном открытом множестве Ω и
такие, что 𝐶𝑞,�̃�(𝐾1) = 𝐶𝑞,�̃�(𝐾2) = 0. Тогда 𝐶𝑞,�̃�(𝐾1 ∪𝐾2) = 0.

Доказательство. Пусть ε > 0, 𝑢𝑖 — допустимая функция для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾𝑖) относительно
Ω и ∫︁

Ω

|∇𝑢𝑖|𝑞�̃�𝑑𝑥 <
ε

2
, 𝑖 = 1, 2.

Тогда 𝑢1 + 𝑢2 ≥ 1 на 𝐾1 ∪ 𝐾2 и 𝑢1 + 𝑢2 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Как известно [21, theorem 4.1.4],

срезка 𝑣 = min(1, 𝑢1 + 𝑢2) ∈ 𝐿1
𝑞,�̃�(Ω) и

∫︀
Ω

|∇𝑣|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤
∫︀
Ω

|∇(𝑢1 + 𝑢2)|𝑞�̃�𝑑𝑥, 𝑣 = 1 в

окрестности 𝐾1∪𝐾2, supp 𝑣 лежит в Ω. Проводя стандартное усреднение с переменным
шагом относительно Ω [6, теорема 5], найдем допустимую функцию 𝑣1 для 𝐶𝑞,�̃�(𝐾1∪𝐾2)
относительно Ω, такую, что

∫︀
Ω

|∇𝑣1|𝑞�̃�𝑑𝑥 =
∫︀
Ω

|∇𝑣|𝑞�̃�𝑑𝑥 + 𝑜(1), где 𝑜(1) → 0 при ε → 0.

Тогда

𝐶𝑞,�̃�(𝐾1 ∪𝐾2) ≤
∫︁
Ω

|∇𝑣1|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤ 2𝑞

⎛⎝∫︁
Ω

|∇𝑢1|𝑞�̃�𝑑𝑥+

∫︁
Ω

|∇𝑢2|𝑞�̃�𝑑𝑥

⎞⎠+ 𝑜(1),

что и завершает доказательство леммы.

3. Критерии устранимых множеств для HDp,w(G)

Теорема 1. Пусть 𝐸 — компакт в ограниченном открытом множестве 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛. Для
того чтобы компакт 𝐸 был устранимым множеством для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺), необходимо и

достаточно, чтобы 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸) было плотным в

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝐸 — устранимое множество для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺)

и пусть 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸) не является плотным в

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺). Если ℒ𝑛(𝐸) > 0, то 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸)

заведомо не является плотным в
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) (см. доказательство условия достаточности в
теореме). Это позволяет считать 𝐸 всюду разрывным компактом в 𝐺.

Действительно, пусть 𝑋1 — семейство всех (𝑛−1)-мерных гиперплоскостей, ортого-
нальных координатной 𝑥1-оси. Индексируем каждую гиперплоскость 𝐻 ∈ 𝑋1 индексом
𝑎1, где 𝑎1 — точка пересечения этой гиперплоскости с 𝑥1-осью.

Положим τ = {𝑎1 : ℒ𝑛−1(𝐻𝑎1 ∩ 𝐸) > 0}. В силу ℒ𝑛(𝐸) > 0 имеем по теореме Фу-
бини оценку ℒ1(τ) > 0. Пусть τ′ — компакт в τ такой, что ℒ1(τ

′) > 0. Если τ′ — всюду
разрывный компакт, то положим τ1 = τ′. В противном случае τ′ содержит невырожден-
ный отрезок [𝑐, 𝑑] и положим тогда в качестве τ1 ⊂ [𝑐, 𝑑] канторово всюду разрывное
множество положительной длины.

Положим 𝐸1 =

(︂ ⋃︀
𝑎1∈τ1

𝐻𝑎1

)︂
∩ 𝐸. Тогда ℒ𝑛(𝐸1) > 0.

Пусть теперь (𝑛 − 1)-мерная гиперплоскость ортогональна координатной 𝑥2-оси и
𝑎2 — точка пересечения этой гиперплоскости с осью 𝑥2. Положим 𝐻𝑎2 = 𝐻. Заменяя в
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приведенных выше рассуждениях 𝐸 на 𝐸1, координатную ось 𝑥1 на 𝑥2-ось, гиперплоско-
сти 𝐻𝑎1 на 𝐻𝑎2 , получим всюду разрывный компакт τ2 такой, что τ2 ⊂ {𝑎2 : ℒ𝑛−1(𝐻𝑎2 ∩
∩ 𝐸1) > 0}.

Положим 𝐸2 =

(︂ ⋃︀
𝑎2∈τ2

𝐻𝑎2

)︂
∩ 𝐸1. По построению ℒ𝑛(𝐸2) > 0.

Продолжая этот процесс дальше, получим последовательность 𝐸1 ⊃ 𝐸2 ⊃ . . . ⊃
⊃ 𝐸𝑛, где ℒ𝑛(𝐸𝑛) > 0 и ортогональная проекция компакта 𝐸𝑛 на каждую 𝑥𝑖-ось, 𝑖 =
= 1, 2, . . . , 𝑛, есть всюду разрывный компакт положительной длины. Компакт 𝐸𝑛 также

будет устранимым для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) и 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸𝑛) не является плотным в

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).
Поэтому ниже считаем, что 𝐸 — всюду разрывный компакт в случае ℒ𝑛(𝐸) > 0.

Тогда существует элемент 𝑣0 ∈
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺 ∖ 𝐸) такой, что расстояние между 𝑣0 и
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺)
положительно. В силу известной леммы об аннуляторе [10, с. 180] существует ненулевое

распределение 𝑇 на 𝐶∞
0 (𝐺) с supp𝑇 ⊂ 𝐸, непрерывное на

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).
Введем распределение 𝑆 = 𝑇 * |𝑥|2−𝑛.
Тогда для ϕ ∈ 𝐶∞

0 (𝐺) справедливо равенство (см. [2, с. 82]) (Δ𝑆,ϕ) = 𝐶(𝑇,ϕ),
где постоянная 𝐶 ̸= 0. Поскольку (𝑇,ϕ) = 0 для всех ϕ ∈ 𝐶∞

0 (𝐺 ∖ 𝐸), то по одной
из теорем Л. Шварца [22, с. 136] обобщенная гармоническая функция 𝑆 в 𝐺 ∖ 𝐸 будет
гармонической на 𝐺∖𝐸 в обычном смысле. С другой стороны, поскольку 𝑇 — ненулевое
распределение на 𝐶∞

0 (𝐺), 𝑆 не является гармонической функцией на 𝐺.

Покажем, что
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑗

�̃�− 1
𝑞 ∈ ℒ𝑝(𝐺) для всех 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. В силу леммы 1 𝑇 как

линейный непрерывный функционал на
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) можно записать для ϕ ∈ 𝐶∞
0 (𝐺) в виде

(𝑇,ϕ) =

∫︁
𝐺

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖
𝜕ϕ

𝜕𝑥𝑖

)︃
𝑑𝑥.

Это дает равенство(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑗

,ϕ

)︂
= −

(︂
𝑆,

𝜕ϕ

𝜕𝑥𝑗

)︂
= −

∫︁
𝐺

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖
𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

(ϕ * |𝑥|2−𝑛)

)︃
𝑑𝑥.

В силу (3) ⃦⃦⃦⃦
�̃�

1
𝑞

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

(ϕ * |𝑥|2−𝑛)

⃦⃦⃦⃦
ℒ𝑞(𝐺)

≤ 𝐶‖�̃�
1
𝑞ϕ‖ℒ𝑞(𝐺).

Отсюда ⃒⃒⃒⃒(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑗

,ϕ

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶‖�̃�− 1

𝑞 𝑔‖ℒ𝑝
𝑛(𝐺)‖�̃�

1
𝑞ϕ‖ℒ𝑞(𝐺). (7)

Введем линейный ограниченный функционал на 𝐶∞
0 (𝐺)

Φ(𝑣) =

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑗

,ϕ

)︂
=

∫︁
𝐺

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖
𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

(ϕ * |𝑥|2−𝑛)

)︃
𝑑𝑥,

где 𝑣 = �̃�
1
𝑞ϕ ∈ ℒ𝑞(𝐺),ϕ ∈ 𝐶∞

0 (𝐺). По теореме Хана-Банаха в силу (7) продолжим Φ(𝑣)
на ℒ𝑞(𝐺) до линейного ограниченного функционала с сохранением нормы.
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Из общего вида линейного ограниченного функционала на ℒ𝑞(𝐺) [9, теорема 6.2.1]

получим аналогично доказательству леммы 1, что
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑗

�̃�− 1
𝑞 ∈ ℒ𝑝(𝐺). Иначе говоря,

∫︁
𝐺

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑤𝑑𝑥 < ∞, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Это влечет 𝑆 ∈ 𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺). Выше было отмечено, что 𝑆 ∈ 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺 ∖ 𝐸).

Покажем, что 𝑆 не продолжается до функции 𝑆 ∈ 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺).
Действительно, пусть 𝑆 ∈ 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) — продолжение 𝑆 и ℒ𝑛(𝐸) > 0. Напомним,

что 𝐸 — всюду разрывный компакт. Как известно [21, Theorem 4.1.3, Corollary 4.3.3],
𝐿1
𝑝,𝑤(𝐺) = 𝐴𝐶𝐿𝑝,𝑤(𝐺), где 𝐴𝐶𝐿𝑝,𝑤(𝐺) — класс функций 𝑢, абсолютно непрерывных

в 𝐺 на ℒ𝑛−1-почти всех отрезках, параллельных координатной 𝑥𝑖-оси, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,
𝑤

1
𝑝∇𝑢 ∈ ℒ𝑝

𝑛(𝐺). Отсюда для ℒ𝑛-почти всех 𝑥0 ∈ 𝐸 𝑆(𝑥0) = 𝑆(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

𝑆(𝑥), где

𝑥 ∈ 𝐺 ∖ 𝐸, 𝑥 → 𝑥0 вдоль прямой, проходящей через точку 𝑥0 параллельно 𝑥𝑖-оси,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Это влечет 𝑆 = 𝑆 ℒ𝑛-почти везде на 𝐺, и, значит, 0 = (Δ𝑆,ϕ) = (Δ𝑆,ϕ)
на 𝐶∞

0 (𝐺).
Тем самым, 𝑆 — гармоническая функция на 𝐺, что противоречит определению

распределения 𝑇 .
В случае ℒ𝑛(𝐸) = 0 те же рассуждения дают противоречие с определением 𝑇 . Зна-

чит, 𝐸 не является устранимым для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺). Из полученного противоречия следует,

что 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸) является плотным в

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).

Достаточность. Пусть 𝐶∞
0 (𝐺∖𝐸) плотно в

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺). Покажем сначала, что ℒ𝑛(𝐸) =
= 0. Действительно, предположим, что ℒ𝑛(𝐸) > 0. Выберем открытые множества Ω1,Ω2

такими, что 𝐸 ⊂ Ω1 ⊂ Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω2 ⊂ 𝐺. Пусть 𝑣(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛), 𝑣 = 1 на Ω1 и

supp 𝑣 ⊂ Ω2. Тогда 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝐺). В силу плотности 𝐶∞

0 (𝐺 ∖ 𝐸) в
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) найдется по-

следовательность 𝑣𝑘 ∈ 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸), для которой lim

𝑘→∞
𝑣𝑘 = 𝑣 в

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺). Положив в (2)

𝑢 = 𝑣𝑘 − 𝑣, Ω = 𝐺, получим

lim
𝑘→∞

∫︁
𝐺

|𝑣𝑘 − 𝑣|𝑞�̃�𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

∫︁
𝐺

|𝑣𝑘�̃�
1
𝑞 − 𝑣�̃�

1
𝑞 |𝑞 𝑑𝑥 = 0.

В силу известного свойства ℒ𝑞(𝐺) найдется подпоследовательность 𝑣𝑘𝑙 такая, что 𝑣𝑘𝑙�̃�
1
𝑞 →

→ 𝑣𝑘𝑙�̃�
1
𝑞 ℒ𝑛-почти везде на 𝐸. Это противоречит тому, что 𝑣 = 1 на 𝐸, 𝑣𝑘𝑙 = 0 на 𝐸

для всех 𝑙 ≥ 1. Следовательно, ℒ𝑛(𝐸) = 0.
Пусть теперь 𝑢 — произвольная функция из 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺 ∖ 𝐸) и ϕ ∈ 𝐶∞

0 (𝐺 ∖ 𝐸). Из
формулы Грина имеем∫︁

𝐺∖𝐸

𝑢Δϕ 𝑑𝑥 = −
∫︁
𝐺

⟨∇𝑢,∇ϕ⟩ 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐺∖𝐸

ϕΔ𝑢 𝑑𝑥 = 0.

Поскольку ℒ𝑛(𝐸) = 0 и 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸) плотно в

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺), то∫︁
𝐺

𝑢Δϕ 𝑑𝑥 = −
∫︁
𝐺

⟨∇𝑢,∇ϕ⟩ 𝑑𝑥 = 0.
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По одной из теорем Л. Шварца [22, с. 136] 𝑢 — гармоническая функция в 𝐺 и поэтому
принадлежит 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺), что и завершает доказательство теоремы 1.

Теорема 2. Пусть 𝐺 — открытое ограниченное множество в 𝑅𝑛 и 𝐸 — компакт в 𝐺.
𝐸 — устранимое множество для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) тогда и только тогда, когда 𝐶𝑞,�̃�(𝐸) = 0
относительно 𝐺.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝐸 — устранимое множество для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) и
предположим, что 𝐶𝑞,�̃�(𝐸) > 0 относительно 𝐺. Пусть 𝑢0 — экстремальная функция для

𝐶𝑞,�̃�(𝐸) из леммы 2. Рассмотрим соответствующий линейный функционал на
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺):

𝐿(𝑢) =

∫︁
𝐺

|∇𝑢0|𝑞−2⟨∇𝑢0,∇𝑢⟩ �̃�𝑑𝑥.

В силу леммы 2 𝐿(𝑢0) = 𝐶𝑞,�̃�(𝐸) > 0, 𝐿(𝑢) = 0 на 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸),

|𝐿(𝑢)| ≤

⎛⎝∫︁
𝐺

|∇𝑢0|𝑞�̃�𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝
⎛⎝∫︁

𝐺

|∇𝑢|𝑞�̃�𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑞

.

Другими словами, 𝐿(𝑢) — ограниченный ненулевой линейный функционал на
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).
Тем самым функционал 𝐿(𝑢) порождает ненулевое распределение 𝑇 с носителем на 𝐸.
Проводя дальше рассуждения, аналогичные доказательству условия необходимости в
теореме 1, построим гармоническую функцию 𝑣, которая не продолжается до гармони-
ческой функции на 𝐺. Следовательно, 𝐶𝑞,�̃�(𝐸) = 0.

Достаточность. В силу теоремы 1 достаточно показать, что каждую функцию

ϕ ∈ 𝐶∞
0 (𝐺) можно аппроксимировать в

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺) функциями из 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸).

Зададим ε > 0 и найдем допустимую функцию 𝑣0 ∈ 𝐶∞
0 (𝐺) такую, что 𝑣0 = 1 в

окрестности 𝐸 и
∫︀
𝐺

|∇𝑣0|𝑞�̃�𝑑𝑥 < ε. Тогда 𝑢0 = ϕ(1− 𝑣0) ∈ 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸) и

∫︁
𝐺

|∇(ϕ𝑣0)|𝑞�̃�𝑑𝑥 =

∫︁
𝐺

|ϕ∇𝑣0 + 𝑣0∇ϕ|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤

≤ 2𝑞 max |ϕ|𝑞 · ε+ 2𝑞 max |∇ϕ|𝑞
∫︁
𝐺

|𝑣0|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤ const · ε.

в силу оценки (2).
Следовательно,

∫︀
𝐺

|∇(ϕ − 𝑢0)|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤ const · ε, что влечет плотность 𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸) в

классе
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺). По теореме 1 компакт 𝐸 — устранимое множество для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺).

Следствие 1. Пусть 𝐺 — ограниченное открытое множество в 𝑅𝑛 и 𝐸 — компакт в
𝐺. Если 𝐸 — устранимое множество для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺), то 𝐸 — устранимое множество
для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺1), где 𝐺1 — произвольное открытое множество в 𝑅𝑛.

Из леммы 3 получим еще одно утверждение.
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Следствие 2. Пусть 𝐺 — ограниченное открытое множество в 𝑅𝑛 и 𝐸 — ком-
пакт в 𝐺. 𝐸 — устранимое множество для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) тогда и только тогда, когда
для каждой точки 𝑥 ∈ 𝐸 существует замкнутая окрестность 𝐵(𝑥, 𝑟) такая, что
𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐸 — устранимое множество для 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺).

Ниже каждую функцию 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝐺) положим равной 0 вне 𝐺.

Теорема 3. Пусть 𝐺 — открытое множество в 𝑅𝑛. Если 𝐶𝑞,�̃�(𝑅
𝑛 ∖𝐺) = 0, то 𝐶∞

0 (𝐺)

плотно в
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝑅
𝑛).

Доказательство. Пусть 𝐶𝑞,�̃�(𝑅
𝑛∖𝐺) = 0. Тогда достаточно установить аппроксимацию

каждой функции ϕ ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) функциями из ϕ ∈ 𝐶∞

0 (𝐺) в
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝑅
𝑛).

Для заданной функции ϕ ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) и ε > 0 найдем ограниченное открытое мно-

жество Ω, для которого suppϕ ⊂ Ω. Положим 𝐸 = (suppϕ) ∩ (𝑅𝑛 ∖𝐺).
Из равенства 𝐶𝑞,�̃�(𝑅

𝑛 ∖𝐺) = 0 следует, что 𝐶𝑞,�̃�(𝐸) = 0.
Тогда найдется допустимая функция 𝑣0 для 𝐶𝑞,�̃�(𝐸) относительно Ω, supp 𝑣0 ⊂ Ω,

для которой
∫︀
Ω

|∇𝑣0|𝑞�̃�𝑑𝑥 < ε. Очевидно, что 𝑢0 = ϕ(1 − 𝑣0) ∈ 𝐶∞
0 (𝐺) и имеет место

оценка (см. доказательство теоремы 2)∫︁
𝑅𝑛

|∇(ϕ− 𝑢0)|𝑞�̃�𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

|∇(ϕ− 𝑢0)|𝑞�̃�𝑑𝑥 ≤ const · ε.

Тем самым теорема доказана.
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Abstract. Ahlfors and Beurling [16] proved that set 𝐸 is removable for
class 𝐴𝐷2 of analytic functions with the finite Dirichlet integral if and only if 𝐸
does not change extremal distances. Their proof uses the conformal invariance
of class 𝐴𝐷2, so it does not immediately generalize to 𝑝 ̸= 2 and to the relevant
classes of harmonic functions in the space. In 1974 Hedberg [19] proposed new
approaches to the problem of describing removable singularities in the function
theory. In particular he gave the exact functional capacitive conditions for a set
to be removable for class 𝐻𝐷𝑝(𝐺). Here 𝐻𝐷𝑝(𝐺) is the class of real-valued
harmonic functions 𝑢 in a bounded open set 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2, and such that∫︁

𝐺

|∇𝑢|𝑝 𝑑𝑥 < ∞, 𝑝 > 1.

In this paper we extend Hedberg’s results on class 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) of harmonic
functions 𝑢 in 𝐺 and such that∫︁

𝐺

|∇𝑢|𝑝𝑤𝑑𝑥 < ∞.

Here a locally integrable function 𝑤 : 𝑅𝑛 → (0,+∞) satisfies the Muckenhoupt
condition [20]

sup
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑤𝑑𝑥

⎛⎝ 1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑤1−𝑞𝑑𝑥

⎞⎠𝑝−1

< ∞,

where the supremum is taking over all coordinate cubes 𝑄 ⊂ 𝑅𝑛, 𝑞 ∈ (1,+∞)
and 1

𝑝
+ 1

𝑞
= 1; by ℒ𝑛(𝑄) = |𝑄| we denote the 𝑛-dimensional Lebesgue measure

of 𝑄.
We denote by 𝐿1

𝑞,�̃�(𝐺) the Sobolev space of locally integrable functions 𝐹
on 𝐺, whose generalized gradient in 𝐺 are such that

‖𝑓‖𝐿1
𝑞,�̃�(𝐺) =

⎛⎝∫︁
𝐺

|∇𝑓 |𝑞 �̃�𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑞

< ∞, where �̃� = 𝑤1−𝑞.

The closure of 𝐶∞
0 (𝐺) in ‖ · ‖𝐿1

𝑞,�̃�(𝐺) is denoted by
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).
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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

For compact set 𝐾 ⊂ 𝐺 (𝑞, �̃�)-capacity regarding 𝐺 is defined by

𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = inf
𝑣

∫︁
𝐺

|∇𝑣|𝑞 �̃�𝑑𝑥,

where the infimum is taken over all 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝐺) such that 𝑣 = 1 in some

neighbourhood of 𝐾.
Note that 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = 0 is independent from the choice of bounded set

𝐺 ⊂ 𝑅𝑛. We set 𝐶𝑞,�̃�(𝐹 ) = 0 for arbitrary 𝐹 ⊂ 𝑅𝑛 if for every compact 𝐾 ⊂ 𝐹
there exists a bounded open set 𝐺 such that 𝐶𝑞,�̃�(𝐾) = 0 regarding 𝐺.

To conclude, we formulate the main results.
Theorem 1. Compact 𝐸 ⊂ 𝐺 is removable for 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) if and only if

𝐶∞
0 (𝐺 ∖ 𝐸) is dense in

∘
L
1

𝑞,�̃�(𝐺).
Theorem 2. Compact 𝐸 ⊂ 𝐺 is removable for 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) if and only if

𝐶𝑞,�̃�(𝐸) = 0.
Corollary. The property of being removable for 𝐻𝐷𝑝,𝑤(𝐺) is local, i.e.

compact 𝐸 ⊂ 𝐺 is removable if and only if every 𝑥 ∈ 𝐸 has a compact
neighbourhood, whose intersection with 𝐺 is removable.

Theorem 3. If 𝐺 is an open set in 𝑅𝑛 and 𝐶𝑞,�̃�(𝑅
𝑛 ∖𝐺) = 0. Then 𝐶∞

0 (𝐺)

is dense in
∘
L
1

𝑞,�̃�(𝑅
𝑛).

Key words: Sobolev spaces, harmonic function, Schwartz distribution,capacity
of set.
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