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Аннотация. В настоящей работе дается оценка погрешности, с которой
может быть подсчитан заданный интегральный функционал, если в качестве
приближений взять класс кусочно-полиномиальных функций, построенных на
треугольных сетках. Показывается, что при некоторых геометрических усло-
виях на триангуляцию степень погрешности будет порядка 𝑂(ℎ𝑚+1), где ℎ —
максимальная сторона треугольников триангуляции и 𝑚 — степень использу-
емых полиномов.

Ключевые слова: кусочно-полиномиальная функция, площадь поверх-
ности, аппроксимация функционала, триангуляция, минимальная поверх-
ность.

Введение

При исследовании вопросов равномерной сходимости приближенных решений кра-
евых задач для уравнений с частными производными одной из ключевых задач является
задача определения погрешности аппроксимации уравнения и краевых условий. Если
при этом используется вариационный метод, то требуется знать, с какой точностью
аппроксимируется соответствующий функционал. Например, при решении задачи Дири-
хле для уравнения минимальной поверхности часто применяется вариационный метод, в
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котором ищется поверхность минимальной площади в классе кусочно-линейных поверх-
ностей [3]. В этой работе для прямоугольной области было установлено, что площадь
графика достаточно гладкой функции вычисляется с погрешностью порядка 𝑂(ℎ2), где
ℎ — максимальная сторона треугольников, на которые разбивается прямоугольник. Этот
факт был применен авторами для доказательства сходимости кусочно-линейных реше-
ний равнения минимальной поверхности.

В настоящей работе мы изучаем вопрос о степени точности вычисления функци-
онала площади достаточно гладкой функции при ее аппроксимации кусочно-полино-
миальными функциями, заданными на произвольной треугольной сетке. Отметим, что
при наличии краевых условий и некоторой модификации вариационного метода зада-
ча об оценке погрешности может быть сформулирована следующим образом. Пусть
в многоугольной области Ω ⊂ R2 заданы достаточно гладкие функции 𝑓 и ϕ та-
кие, что 𝑓 |𝜕Ω = ϕ|𝜕Ω. Зафиксируем некоторое разбиение области Ω на треугольни-
ки и через ℎ обозначим максимальную сторону всех этих треугольников. Рассмотрим
кусочно-полиномиальную функцию 𝑢, которая совпадает с 𝑓 − ϕ в узлах сетки. Требу-
ется оценить разность площадей графиков функции 𝑓 и ϕ+ 𝑢.

Отметим также, что в работах [1], [5] получены оценки погрешности вычисления
площади поверхностей для триангуляции частного вида, построенной по прямоугольной
сетке.

1. Основные результаты

Рассмотрим функционал, задаваемый интегралом

𝐼(𝑓) =

∫︁∫︁
Ω

𝐺(𝑥, 𝑓,∇𝑓)𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (1)

который определен для функций 𝑓 ∈ 𝐶𝑚+1(Ω). Отметим, что уравнение Эйлера —
Лагранжа вариационной задачи для этого функционала имеет вид:

𝑄[𝑓 ] ≡
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝐺′
ξ𝑖
(𝑥, 𝑓,∇𝑓))′𝑥𝑖

−𝐺′
𝑓 (𝑥, 𝑓,∇𝑓) = 0. (2)

Если подынтегральное выражение 𝐺(𝑥, 𝑓,∇𝑓) равно
√︀
1 + |∇𝑓 |2, уравнением (2)

является уравнение минимальной поверхности

2∑︁
𝑖=0

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃
𝑓𝑥𝑖√︀

1 + |∇𝑓 |2

)︃
= 0.

Пусть задана многоугольная ограниченная область Ω ⊂ R2. Рассмотрим разбие-
ние этого многоугольника на треугольники. 𝑇1, 𝑇2, ..., 𝑇𝑁 . И пусть 𝑀1,𝑀2, ...,𝑀𝑞 — все
вершины этих треугольников. Будем предполагать, что ни одна из точек 𝑀𝑖 не явля-
ется внутренней точкой ни одной из сторон треугольников. Через Γ𝑠 будем обозначать
стороны всех треугольников, 𝑠 = 1, 2, ...𝐿, а максимальный диаметр всех треугольни-
ков обозначим через ℎ, то есть ℎ = max

1≤𝑘≤𝑁
diamTk, где diam𝐹 = sup (|𝑥− 𝑦| : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 ),

α𝑘 — минимальный угол в треугольнике 𝑇𝑘, α = min
𝑘
α𝑘 > 0.
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Рис. 1. Триангуляция области Ω

Для построения кусочно-полиномиальной функции степени 𝑚 нужно к имеющимся
вершинам треугольников 𝑀1,𝑀2, ...,𝑀𝑞 добавить дополнительные точки следующим
образом. Для произвольного треугольника 𝑇𝑘, каждая сторона которого разбита на 𝑚−1
равных частей, и через точки разбиения проведены прямые, параллельные сторонам
треугольника. Стороны треугольников также будем относить к множеству этих прямых.
Обозначим через 𝒜𝑘 множество, состоящее из точек пересечения этих прямых, лежащих
в замкнутом треугольнике 𝑇𝑘. Получаем набор точек 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑟, который содержит
и вершины всех треугольников 𝑇𝑘. Далее зададим значения 𝑢1, 𝑢2, ...𝑢𝑟 и построим
в каждом треугольнике многочлен степени 𝑚 так, чтобы его значения в точках 𝐴𝑖

совпадали бы с 𝑢𝑖. Получившуюся кусочно-полиномиальную функцию будем обозначать
через 𝑢. Данная функция будет непрерывной в Ω.

Нам далее понадобится оценка погрешности приближения производных функции
производными интерполяционного многочлена. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑚+1(Ω) и 𝑢𝑖 = 𝑓(𝐴𝑖), 𝑖 =
= 1, ..., 𝑟. В работе [6] доказывается, что для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑇𝑘 выполнено неравенство

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑠(𝑓(𝑥1, 𝑥2)− 𝑢(𝑥1, 𝑥2))

𝜕𝑥𝑘1
1 𝜕𝑥𝑘2

2

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐾(sin θ)−𝑠𝑀ℎ𝑚−𝑠+1, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚, 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑠, (3)

где θ — максимальный угол триангуляции, | 𝜕𝑚+1𝑓

𝜕𝑥𝑞
1𝜕𝑥

𝑚+1−𝑞
2

| ≤ 𝑀 , 𝑞 = 0, ...,𝑚 + 1, и посто-

янная 𝐾 не зависит от разбиения {𝑇𝑘}𝑁𝑘=1, области Ω и 𝑓 .

Пусть ϕ ∈ 𝐶𝑚+1(Ω), 𝑓 |𝜕Ω = ϕ|𝜕Ω и обозначим через 𝑢 кусочно-полиномиальную
функцию, построенную по значениям функции 𝑓 − ϕ. Положим 𝑓𝑃 = ϕ + 𝑢 и пусть
𝑔𝑡 = 𝑓𝑃 + 𝑡(𝑓 − 𝑓𝑃 ). Для каждой стороны треугольников выберем нормаль ν так, что
для 𝜕Ω она будет внешней. По аналогии с работами [2] и [4] доказывается следующее
утверждение.
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Теорема 1. Справедливо равенство

𝐼(𝑓)− 𝐼(𝑓𝑃 ) =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

(𝑧 − 𝑢)

1∫︁
0

𝑄[𝑔𝑡]𝑑𝑡 𝑑𝑥+

∫︁
𝜕Ω

(𝑧 − 𝑢)
2∑︁

𝑖=1

ν𝑖

1∫︁
0

𝐺′
ξ𝑖
(𝑥, 𝑔𝑡,∇𝑔𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑆+

+
∑︁

внутр.Γ

∫︁
Γℓ

(𝑧 − 𝑢)
2∑︁

𝑖=1

ν𝑖

1∫︁
0

𝐺ξ𝑖(𝑥, 𝑔
𝑡
+,∇𝑔𝑡+)−𝐺ξ𝑖(𝑥, 𝑔

𝑡
−,∇𝑔𝑡−)𝑑𝑡𝑑𝑆, (4)

где 𝑧 = 𝑓 −φ, 𝑔𝑡+, 𝑔
𝑡
− — функция 𝑔𝑡, рассматриваемая в двух треугольниках с общей

стороной Γℓ, причем 𝑔𝑡+ соответствует тому треугольнику, для которого нормаль
ν является внешней.

Доказательство. Заметим, что

𝐼(𝑓)− 𝐼(𝑓𝑃 ) =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

(𝐺(𝑥, 𝑓,∇𝑓)−𝐺(𝑥, 𝑓𝑃 ,∇𝑓𝑃 )) =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

1∫︁
0

𝑑

𝑑𝑡
(𝐺(𝑥, 𝑔𝑡,∇𝑔𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

1∫︁
0

[︃
𝜕𝐺

𝜕𝑢
(𝑧 − 𝑢) +

2∑︁
𝑖=1

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
(𝑧 − 𝑢)′𝑥𝑖

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

1∫︁
0

𝜕𝐺

𝜕𝑢
(𝑧 − 𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

1∫︁
0

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖=1

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
(𝑧 − 𝑢)′𝑥𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑡.

Рассмотрим отдельно интеграл ∫︁
𝑇𝑘

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
(𝑧 − 𝑢)′𝑥𝑖

𝑑𝑥.

Распишем его, воспользовавшись формулой Гаусса — Остроградского∫︁
𝑇𝑘

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
(𝑧 − 𝑢)′𝑥𝑖

𝑑𝑥 = −
∫︁
𝑇𝑘

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
(𝑥, 𝑔𝑡(𝑥),∇𝑔𝑡(𝑥))

)︂
(𝑧 − 𝑢)𝑑𝑥+

∫︁
𝜕𝑇𝑘

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
(𝑧 − 𝑢)ν𝑖𝑑𝑠.

Тогда

𝐼(𝑓)− 𝐼(𝑓𝑃 ) =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

(𝑧 − 𝑢)

⎛⎝ 1∫︁
0

𝜕𝐺

𝜕𝑢
𝑑𝑥𝑑𝑡−

1∫︁
0

𝜕

𝜕ξ𝑖

(︂
𝜕𝐺

𝜕𝑥𝑖

(𝑥, 𝑔𝑡(𝑥),∇𝑔𝑡(𝑥))
)︂
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠+

+
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝜕𝑇𝑘

(𝑧 − 𝑢)
2∑︁

𝑖=1

ν𝑖

1∫︁
0

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
𝑑𝑡𝑑𝑠.
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Распишем отдельно интеграл по границе

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝜕𝑇𝑘

(𝑧 − 𝑢)
2∑︁

𝑖=1

ν𝑖

1∫︁
0

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
𝑑𝑡𝑑𝑠 =

∫︁
𝜕Ω

(𝑧 − 𝑢)
2∑︁

𝑖=1

1∫︁
0

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
𝑑𝑡𝑑𝑠+

+
∑︁

внутр.Γ𝑠

∫︁
Γ𝑠

(𝑧 − 𝑢)
2∑︁

𝑖=1

ν𝑖

1∫︁
0

(︂
𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
(𝑥, 𝑔𝑡+,∇𝑔𝑡+)−

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
(𝑥, 𝑔𝑡−,∇𝑔𝑡−)

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑠,

где 𝑔𝑡+, 𝑔
𝑡
− — функции 𝑔𝑡, рассматриваемые в треугольниках с общей гранью Γℓ, причем

𝑔𝑡+ соответствует тому треугольнику, для которого нормаль ν является внешней.
Таким образом, окончательно приходим к равенству

𝐼(𝑓)− 𝐼(𝑓𝑃 ) =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

(𝑧 − 𝑢)

1∫︁
0

𝑄[𝑔𝑡]𝑑𝑡𝑑𝑥+

∫︁
𝜕Ω

(𝑧 − 𝑢)
2∑︁

𝑖=1

ν𝑖

1∫︁
0

𝐺′
ξ𝑖
(𝑥, 𝑔𝑡,∇𝑔𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑆+

+
∑︁

внутр.Γ

∫︁
Γℓ

(𝑧 − 𝑢)
2∑︁

𝑖=1

ν𝑖

1∫︁
0

𝐺ξ𝑖(𝑥, 𝑔
𝑡
+,∇𝑔𝑡+)−𝐺ξ𝑖(𝑥, 𝑔

𝑡
−,∇𝑔𝑡−)𝑑𝑡𝑑𝑆.

Применим доказанное равенство для оценки погрешности вычисления графика
функции

𝐼(𝑓) =

∫︁∫︁
Ω

√︁
1 + 𝑓 2

𝑥1
+ 𝑓 2

𝑥2
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

в случае плоской области Ω ⊂ R2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑚+1(Ω). Положим 𝑀 𝑓
1 = max

1≤𝑖≤2
max
Ω
|𝑓𝑥𝑖

(𝑥)|,

𝑀 𝑓
2 = max

1≤𝑖,𝑗≤2
max
Ω
|𝑓𝑥𝑖𝑥𝑗

(𝑥)|. Получим оценку

𝑄[𝑔𝑡] =
2∑︁

𝑖=1

(𝐺′
ξ𝑖
(𝑥, 𝑔𝑡,∇𝑔𝑡))𝑥𝑖

−𝐺′
𝑓 (𝑥, 𝑔

𝑡,∇𝑔𝑡).

Ясно, что
𝐺′

𝑓 (𝑥, 𝑔
𝑡,∇𝑔𝑡) = 0,

так как 𝐺 зависит только от ∇𝑔𝑡. Тогда

𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖
=

𝑔𝑡𝑥𝑖√︀
1 + |∇𝑔𝑡|2

,

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝜕𝐺

𝜕ξ𝑖

)︂
=

𝑔𝑡𝑥𝑖𝑥𝑖
·
√︀
1 + |∇𝑔𝑡|2 − 𝑔𝑡𝑥𝑖

·
𝑔𝑡𝑥𝑖 · 𝑔𝑡𝑥𝑖𝑥𝑖+𝑔𝑡𝑥𝑗 · 𝑔𝑡𝑥𝑖𝑥𝑗√

1+|∇𝑔𝑡|2

1 + |∇𝑔𝑡|2
=

=

𝑔𝑡𝑥𝑖𝑥𝑖
· (1 + |∇𝑔𝑡|2)− 𝑔𝑡𝑥𝑖

2∑︀
𝑗=1

𝑔𝑡𝑥𝑗
· 𝑔𝑡𝑥𝑖𝑥𝑗

(1 + |∇𝑔𝑡|2) 3
2

.
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В силу того, что

𝑔𝑡𝑥𝑖
= 𝑓𝑃

𝑥𝑖
+ 𝑡(𝑓𝑥𝑖

− 𝑓𝑃
𝑥𝑖
) = ϕ𝑥𝑖

+ 𝑢𝑥𝑖
+ 𝑡(𝑓𝑥𝑖

− ϕ𝑥𝑖
− 𝑢𝑥𝑖

)

из неравенства (3) следует, что

|𝑔𝑡𝑥𝑖
| = |ϕ𝑥𝑖

+ 𝑢𝑥𝑖
+ 𝑡(𝑓𝑥𝑖

− ϕ𝑥𝑖
− 𝑢𝑥𝑖

)| ≤

≤𝑀ϕ
1 + 2𝑀 𝑓−ϕ

1 +𝐾(sin θ)−1𝑀ℎ𝑚 ≡𝑀1.

Аналогично
|𝑔𝑡𝑥𝑖𝑥𝑗

| ≤𝑀ϕ
2 + 2𝑀 𝑓−ϕ

2 +𝐾(sin θ)−2𝑀ℎ𝑚−1 ≡𝑀2.

Таким образом,

|𝑄[𝑔𝑡]| ≤
2∑︁

𝑖,𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑔𝑡𝑥𝑖𝑥𝑖

·
(︃
(1 + |∇𝑔𝑡|2)δ𝑖𝑗 − 𝑔𝑡𝑥𝑖

𝑔𝑡𝑥𝑗

(1 + |∇𝑔𝑡|2) 3
2

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
2∑︁

𝑖,𝑗=1

|𝑔𝑡𝑥𝑖𝑥𝑗
| ·
(︁
(1 + |∇𝑔𝑡|2) + |𝑔𝑡𝑥𝑖

𝑔𝑡𝑥𝑗
|
)︁
≤ 4𝑀2(1 + 2𝑀2

1 +𝑀2
1 ) = 4𝑀2(1 + 3𝑀

2

1).

Далее ясно, что ⃒⃒⃒⃒
⃒

2∑︁
𝑖=1

ν𝑖

∫︁ 1

0

𝑔𝑡𝑥𝑖
𝑑𝑡√︀

(1 + |∇𝑔𝑡|2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ |ν| ·

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∇𝑔𝑡√︀

(1 + |∇𝑔𝑡|2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1.

Зафиксируем внутреннее ребро Γ𝑠. Обозначим через 𝑇+ и 𝑇− треугольники, соприкасаю-
щиеся по этому ребру. Тогда на Γ𝑠 выполнено ∇𝑔𝑡+−∇𝑔𝑡− = 𝑡(∇𝑓𝑃 )|𝑇+−(∇𝑓𝑃 )|𝑇− . Заме-

тим, что для произвольных векторов ξ, η ∈ R𝑛 выполнено неравенство

⃒⃒⃒⃒
ξ√
1+ξ2
− η√

1+η2

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 2|ξ− η| Действительно,⃒⃒⃒⃒
ξ√

1 + ξ2
− η√

1 + η2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
ξ+ η− η√

1 + ξ2
− η√

1 + η2

⃒⃒⃒⃒
≤

≤
⃒⃒⃒⃒
ξ− η√
1 + ξ2

⃒⃒⃒⃒
+ |η|

(︂⃒⃒⃒⃒
1√

1 + ξ2
− 1√

1 + η2

⃒⃒⃒⃒)︂
.

Оценим отдельно второе слагаемое

|η|
(︂⃒⃒⃒⃒

1√
1 + ξ2

− 1√
1 + η2

⃒⃒⃒⃒)︂
= |η|

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃√

1 + η2 −
√
1 + ξ2√

1 + η2
√
1 + ξ2

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
|η||η2 − ξ2|

(
√
1 + ξ2 +

√
1 + η2) ·

√
1 + η2

√
1 + ξ2

≤ |η||ξ− η||η+ ξ|
(|η|+ |ξ|)

√
1 + η2

√
1 + ξ2

≤ |ξ− η|√
1 + ξ2

.

Тогда ⃒⃒⃒⃒
ξ√

1 + ξ2
− η√

1 + η2

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
ξ− η√
1 + ξ2

⃒⃒⃒⃒
+
|ξ− η|√
1 + ξ2

≤ 2|ξ− η|.
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Поэтому(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ∇𝑔𝑡+√︀

1 + |∇𝑔𝑡+|2
−

∇𝑔𝑡−√︀
1 + |∇𝑔𝑡−|2

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
≤ 2|∇𝑔𝑡+ − 𝑔𝑡−| = 2|(∇𝑓𝑃 )|𝑇+ − (∇𝑓𝑃 )|𝑇−|.

Теперь воспользуемся соотношением (3) для оценки модуля разности градиентов 𝑓 и 𝑓𝑃

|∇𝑓 −∇𝑓𝑃 | ≤ 𝐾(sin θ)−1𝑀ℎ𝑚.

Тогда
2∑︁

𝑖=1

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ∇(𝑔𝑡+)𝑥𝑖√︀

1 + |∇𝑔𝑡+|2
−

∇(𝑔𝑡−)𝑥𝑖√︀
1 + |∇𝑔𝑡−|2

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
≤ 4𝐾(sin θ)−1𝑀ℎ𝑚.

Положим 4𝐾(sin θ)−1𝑀 = 𝐶1. Теперь применим все доказанные выше неравенства к
равенству (4), получим

|𝐼(𝑓𝑃 )− 𝐼(𝑓)| ≤ max
Ω
|𝑧 − 𝑢|

⎛⎝4𝑀2(1 +𝑀
2

1)|Ω|+ |𝜕Ω|+ 𝐶1ℎ
𝑚

∑︁
внутр.Γ𝑠

|Γ𝑠|

⎞⎠ ,

где |Ω| — площадь фигуры Ω, а |𝜕Ω| — ее периметр. Мы можем предположить, что
триангуляция обладает таким свойством, что существует постоянная 𝐶2, которая не
зависит от ℎ и для которой выполнено ℎ ·

∑︀
внутр.Γ𝑠

|Γ𝑠| ≤ 𝐶2. Таким образом, мы пришли

к неравенству
|𝐼(𝑓𝑃 )− 𝐼(𝑓)| ≤ 𝐶3max

Ω
|𝑧 − 𝑢|,

где

𝐶3 =
(︁
4𝑀2(1 +𝑀

2

1)|Ω|+ |𝜕Ω|+ 𝐶1𝐶2ℎ
𝑚−1

)︁
.

Далее несложно убедиться, что из оценки (3) следует, что |𝑧 − 𝑢| ≤ 𝐾𝑀ℎ𝑚+1. Таким
образом, окончательно приходим к следующей оценке

|𝐼(𝑓𝑃 )− 𝐼(𝑓)| ≤ 𝐶3𝐾𝑀ℎ𝑚+1.

Заключение

В данной работе рассматривался вопрос об оценке точности кусочно-полиномиальной
аппроксимации функционала площади 𝐶𝑚+1-гладкой поверхности. В результате была
получена оценка степени приближения |𝐼(𝑓𝑃 )− 𝐼(𝑓)| ≤ 𝐶3𝑀𝐾ℎ𝑚+1.
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Abstract. The paper considers the functional given by the integral

𝐼(𝑓) =

∫︁
Ω

𝐺(𝑥, 𝑓,∇𝑓)𝑑𝑥, (1)

defined for functions 𝑓 ∈ 𝐶𝑚+1(Ω) ∩ 𝐶(Ω). The authors note that the Euler —
Lagrange equation of the variational problem for this functional has the form

𝑄[𝑓 ] ≡
2∑︁

𝑖=1

(︀
𝐺′
ξ𝑖
(𝑥, 𝑓,∇𝑓)

)︀′
𝑥𝑖
−𝐺′

𝑓 (𝑥, 𝑓,∇𝑓) = 0, (2)

where 𝐺(𝑥, 𝑓,∇𝑓) =
√︀
1 + |∇𝑓 |2. Equation (2) is the equation of a minimal

surface. Another example is the Poisson equation Δ𝑓 = 𝑔(𝑥), which corresponds
to the function 𝐺(𝑥, 𝑓,∇𝑓) = |∇𝑓 |2 + 2𝑔(𝑥)𝑓(𝑥).

Next, the article examines the issue of the degree of approximation of the
functional (1) by piecewise polynomial functions. This leads to the convergence of
variational methods for some boundary value problems. The authors note that the
derivatives of a continuously differentiable function approach derived piecewise
polynomial function with an error of the 𝑚-order with respect to the diameter of
the triangles of the triangulation. The reasechers have found that for functions
from 𝐶𝑚+1(Ω) functional (1) is calculated with accuracy 𝑂(ℎ𝑚+1) in the class of
piecewise polynomial functions of degree 𝑚.

Key words: piecewise polynomial function, area of a surface, approximation
of functional, triangulation, minimal surface.
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